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Haupt, O. 
Math. Annalen 144, 1—16 (1961) 


Untersuchungen zur M. Barnerschen Verallgemeinerung 
des Vierscheitelsatzes auf Raumkurven 


Von 


Orro Haupt in Erlangen 


Einleitung 


1. Zwei vorangehende Noten ((8], [9]) beschaftigten sich mit Grund- 
eigenschaften derjenigen Bogen und Kurven im projektiven n-dimensionalen 
Raum P,,,n = 2, welche keine (n — 2, k)-Sekanten oder sogar keine im strengen 
Sinne besitzen; k = n + m, m = 0. Diese Bogen und Kurven erhalt man durch 
direkt-geometrische Fassung des von M. BaRNER [1] eingefiihrten — unseres 
Erachtens grundlegenden — Begriffes der streng-konvexen Kurven. Die vor- 
liegende Mitteilung bringt, gestiitzt auf [8] und [9], direkt-geometrische Er- 
weiterungen und Erganzungen der Saétze von BaRNER mit Beweisen. 

2. Bei den fraglichen Satzen handelt es sich um Beziehungen zwischen den 
Ordnungswerten und Mindest- oder Héchstzahlen fiir die ordnungsgeome- 
trischen Singularitéten der Bogen und Kurven, welche im strengen Sinne frei 
von (n — 2, k)-Sekanten sind; als Ordnungscharakteristiken figurieren hierbei 
die (n — 1)-Ebenen (Hyperebenen) im P.,,. 

Verzichtet man zundchst auf Differenzierbarkeitsvoraussetzungen, so ergibt 
sich: Ist der Ordnungswert-ord (B) bzw. ord(C) des Bogens B bzw. der Kurve C 
(beziiglich der (n — 1)-Ebenen) mindestens gleich ni + 1, i= 1, 2,..., 80 ist 
die Anzahl der singularen Punkte von B bzw. von C mindestens gleich i 
bzw. mindestens gleich ¢ + 1 (vgl. Nr. 1.2). Beispiele zeigen, daB — wenigstens 
fiir n = 2 diese unteren Schranken i bzw. i + 1 genau sind (fiir jedes 7). 
Ein weiterer Satz (vgl. Nr. 1.3) liefert ebenfalls untere Schranken fiir die 
Anzahl der singularen Punkte, wenn durch einen Punkt des Bogens bzw. der 
Kurve eine vorgegebene Anzahl von (n — 1)-Tangentialebenen mit gewohnlich 
differenzierbaren Beriihrungspunkten. gehen; dabei wird aber iiber die Ord- 
nungswerte von B bzw. C nichts vorausgesetzt. 

Sind hingegen B bzw. C gewéhnlich differenzierbar, so erhailt man (§ 2) die 
scharferen unteren Schranken ord(B) — n bzw. ord(C) fiir die Anzahl der 
singularen Punkte (vgl. [7] und [1]}). SchlieBlich lassen sich (§ 3) die (gew6hnlich 
differenzierbaren) Kurven C vom Ordnungswert n + 1 dadurch kennzeichnen, 
da8 die Anzahl der singularen Punkte (genau) gleich n + 1 ist. 

3. Hinsichtlich der Beziehungen der Satze in §§ 1 bis 3 zu den Saétzen von 
BaRNER und anderen Autoren sei auf [7], Einleitung und Nr. 2.1 ff., verwiesen. 
Bemerkt sei noch: Fiir Bogen und Kurven in der euklidischen Ebene E, gelten 
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Satze (vgl. [5]), die zu denen sowohl des §1 als der §§ 2 und 3°der gegen- 
wartigen Note, also fiir den projektiven P,,, véllig analog sind. An Stelle der 
Hyperebenen als Ordnungscharakteristiken in P, treten in Z, als Ordnungs- 
charakteristiken Kurven, deren jede — grob gesprochen — durch n ihrer 
Punkte eindeutig bestimmt ist und sich stetig mit diesen Punkten andert. Und 
an Stelle der Forderung, daB die Bogen und Kurven B’ in P,, im strengen Sinne 
frei seien von (n — 2, k)-Sekanten tritt in Z, die Forderung, daB die beziiglich 
der .Ordnungscharakteristiken K zu untersuchenden Bogen und Kurven B’ 
die folgende Eigenschaft besitzen: Die Punkte von B’ -\ K besitzen bei ge- 
eigneter Orientierung von K (und B’) die gleiche Reihenfolge auf B’ und auf K. 
Die Analogie der in Rede stehenden Satze in P,, und in F, beruht auf der Uber- 
einstimmung von Korrespondenzen, die in beiden Fallen durch die Ordnungs- 
charakteristiken auf B’ erzeugt werden. Es sind gerade solche Korrespondenzen, 
die in der friiheren Mitteilung [9] sowie in der vorliegenden gewonnen bzw. be- 
nutzt werden (vgl. auch [7], Nr. 2.4ff.). Fir den Fall des P, hat tibrigens 
FaBRIcivus-BJERRE [2] gezeigt, daB fiir B’ die Freiheit im strengen Sinne von 
(n — 2,k)-Sekanten (k = 2) i. w. gleichwertig ist damit, daB fiir die Punkte der 
Durchschnitte von B’ mit den Geraden (als Ordnungscharakteristiken) die 
oben im Falle der Ebene £, erwahnte Ubereinstimmung der Reihenfolge 
auf B’ und K besteht. 


§ 1. Untere Schranken fiir die Anzahl der singuliren Punkte 
ohne Annahmen iiber Differenzierbarkeit oder Ordnungswert 


1.1. Indem wir hinsichtlich der Definitionen und Bezeichnungen auf [8] 
verweisen, zeigen wir zunachst : 

Hilfssatz. Vor. (1) Es sei B’ ein Bogen oder eine Kurve im P,,, der (die) im 
strengen Sinne frei von (n — 2, k)-Sekanten") und regulér*) ist (k > n = 2). 

Behauptung. Eine (n — 1)-Ebene durch n hinreichend benachbarte Punkte 
von B’ hat mit B’ keine weiteren Punkte gemeinsam; m. a. W.: Es existieren 
keine Punkte a, b € B’ und (n — 1)-Ebenen G durch b derart, daB G mindestens n 
zu a beliebig benachbarte Punkte, etwa p,, ..., p, mit B’ gemeinsam hat. 

Zusatz. Unter den Voraussetzungen des Hilfssatzes hat speziell der 
(n — 1)-Tangentialraum 7’, _,(c) an B’ in einem gewohnlich differenzierbaren 
Punkt ¢ von B’ auBer c keinen Punkt mit B’ gemeinsam. 

Beweis. Indirekt. Es sollen also a, b, G, p,, . . ., Pp, im Sinne der Behauptung 
existieren und die p,,v=1,...,, in beliebig vorgegebener, zu b fremder 
Umgebung U von a auf B’ liegen. Es sei B kleinster abgeschlossener, b und U 
enthaltender Teilbogen von B’. 

(I) Aus der Regularitét von B’ folgt: Fir hinreichend kleines U ist 
ord(U) = n; dies wird also im folgenden itiber U vorausgesetzt. Ferner kann 
und soll o. B. d. A. angenommen werden: Die Punkte p,, . . ., p,, 6 werden in 
dieser Reihenfolge bei Orientierung von B durchlaufen und zwischen ihnen 

1) In [8], Nr. 1.1, Seite 153, Zeile vor Anmerkung ist nach M (\ N = 9 anzufiigen: 


“*, wobei M = L(M) und N = L(N)“. 
*) Vgl. [8], Nr. 1.3. 
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liegen keine weiteren Punkte von B/G; die p,,..., p,, 6 sind saimtlich 
Schnittpunkte und gewohnlich differenzierbar. — In der Tat: Zunichst ist 
ord(B) beschrankt, weil B regular ist (vgl. [8], Nr. 1.3. I.). Daher gibt es in 
beliebiger Nachbarschaft von G eine, 6 enthaltende (n — 1)-Ebene @”’ derart, 
daB Ur G” mindestens n Schnittpunkte enthalt, also (wegen ord(U) = n) 
genau n Punkte, die samtlich Schnittpunkte sind. (Man kann dies so beweisen: 
Es sei V die (beschrankte) konvexe Hiille von U in P,,; bei hinreichend kleinem U 
bzw. V gibt es in G eine, 6 enthaltende, zu V fremde (nm — 2)-Ebene L; es liegt 
dann U/\G ganz in einer der offenen, durch L begrenzten (n — 1)-Halbebenen 
von G. Und es enthalt U > G etwa s Schnittpunkte sowie s’ bzw. s’’ Stiitz- 
punkte (mit etwa s’ < s’’), deren Umgebungen auf U auf der einen oder 
anderen Seite von G@ (in V) liegen. Bei beliebig kleiner Drehung von @ in 
passender Richtung um L erhalt man eine (nm — 1)-Ebene G’’ mit mindestens 
8 + 2s’ > n Schnittpunkten). Nun gibt es in beliebiger Nahe von G@”’ eine im 
Raum der (n — 1)-Ebenen des P,, offene Menge o’ derart, daB B > G’ nur Schnitt- 
punkte enthalt fiir jedes G’ € 0’, und zwar n Schnittpunkte p) ¢ U und min- 
destens einen zu b beliebig benachbarten Schnittpunkt. Da B, weil regular, 
nur abzahlibar viele Punkte enthalt, die nicht gewéhnlich differenzierbar sind 
(vgl. [8], Nr. 1.4.2, Satz 1, Behauptung (2)), gibt es unter den G’ € 0’ solche, 
fiir welche Br G’ nur Schnittpunkte enthalt, die gewohnlich differenzierbar 
sind. Wird der auf B— U am nachsten bei U gelegene Schnittpunkt von 
(B — U) 7 G@ mit 6 bezeichnet und die Orientierung von B sowie die Nume- 
rierung der p; entsprechend gewahlt, so erhalt man Punkte p,, b im Sinne der 
Behauptung eingangs dieser Ziffer (I). 

(II) Es sei x, = p, gesetzt. Gema® [9], Nr. 1.7.1 und 1.7.1, enthalt die 
(n — 1)-Tangentialebene 7',_,(2,) an B im gewdhnlich differenzierbaren 
Punkt x, einen (nicht zu U gehérigen, also von x, verschiedenen) Punkt ¢¢ B. 
Mit B(x) werde der abgeschlossene Teilbogen von B bezeichnet, der x und q 
als Begrenzungspunkte besitzt (x € B); ferner sei B* = B(x) — {x}. Es ist 
also B™ -\ T,,_,(2,)+ 9. Da der Bogen B(x,) beschrankt (vgl. [8], Nr. 2.1.1, 
Satz, Behauptung (1) (a)), also bikompakt ist, gibt es auf B(z,) Punkte 


Xy, Uy, .. +5 Ly Tp4y=, 7 S 1, derart, daB diese x, auf B(x,) entsprechend der 
Orientierung von B(x,) aufeinanderfolgen (vgl. Ziff. (I)) und daB x, eine Um- 
gebung V(o),9=1,..., r, auf B(x,) besitzt mit folgender Eigenschaft: Es ist 


B(x,) C Vie) U+++U V(r), ferner ord(V(g))=n und {x} U {x41} c Ve); 
weil die gewdhnlich differenzierbaren Punkte auf B dicht liegen, kénnen die 
Xq,..., 2, als gewdhnlich differenzierbar angenommen werden (2, ist nach 
Ziff. (I) gewohnlich differenzierbar). Wegen ord(V (o)) = n ist (V(e) — {y}) 9 
r\ T,,_,(y) = 9 fiir jedes gewéhnlich differenzierbare y € V(e) (vgl. dazu [8], 
Nr. 1.4.2, Satz 1, Zusatz). Aus B* - T,,_,(x,)+ 9 (vgl. oben) folgt B= 4 
1\ Th, _,(%) + % (gemaB [9], Nr. 2.1, Satz, Behauptung (1)). Zufolge [9], 
Nr. 2.3, Satz, Behauptung (I), ist daher B™ ~—\ Th, _,(x_)+ 9. Man hat nun: 
Entweder (Fall A) ist B™ c V(1)U V(2); dann ist (V(1) U V(2))n B&n 
(\ T,_y(@_) + 8. Wegen x, € V(1)- V(2) ist andererseits (V(j) — {x,}) 
\ T,,-4(%_) = 8, j= 1,2; wegen x, ¢ B™ ist ferner (V(1) U V(2)) BY c 
1* 
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Cc (V(l) — {x}) U (V(2) — {x_}). Daraus folgt (V(1) U V(2)) 0 B& n 
r\ T,,-4(%_) = 9, also ein Widerspruch. Fall A kann somit nicht eintreten. — 
Oder (Fall B) es gibt Punkte von B*, die nicht zu V(1) U V (2) gehéren; es ist 
dann r = 3. Nun kann man mit Hilfe von [9], Nr. 2.3, Satz, Behauptung (1), 
entsprechend wie oben, von B® -\ Th, _,(x,)+ 9 auf B™-\ Th,_,(23) + 9 
schlieBen. Bei der Fortsetzung dieser. Schliisse tritt spaitestens nach r Schritten 
der Fall A, also ein Widerspruch auf; denn B(z,)c V(r—1)U Vir). — 
Damit ist die Behauptung des Hilfssatzes bewiesen. — Betr. den Zusatz. Dab 
(B’ — {c}) A T,,_,(c)+ 9 nicht méglich ist, geht aus dem Beweis in Ziff. (IT) 
hervor. 

1.2. Es laBt sich jetzt unter Verzicht auf Differenzierbarkeitsannahmen 
folgende Kennzeichnung der im strengen Sinne n-Sek. freien Bogen vom mini- 
malen Ordnungswert n beweisen: 

1. Satz. Vor. Es sei BC P,, n => 2, ein im strengen Sinne von (n — 2, k)- 
Sekanten freier Bogen (und nicht Kurve). 

Behauptung. Es besitzt B den (minimalen) Ordnungswert n genau dann, 
wenn B regulir ist (d. h. wenn jeder Punkt von B den Ordnungswert n besitzt). 

Zusatz. Ist B im strengen Sinne frei von (n — 2, k)-Sekanten und ist der 
groBte offene Teilbogen B von B regular, so ist auch B selbst regular (also 
ord(B) =n gem&B des Satzes). Daraus folgt: Besitzt B nur endlich viele 
singulare Punkte, so ist jeder singulére Punkt elementar, d.h. es besitzt 
sowohl eine vordere als eine hintere Umgebung des Punktes den Ordnungs- 
wert n (vgl. [8], Nr. 1.3)) und es ist B stiickweise regular. 

Anmerkung. Die Voraussetzung, daB B ein Bogen, also keine Kurve sei, 
ist wesentlich. Denn B ist, weil regular, vom beschriankten Ordnungswert n, 
wahrend fiir eine im strengen Sinne von (n — 2, k)-Sekanten freie Kurve von 
beschranktem Ordnungswert gilt: ord(C) > n+ 1 (vgl. [8], Nr. 2.1.1, Satz, 
Behauptung (3)). — Wird hingegen die Kurve C nur als frei von (n — 2, k)- 
Sekanten, also nicht auch im strengen Sinne, vorausgesetzt, so ist C, wenn 
regular, vom Ordnungswert m (vgl. [10]; auch [6)). 

Beweis. Ist ord(B) =, so ist B regular. Es ist also nur zu zeigen: Be- 
hauptung A: Aus der Regularitét von B folgt ord(B) = n. 

(1) Es ist B beschrankt (vgl. [8], Nr. 2.1.1, Satz, Behauptung (1) (a)), 
ebenso ist ord(B) beschrankt (vgl. [8], Nr. 1.3, I). 

(2) Die Behauptung A ist richtig fir n = 2. Wir erschlieBen dies indirekt 
so: Fiir einen str. n-Sek.freien Bogen B gilt: Ist B orientiert und hat die 
Gerade G mit B die Punkte p,,..., p, gemeinsam, liegt ferner p,,, auf B 
vor pp, 80 gibt es, wie leicht zu sehen, eine Orientierung von G, bei welcher py , ; 
auch auf G@ vor p, liegt (diese Orientierungsméglichkeit von @ ist sogar kenn- 
zeichnend fiir die ebenen (n = 2) str. n-Sek.freien Bogen (vgl. [2])); wir sprechen 
dann von simultan konsekutiver Anordnung der p, auf B und G. Daher gilt der 
Kontraktionssatz (vgl. [3], Nr. 4.4), welcher folgendes besagt: Ist r > n + 1 =3, 
so existiert ein, zwischen p, und p, gelegener Punkt p ¢ B derart, daB jede 
beliebig kleine Umgebung U von p auf B mit einer geeigneten Geraden min- 
desten’ drei Punkte gemeinsam hat. Es ist also ord(p; B) > 3 im Widerspruch 
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mit der Vor., daB p regular, d. h. daB ord(p; B) = 2 ist. Somit gilt r < 2 fir 
jede Gerade G, d. h. ord(B) = 2 = n; w. z. z. w. 

(3) Wir setzen in vollstandiger Induktion voraus, die Behauptung A sei 
schon fiir 2 < n< N bewiesen, es sei B C Py regular und g der Anfangspunkt 
von B; weiter sei Z eine, g nicht enthaltende (N — 1)-Ebene in Py, Projiziert 
man B aus q in £, so ist die Abbildung /, von B in E topologisch, wenn noch 
fs(q) = T (q) 0 E gesetzt ist (vgl. [8], Nr. 2.2, Satz, Behauptung (1)). Es liegt 
also B auf einer Kegelfliche ® mit der Spitze g, deren Basis das Bild /(B) 
von B in E ist; und fiir jede, g nicht enthaltende (N — 1)-Ebene H ist 0 H 
ein einfacher Bogen F, und zwar topologisches Bild von B derart, daB Punkte 
b ¢€ B und / €F, die vermége der Projektion einander entsprechen, simultan 
konsekutiv auf B und F angeordnet sind, wenn die Orientierung von F Bild 
derjenigen von B ist. AuBerdem ist /(B) wieder str. (N — 1)-Sek.frei (gemaB [8], 
Nr. 2.2, Satz, Zusatz), insbesondere also beschrinkt, ebenso wie ord(f/(B)) 
(vgl. [8], Nr. 2.2, Satz, Behauptung (2)) und somit lokal rangmaximal. Dariiber 
hinaus hat jeder Punkt von /(B) den Ordnungswert N oder N — 1 (vgl. [4], 
Nr. 2.1, 8. 140). Daher ist {(B) stiickweise regular, d. h. Vereinigung endlich 
vieler abgeschlossener bis auf Begrenzungspunkte paarweise fremder, je 
regularer Bogen (vgl. [4], 8. 141). Also: Jeder singulare Punkt von {(B) besitzt 
den Ordnungswert N; und es gibt nur endlich viele, lediglich elementare sin- 
gulare Punkte (vgl. [8], Nr. 1.3). Wir unterscheiden jetzt zwei Fille: 

1. Fall. Es besitzt f(B) keine singuliren Punkte. Nach Induktionsannahme 
ist ord(f(B)) = N — 1. Daher hat B mit jeder (N — 1)-Ebene durch g héchstens 
N Punkte gemeinsam, einschlieBlich g (denn fp ist topologisch). Angenommen, 
es sei ord(B) > N+ 1 und H eine (N — 1)-Ebene, die mit B mindestens 
N + 1 Punkte, etwa p,,..., p,, r = N + 1, gemeinsam hat. Dann ist H fremd 
zu q und die p, kénnen als auf B und F = ®/~ H simultan konsekutiv an- 
genommen werden. Da iiberdies H durch N seiner Punkte eindeutig bestimmt 
ist und stetig von ihnen abhangt, gilt auf ® fiir B und die ® ~\ H wieder (wie 
bei n = 2) der Kontraktionssatz (vgl. Ziff. (2)). Es besitzt also B einen, etwa 
zwischen p, und py ,, gelegenen Punkt vom Ordnungswert N + 1, im Wider- 
spruch mit der vorausgesetzten Regularitét von B. Ist also {(B) frei von 
singularen Punkten, so ist ord(B) = N und die-Behauptung fiir diesen (1.) Fall 
bewiesen. 

2. Fall. Es sei a’ ein singularer Punkt von /(B), also ord(a’) = N; dabei ist 
a’ + fp(q) (denn a’ ist elementare Singularitét von /(B), also nicht Begren- 
zungspunkt von /(B)). Zu einer beliebig kleinen Umgebung U’ von a’ auf {(B) 
gibt es also (N — 2)-Ebenen H’c E derart, daB U’'> H’ genau N Punkte 
Pi, .--, Py enthalt. Das Urbild U von U’ ist eine beliebig kleine Umgebung 
von a auf B, wobei also U’ = {,(U) und a’ = fz(a). Ferner sei p; = fp(p,) mit 
p,€ B und v=1,..., N. Wegen a’ + f(g) ist a+ q und folglich (bei hin- 
reichend kleinem U) auch p,+ g, y= 1,..., N. Dabei liegen die p, mit q in 
einer (NW. — 1)-Ebene G c Py. Es besitzen daher a,b = g, p;,..., py, @ (fiir N 
statt n) die in der Behauptung des Hilfssatzes in Nr. 1.1 angefiihrten Eigen- 
schaften. Somit kann B nicht regular.sein, entgegen der Vor. in Behauptung A 
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oben. Der vorliegende 2. Fall kann dslee nicht eintreten. Damit ist die Be- 
hauptung A und folglich der Satz vollstandig bewiesen. 

Betr. Zusatz. Wegen der Regularitat von B ist jeder abgeschlossene Teil- 
bogen 7 = T von B regular (und str. n-Sek.frei). Zufolge des Satzes ist daher 
ord(7') = n. Dann ist aber auch ord(B) = 2, also insbesondere B = B regular. 
Andernfalls namlich existiert eine (n — 1)-Ebene H derart, daB die Machtig- 
keit w von Br H mindestens gleich x + 1 ist. Dabei kann w nicht unendlich 
sein, weil sonst. ein geeignetes 7’ mehr als n Punkte mit H gemeinsam hat. 
Somit ist ord(B) endlich, also der Reduktionssatz anwendbar (vgl. [8], 
Nr. 1.3.1); ist daher ord(B) => n+ 1, so gibt es (n — 1)-Ebenen H”, welche 
mit einem 7’, dessen Begrenzungspunkte hinreichend nahe bei denen von B 
liegen, mindestens » + 1 Punkte gemeinsam haben. Widerspruch. 

Der 1. Satz laBt sich folgendermaBen verallgemeinern: 

2. Satz. Verallgemeinerter 2-Scheitelsatz. 

Vor. (1) Es sei B’ ein Bogen oder eine Kurve in P,,, n => 2, und im strengen 
Sinne frei von (n — 2, k)-Sekanten. — (2) Es besitze B’ (mindestens) den 
Ordnungswert i’ = ni+ 1, -wobet i=1,2,..... (Im Falle einer Kurve ist 
tibrigens ord(B’) = n + 1 (mod2) (vgl. [8], Nr. 2.1.1, Satz, Behauptung (3)). 

Behauptung. Je nachdem B' ein Bogen oder eine Kurve ist, betréigt die Anzahl 
der singuléren Punkte von B’ mindestens i bzw. mindestens i + 1. 

Anmerkung. Differenzierbarkeitsannahmen beziiglich B’ sind nicht 
gemacht. 

Beweis. (1) Es geniigt, den Fall zu betrachten, daB B’ nur endlich viele 
singulare Punkte besitzt, etwa s,,...,8,,; ist B’ eine Kurve, so sei 8, = 8, ,, 
gesetzt. Bei einer Orientierung von B’ liege s,,, vor 3,, 15 4S m-—1 
bzw. 1 S wu S m, je nachdem B’ Bogen bzw. Kurve ist. Die offenen Bogen 
B,, = B(8,, 8,41) *) sind dann regular, also ord(B,) = ord(B,) =n (gemaB 
Satz 1 und Zusatz). Somit ist B’ stiickweise regular und daher ord(B’) be- 
schrankt. — (2) Es sei nun G eine (nm — 1)-Ebene, fiir welche B’. G i'’=ni+1 
Punkte von B’ enthalt. Ist zunadchst B’ ein Bogen und ist m < i — 1, so liegen 
in mindestens einem der m + 1 Teilbogen B,, etwa in B,, mindestens n + 1 
der i’ Punkte von B’ -\ G. Dann ist aber ord(B,) > n + 1 im Widerspruch zu 
ord(B,) = n, also m = i, wie behauptet. — Ist B’ eine Kurve und m < i, so 
liegen in mindestens einem der m Teilbogen B,, wieder mindestens n + 1 Punkte 
von B’ -\ G, im Widerspruch zu ord (B,,) = 2. 

Beispiele. Die im obigen Satz gewonnenen unteren Schranken i bzw. i+ 1 
fiir die Anzahlen m der singuléren Punkte sind genau — wenigstens fiir die 
Ebene (n = 2). Beispiele fiir Bogen. Es sei B’ passende Vereinigung von zwei 
Halbkreisen K, welche in ihrem gemeinsamen Begrenzungspunkt d einen Dorn 
bilden. Eine hinreichend kleine Umgebung B”’ auf B’ von d ist dann ein Bogen 
mit ord(B’) = 21+ 1=3 und m= 1 =i. Hingegen ist B’ selbst ein Bogen 
mit 2-2+ 1=5>ord(B’)=4>3 und m=1 =i. Setzt man in einem der 
Begrenzungspunkte von B’ einen hinreichend kleinen Kreisbogen bzw. einen 


*) Mit B(s,, 8,4 ,) wird der offene, von s,, und s,,, , begrenzte, kein s, enthaltende Teil- 
bogen von B’ bezeichnet. 
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Halbkreis unter Bildung je eines Dornes an, so erhalt man Bogen B” bzw. ' B’ 
mit m = 2 = i und ord(B”) = 5 bzw. mit m = 2 = i und ord(’B’) = 6 > 5 und 
entsprechend fiir alle i > 3. — Beispiele fir Kurven. Der Fall i = 1, m = 2 
= t+ 1 wird reprasentiert durch eine Kurve C mit einem Dorn und mit einem 
Wendepunkt sowie mit ord(C) = 3 (vgl. [11]). Daraus erhalt man Kurven fiir 
beliebiges i und m =7+ 1, wenn man passend gewahlte (regulire) und hin- 
reichend kleine Teilbogen von C durch passend gewahlite Bogen mit je genau 
einem Dorn ersetzt; dabei erhéht sich niimlich ord(C) = 21 + 1 um je 2 und m 
(sowie i) um je 1. Im tibrigen tiberzeugt man sich, daB die so konstruierten 
Bogen und Kurven im strengen Sinne frei sind von (nm — 2, k)-Sekanten. 

1.2.1. Eine fast unmittelbare Folgerung aus Nr. 1.2 ist der 

Satz. Vor. (1) Es sei Bim P,,, n = 2, ein abgeschlossener, lokal rangmaximaler 
Bogen (und keine Kurve) mit dem Anfangspunkt a. — (2) Es sei B im strengen 
Sinne frei von (n — 2, k)-Sekanten. — (3) Es existiere eine (n — 1, k)- Paratingente 
(n < k) P,_, (a) mit (B — {a}) 7 P,,_,(a) + 9; es hat also P,,_,(a) mit B einen 
(von a verschiedenen) Punkt gemeinsam. 

Behauptung. Es besitzte B= B— {a} — {b} mindestens einen singuléren 
Punkt, also einen im Innern von B gelegenen. 

Beweis. Indirekt. Ist B regular, so auch B und es ist ord(B) = n (Nr. 1.2, 
Satz 1 nebst Zusatz): insbesondere ist also a regulér und daher, weil a als 
regularer Begrenzungspunkt von B gewodhnlich differenzierbar ist, P,,_, (a) 
= T,,_,(a) (vgl. [8], Nr. 1.4.2, Satz 1, Behauptung (3)). Gema® Nr. 1.1, 
Zusatz, ist aber Vor. (3) zusammen mit P,,_,(a) = T,,_, (a) unvertraglich mit 
der Regularitaét von B, also mit der von B (vgl. Nr. 1.2, Satz 1, Zusatz). 
Daraus folgt die Behauptung. 

1.3. In Verallgemeinerung des Satzes in Nr. 1.1 zeigen wir weiter: 

Satz. Vor. (1) Es sei B’ Cc P,, orientiert, lokal rangmaximal und im —- 
Sinne frei von (n — 2, k)-Sekanten; n => 2. — (2) In den m Punkten p, € B’ 
sei B’ gewohnlich differenzierbar, u = 1, . ..,m. Diese p, seien auf B’ im Sinne 
der Orientierung von B’ angeordnet, wobei, falls m > 1 ist, p, etwa hinter p, ., 
liegt, u=1,...,m—1;m21. — (3) Es existiere ein Punkt q ¢ B’, der von 
allen p,, verschieden ist und fiir den gilt: ¢ € T,,_,(p,), #@=1,...,m 

Behauptung. Ist B’ ein Bogen bzw. eine Kurve, so besitzt B’ mindestens m 
bzw. mindestens m + 1 singulére Punkte, die siémtlich von q verschieden sind. 
Falls B’ ein Bogen B ist, liegen (mindestens) m singulére Punkte in demjcnigen, 
offenen, kleinsten ‘Teilbogen von B, in dessen abgeschlossener Hiille q sowie 
sdéimtliche p, enthalten sind. 

1. Zusatz. Hinsichtlich der Lage der singularen Punkte auf einem Bogen B 
a sich sogar folgendes aussagen: Je (mindestens) ein singulérer, von den 

. +; Pm und von q verschiedener Punkt liegt (a) zwischen p, und p,,;, 
falle q nicht zwischen p, und p,,, liegt; (b) zwischen p, und q, falls kein 
anderes der 9,, . . ., Pm, zwischen p, und q liegt. Entsprechend fiir Kurven. 

2. Zusatz. Die untere Schranke m bzw. m + 1 fiir die Anzahl der singularen 
Punkte ist genau, wenigstens fiir n = 2. 
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Beweis. (I) Falls B’ unendlich viele singulare Punkte enthak, ist nichts 
zu beweisen. O. B. d. A. besitze also B’ nur endlich viele sivgulare Punkte p,,. 
GemaB Nr. 1.2, Satz 1 und Zusatz, ist jeder dieser singulare:. Punkte elementar 
und daher B’ stiickweise regular. 

(II) Es sei also B’ stiickweise regular. Auf B’ sei etwa q zwischen p, und 
Pris, gelegen, wobei ¢ = 0, 1, ,m; dabei soll t= 0 bzw. i = m bedeuten, 
daB q hinter p, bzw. vor p,, liegt. Falls B’ eine Kurve ist, kann stets ¢ = m an- 
genommen werden; falls B’ ein Bogen ist, kann und soll der Fall ¢ = 0 durch 
passende Orientierung von B’ ausgeschlossen werden. Es ist also stets 1 < t < m. 

(III) Zunachst sei B’ ein Bogen B und B(u) der von p, und g begrenzte, 
abgeschlossene Teilbogen von B mit p, als Anfangspunkt. 

(1111) Zuerst betrachten wir die p, mit 1 < w< t. Aus q¢€ 7, _,(p,) 
folgt q € Th, _,(p,) (gemaB [9], Nr. 2.1, Satz, Behauptung (1)). fm Falle t=1 
ergibt sich die Existenz eines singularen Punktes s, € B(1) = B(t) aus Nr. 1.1. 
Im Falle 2 < ¢ zeigen wir: Es enthalt auBer B(t) auch jeder Teilbogen T(x) 
= B(u—1)— Blu) mit p,_, als Anfangspunkt, w= 2,...,¢, in seinem 
Innern mindestens einen singularen Punkt s,. Wegen T(u)-\ T{v) = 9% fir 
u+v;2s pw, »v St, ist damit die Existenz von ¢ singularen Punkten s,, in 
B(1) nachgewiesen. — In der Tat: Fir B(t) folgt die Behauptung wie im 
Fall ¢ = 1. Enthalt ferner 7’ = T'(u) keinen singularen Punkt, so ist T = 7 
selbst regular (gemaB Nr. 1. 2, Satz 1, Zusatz). AuBerdem ist g € Th, _;(p,-1) 
und g € Th, _,(p,,). Wegen der Regularitat von 7’ und wegen der gewohnlichen 
Differenzierbarkeit von B in den p, sind nun fir B(u — 1), p,_, und T die 
Vor. (1) und (2) von [9], Nr. 2.3, Satz, erfiillt (man hat dort B zu ersetzen durch 
B(u — 1), a durch p,_, und V — {a} durch 7). Ist daher x € J’ gewohnlich 
differenzierbar und B(x) derjenige Teilbogen von B(u — 1), der x als Anfangs- 
und g als Endpunkt besitzt, so gilt B(x) Th,(x) c (B(u — 1) — {p,_5}) 9 
\ Th, (p,-1). Fir x p, ist Th, (p,) = lim Th, (x), weil auch ord(p,, 7’) = n, 
also Th, (p,,) existiert und als Limes der Th,(2x) eindeutig bestimmt ist 
(vgl. [8], Nr. 1.4.2, Satz 1, Behauptung (3), die hier, weil p, regular auch fiir 
t=~n gilt) und B(u) = lim B(x); somit gilt B(u) Th, (p,) c (B(u — 1) - 
~~ {Py—1}) \ T hin (Py —1)- Wegen q € T hy —3(Py 1) a T hy (Py —1) << T hy, (Py —1) ist 
die rechte Seite der letzten Enthaltenseinsrelation fremd zu gq, nicht aber die 
linke (weil namlich g € Th, _,(p,) C Th,(p,))- Die Annahme, 7’ sei regular. 
fiihrt also zu einem Widerspruch. 

(112) Entsprechend wie in Ziff. (III1) ergibt sich, falls t << m ist, die 
Existenz von (m — t) verschiedenen singuléren Punkten s,,,, . . ., 8, in B(m). 
Da die s,,...,8, in B(1) liegen, die s,,,,..., 8, hingegen in B(m) und da 
B(1)- B(m) = ist, existieren im ganzen (mindestens) m verschiedene 
singulare Punkte in B. Der Fall, daB B’ ein Bogen sei, ist damit erledigt. 

(IV) Es sei jetzt B’ eine Kurve C, also t = m. Zuniachst seim > 1. Der von g 
und p, begrenzte, alle p, enthaltende (abgeschlossene) Teilbogen 7” von C 
mit p, als Anfangspunkt ist str. n-Sek.frei und liefert gema® Ziff. (III) min- 
destens m singulare, in 7” gelegene Punkte. Weiter ergibt sich die Existenz 
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eines singularen Punktes, welcher im Innern des Teilbogens 7” = C — 7” 
mit p, als Anfangspunkt liegt. Denn 7” ist begrenzt von g und von 7,, es ist p, 
gewohnlich differenzierbar und es ist q in der (n — 1)-Tangentialebene 7’, _,(p,) 
an C in p, enthalten. Auf 7” ist somit der Satz in Nr. 1.1 anwendbar, so daB 
auch 7”’ singulare Punkte enthalt. — Ist aber m = 1, so wihlit man als Bogen 7” 
irgendeinen der beiden, von q und p, begrenzten, geeignet orientierten Teil- 
bogen von C und als 7” sein (entsprechend orientiertes) Komplement C — 7”. 
Im ibrigen schlieBt man wie fiir m > 1. Die Behauptung des Satzes ist somit 
auch fiir Kurven bewiesen. 

Betr. Zusatz 1. Aus Ziff. (III1) und (III2) des vorstehenden Beweises 
ergibt sich, da im Inneren eines jeden Teilbogens von B’, der von einem der p,, 
und von g oder von zweien der p,, begrenzt wird, aber weder g noch eines der p,, 
in seinem Innern enthilt, singulare Punkte liegen. Der Zusatz gilt auch fiir den 
Fall, daB unendlich viele singulare Punkte vorhanden sind. Denn der indirekte 
Beweis in Ziff. (II12) ist in diesem Falle ebenfalls anwendbar. 

Betr. Zusatz 2. Beispiele fiir jedes m liefern: Fiir Bogen geeignete Teil- 
bogen etwa von y = sinz; fiir Kurven eine Kurve C mit ord(C) = 3 und mit 
3 Wendepunkten bzw. die durch geeignete beliebig kleine Deformation aus ihr 
entstehenden Kurven, wenn man q als nicht-singular wahit (vgl. Nr. 1.2, 
Satz 2, Beispiele). Man beachte, daB ord(C) = 1 (mod 2). 

Anmerkung. DaB die Vor., es sei B’ im strengen Sinne frei von (n — 2, k)- 
Sekanten, fiir die Giiltigkeit des vorstehenden Satzes im allgemeinen not- 
wendig ist, zeigt fiir n = 2 das Beispiel einer, gewdhnlich differenzierbaren, 
regularen (d. h. hier lokal konvexen) Spirale ohne Doppelpunkt, von deren 
einem Begrenzungspunkt g aus eine beliebig vorgeschriebene Anzahl von 
Tangenten an die Spirale geht. Geeignete Zusammensetzung zweier solcher 
Spiralen liefert eine Kurve mit genau zwei singularen Punkten. 


§ 2. Durch den Ordnungswert bestimmte untere Schranke fiir die Anzahl 
der singuliren Punkte bei gewéhnlich differenzierbaren Bogen und Kurven 
Wir beweisen jetzt eine direkt geometrische Fassung der Barnerschen 
Verallgemeinerung des Vierscheitelsatzes fiir Kurven zusammen mit einem 
entsprechenden Satz fiir Bogen. Hierbei stiitzen wir uns auf die Entwicklungen 
in §1. 
Satz. Vor. Es sei B’ c P,, mit n => 2 (ein Bogen oder eine Kurve und) im 
strengen Sinne frei von (n — 2, k)-Sekanten sowie gewédhnlich differenzierbar. 
Behauptung. (a) Es besitzt B’ entweder (a') unendlich viele singulaire Punkte 
oder (a’’) es ist B’ stiickweise regular, es ist also ord(B’) beschrénkt, etwa 
ord (B’) = t. Im Falle (a’’) ist t > n und jeder singulére Punkt von B’ besitzt 
den Ordnungswert n + 1. — (b) Besitzt B’ nur endlich viele singulére Punkte, 
ist also ord(B’) = t beschrinkt (Fall (a’’)), so gilt: (1) Ist B’ ein Bogen B, so 
sind mindestens t — n singuldére Punkte vorhanden und alle sind innere Punkte 
von B. (Speziell fiir k =n sind geméB Nr. 1.2, Satz 1, keine singuliren Punkte 
vorhanden.) — (2) Ist B’ eine Kurve C, so besitzt C mindestens t singulére 
Punkte und es ist t= n + 1 (mod2), also insbesondere t > n + 1. 
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Zusatz. (1) Ist ord(B’) =n, so ist B’ ein Bogen. — (2) Liegt ein Punkt 
q € B’ auf den (n — 1)-Tangentialebenen an B’ in m Punkten von B’ — {q}, 
so besitzt B’ mindestens m oder mindestens m + 1 singulére Punkte je nach- 
dem B’ ein Bogen oder eine Kurve ist. — (3) Enthalt B’ nur endlich viele 
singulare Punkte und sind 9,, . . ., p,, regulare Schnittpunkte von B’ mit einer 
(n — 1)-Ebene, so gibt es je nachdem B’ Bogen oder Kurve ist, zu jedem p,, 
(mindestens) m — n bzw. m Punkte q, € B’ derart, da8 p, auf allen 7, _ ,(q,) 
liegt. Falls B’ Kurve ist, liegt jeder Punkt von B’ auf den (n — 1)-Tangential- 
ebenen in mindestens n + 1 Punkten von B’. Dabei wird (sowohl im Fall der 
Bogen als in dem der Kurven) der Punkt p,, selbst zu den g, gerechnet. 

Anmerkung. Die (unteren) Schranken ¢ — n bzw. t in Behauptung (b) (1) 
bzw. (2) sowie m bzw. m+ 1 in Zusatz (2) und m — n bzw. m in Zusatz (3) 
sind genau, wenigstens fiir n = 2. 

Beweis Betr. Behawptung (a). Es geniigt, den Fall zu betrachten, daB auf B’ 
nur endlich viele, etwa s, singulare Punkte vorhanden sind. Diese liegen dann 
nicht in den etwa vorhandenen Begrenzungspunkten von B’; denn gemaB 
Nr. 1.2, Satz 2, Beweis (1), ist B’ stiickweise regular, also jeder singulare Punkt 
elementar. Je nachdem B’ ein Bogen oder eine Kurve ist, wird B’ Vereinigung 
von s + 1 oder s abgeschlossenen reguliren Bogen, die bis auf Begrenzungs- 
punkte paarweise fremd sind. Da jeder dieser Teilbogen lokal von beschrankter 
Ordnung (namlich n), also lokal rangmaximal ist (vgl. [8], Nr. 1.3), gilt 
n = ord(B’) =t < (s + 1)- n+ 1. Da ferner B’ gewoéhnlich differenzierbar ist, 
besitzt jeder singulare (elementare) Punkt den Ordnungswert n + 1 (vgl. [8], 
Nr. 1.4.2, Satz 2, Behauptung (1)). 

Betr. Behauptung (b). Fir n = 2 ist die Behauptung richtig. In der Tat: 
Es sei B’ str. n-Sek.frei, gewohnlich differenzierbar und ord(B’) = ¢t. Es gibt 
dann (gema8 den Bemerkungen im Beweis betr. Behauptung (a)) Geraden G 
mit folgender Eigenschaft: Es ist B’ 7. G = {p,} U--- U {p,}, wobei jedes p, 
regular und Schnittpunkt ist, ferner 7',(p,)+ G:1t=1,...,¢. Durch p, geht 
iiberdies, weil B’ str. n-Sek.frei ist, eine von 7,(p,) verschiedene Gerade U, 
welche mit B’ auBer p, keine Punkte gemeinsam hat (vgl. [8], Nr. 1.5.1 und 
1.6). Es kann -U + G angenommen werden, da bei beliebig kleiner, geeigneter 
Drehung von @ um 9, in G’, die ¢ Punkte p| = p,, pi,..., pj von B’ rn G@’ 
wieder simtlich regulare Schnittpunkte werden und 7’, (p;) + G’ sowie G’ + U 
bleibt. Man zeichne nun U als uneigentliche Gerade aus. Dann ist p, der 
einzige uneigentliche Punkt von B’, ferner ist 7',(p,) Asymptote von B’ und G 
parallel zur Asymptote; B’”G@ enthalt ¢—1 eigentliche Schnittpunkte. 
Daher gibt es, je nachdem B’ Bogen oder Kurve ist, mindestens ¢ — 2 bzw. t—1, 
zu G parallele lokale Stiitzgeraden an B’ mit eigentlichen Stiitzpunkten. Da B’ 
gewohnlich differenzierbar ist, sind diese Stiitzgeraden Tangenten (d. h. 1. Tan- 
gentialebenen) an B’ durch p,. GemaB Nr. 1.3, Satz, existieren daher mindestens 
t — 2 bzw. ¢ singulare Punkte auf B’ je nachdem B’ Bogen oder Kurve ist. 
Da B’ gewohnlich differenzierbar ist, kinnen diese singularen Punkte iibrigens 
nur Wendepunkte sein. 
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Fir n = 3 wird Projektion und vollstandige Induktion angewandt. Die 
Behauptung sei also schon fir 2 < n < N bewiesen. Wir betrachten den Fall 
n=N. 

Betr. Behawptung (b) (1). 

(I) Es sei also B’ ein Bogen B. Ferner sei L eine (N — 1)-Ebene (im Py), 
fiir welche die Machtigkeit von Br L gleich t = ord(B) ist. GemaB des Re- 
duktionssatzes (vgl. [8], Nr. 1.3.1) kann angenommen werden, daB die (nach 
Vor. gewohnlich differenzierbaren) ¢ Punkte g, € Bo L,r=1,..., t, simtlich 
Schnittpunkte von B mit LD sind. Dariiber hinaus kann man erreichen, daB 
die qg, alle regular sind sowie daB 7,(g,) nicht in L liegt, r= 1, ..., ¢. In der 
Tat: Nach Annahme sind die g, simtlich Schnittpunkte von B mit LZ. Durch 
Ubergang von L zu einem beliebig benachbarten L’ kann erreicht werden, daB 
alle Punkte von B -\ L’ verschieden von den endlich vielen singularen Punkten, 
also regulér sind und daB sie alle Schnittpunkte bleiben. Es sei jetzt etwa 
T',(q,) C L’. Man lege durch g, eine (N — 2)-Ebene H, die in L’ enthalten ist, 
aber 7;(g,) nicht enthalt (solche H existieren). Nun gibt es beliebig kleine 
Drehungen von L’ um H in eine neue Lage L” derart, daB die t — 1 von q, 
verschiedenen Punkte von Br\ L” samtlich (gewdhnlich differenzierbare) 
Schnittpunkte und regular bleiben und daB 7’, (g,) nicht in L’” liegt. Dann ist 
der regulire Punkt g,¢€ Br L’” von selbst Schnittpunkt mit L’’. Uberdies 
kann dabei erreicht werden, daB jedem g, € Br L’ mit nicht in L’ gelegenem 
T;(q,) ein g;’ € Br L” mit nicht in L” gelegenem 7, (g;’) entspricht. Gibt es 
nun noch ein g € Br L” mit T,(q) c LD’, so kann man auf dieses q die gleichen 
Uberlegungen anwenden, wie vorher auf g,; nach endlich vielen derartigen 
Schritten kommt man zu einem L der oben behaupteten Art. — Auf den 
(beschrankten) Bogen B wenden wir nunmehr Zentralprojektion f aus q, in 
eine, g, nicht enthaltende, also insbesondere von L verschiedene (N — 1)- 
Ebene E an; auBerdem sei {f(q,)} = Z 7 Th,(q,) = {q;} (bezogen auf eine zu B 
und /(B) fremde uneigentliche (N — 1)-Ebene; vgl. [8], Nr. 2.2.1, Satz, 
Behauptung (II), (II1) und Zusatz). Es gilt dann {(B - L) = {(B) m f(L) und 
{(L) = Eo 1; ferner ist gi = f(g,) € Z — f(L), weil T h,(q) nicht in Z liegt. 
Da Schnittpunkte sich in Schnittpunkte (von f(B) mit f(Z)) projizieren, enthalt 
f(B)o f(Z) genau t—1 Punkte und diese sind simtlich Schnittpunkte. 
AuBerdem ist {(B) gewodhnlich differenzierbar, str. (N — 1)-Sek.frei, stiick- 
weise regular und ein Bogen (vgl. [8], Nr. 2.2, Satz, Behauptung (5) und (2) 
sowie Zusatz). Der Ordnungswert von /(B) ist daher beschrinkt und gleich 
é-- 1. 

(II) Nach Induktionsannahme besitzt {(B) mindestens (t — 1) — (N — 1) 
=t-—WN singulire Punkte, etwa yj, r=1,...,t— N. Da f{(B) stiickweise 
regular und gewodhnlich differenzierbar ist (Ziff. (I)), besitzen die y; je den 
Ordnungswert (N — 1) + 1 = N (vgl. [8], Nr. 1.4.2, Satz 2, Zusatz). Daher gibt 
es in beliebig kleiner Umgebung U; von y; auf {(B) genau N in der gleichen 
(N — 2)-Ebene Liy_.c £ liegende Punkte von /(B), etwa y;,, v= 1,...,.N; 
dabei ist y; = limy;,, wenn U;} + y}, d. h., wenn U} sich auf y; zusammenzieht. 
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(II) (1) Zundchst sei y; + 4; = f(q) fiir jedes r. Dann gibt es y,; y,, € BC Py 
mit y; = f(y,) und y;, = f(y,,), wobei y,, ¥,, = Gi v=l,...,N;r=—1,...,t—N. 
Es liegen nun 4, ¥,;,---;¥-y in einer (N — 1)-Ebene Ly_, (wobei Ly_, 
= f{(Ly_,)) und Ly_, konvergiert gegen T'y_,(y,), also gegen die (N — 1)- 
Tangentialebene an B in y,, fiir y,,— y,, 4. h. fiir y},—> y; (vgl. [8], Nr. 1.4.2, 
Satz 2, Behauptung (2)). GemaB Nr. 1.3, Satz, besitzt also B mindestens t — N 
singulire Punkte, weil namlich g, € T'y_,(y,-) 

(II) (2) Nunmehr sei y; = q; fiir (genau) ein r, etwa y; = qj. Ist y, + yj, 
fiir jedes y (1 < » < N) und alle hinreichend kleinen Umgebungen U; von y}, 
so besitzt g, auf B den Ordnungswert N + 1, ist also singular entgegen der 
Konstruktion von g,. Die Annahme, daB y; + yj, fiir jedes » und jedes Uj sei, 
ist aber keine Einschrankung der Allgemeinheit. Ist namlich {yj} U --- U {yj} 
= {(B)- U;7 Ly_., so kénnen wir zunachst (nach dem Reduktionssatz, [8], 
Nr. 1.3.1) o. B. d. A. alle yj, als Schnittpunkte annehmen. Ist dann etwa 
Yi. = ¥i (= 94), So halten wir yjo, . . ., ¥j, y—-, fest und wahlen statt yj, einen 
zu ihm hinreichend benachbarten Punkt y}, auf /(B) mit yj, + g,. Die (N — 2)- 
Ebene Liy_.= L({y}3} U {y¥j2} U>** U {¥i,w-a}) hat nun mit f(B)-\ Uj noch 
genau einen, zu yj y beliebig benachbarten Punkt y;'y gemeinsam (falls yj; 
hinreichend nahe bei y}, liegt); wegen y,+ yj y kann daher auch yj'y+ yj; 
angenommen werden. Jetzt ist /(B) ~\ Ui 0 Ly_s= {yii} VU {ye} U-** 
{Yi w—ad U {i'w} mit y+ Oh VNEG Vee T Y=2,-...N—1. — 
Damit ist die Behauptung (b) (1) bewiesen. 

Betr. Behawptung (b) (2). Wie im Beweis betr. Behauptung (b) (1), Ziff. (I) 
konstruiert man eine (n — 1)-Ebene JL, fiir die C > LZ aus genau t verschiedenen 
Schnittpunkten besteht, die regular sind und deren zugehérige 1- Tangential- 
ebenen an B nicht in L liegen. Durch Projektion aus dem Schnittpunkt q,, 
Anwendung der Induktionsannahme und Riickgang zu C ergibt sich mit Hilfe 
von Nr. 1.3 wieder die Behauptung. Da8 ord(C) = n + 1 und ord(C) =n + 1 
(mod 2) ist, wurde in [8], Nr. 2.1.1, Satz, Behauptung (3), gezeigt. 

Betr. Zusitze. (1) GemaB Behauptung (b) (2) gilt ord(B’) = n + 1, falls B’ 
eine Kurve ist. — (2) Folgt wegen der gewohnlichen Differenzierbarkeit von B’ 
aus Nr. 1.3, Satz. — (3) Der erste Teil ergibt sich aus dem Beweis fiir die Be- 
hauptung (b) (1) bzw. (b) (2) folgendermaBen: Wird in diesem Beweis t = m 
gesetzt und p, als Projektionszentrum g, gewahlt, so sind die dortigen Uber- 
legungen unverandert anwendbar. Der zweite.Teil ergibt sich so: Durch jeden 
Punkt von C geht eine (m — 1)-Ebene L, die mit C mindestens n Punkte 
gemeinsam hat. Wegen ord(C) =n + 1 (mod 2) hat aber L sogar mindestens 
n+ 1 Punkte mit C gemeinsam. Nun laBt sich wie fiir den ersten Teil wieder 
der Beweis von Behauptung (b) (2) anwenden. 

Betr. Anmerkung. Die (untere) Schranke ¢ — n wird fiir n = 2 und ¢ = 3 
erreicht bei dem durch y = sinz, 0 < x < (¢ — 1)a erklarten Bogen B (in der 
euklidischen x, y-Ebene) mit ord(B) = ¢. Ebenso wird fiir dieses B die untere 
Schranke m = t — 2 (Zusatz 2) bzw. m — n = t — 2 (Zusatz 3) erreicht. Durch 
geeignete Erginzung von B zu einer str. 2-Sek:freien Kurve in der projektiven 
Ebene erhalt man Beispiele fiir die ibrigen Behauptungen der Zusatze. 
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§ 3. Kennzeichnung der Kurven vom Ordnungswert n + 1 
durch die Anzahl x + 1 der singuliren Punkte 


Fiir die gewohnlich differenzierbaren str. n-Sek.freien Kurven vom niedrig- 
sten Ordnungswert, nimlich n+ 1, ist kennzeichnend, daB die Anzahl der 
singularen Punkte genau n + 1 betragt. Es gilt namlich der 

Satz. Vor. Es sei C eine gewdhnlich differenzierbare Kurve im P,, die im 
strengen Sinne frei ist von (n — 2, k)-Sekanten. 

Behauptung. Folgende beiden Aussagen sind gleichwertig: (1) Es besitzt C 
genau n + 1 singuldére Punkte. — (2) Es besitzt C den Ordnungswert n + 1. 

Beweis. Vorbemerkung. Falls C genau n + 1 singulare Punkte besitzt, ist C 
stiickweise regular (vgl. Nr. 1.2, Satz 1, Zusatz), also ord(C) beschrankt 
({8], Nr. 1.3) und ord(C)=n+1(mod2) mit ord(C)=> n+ 1 (vgl. [8], 
Nr. 2.1.1, Satz, Behauptung (3)). Ist andererseits ord(C) = n + 1, so besitzt C 
nur endlich (iibrigens sogar nur beschrankt) viele elementare singulare Punkte 
(vgl. [4], S. 141); es ist also C stiickweise regular. GemaB dieser Vorbemerkung 
werden wir im folgenden C als stiickweise regulér annehmen und daher insbeson- 
dere als lokal rangmaximal. (Vgl. fiir das Folgende auch [5}.) 

Betr. Behauptung: Aus (1) folgt (2). GemaB der Vorbemerkung ist ord(C) 
=n+1+2t mit t= 0. GemaéB §2, Satz, Behauptung (b) (2), existieren 
mindestens x + 1 + 2¢ singulére Punkte. Daher ist n + 1 + 2¢ < n+ 1, also 
t= 0 und ord(C) =n + 1. 

Betr. Behauptung: Aus (2) folgt (1). 

(I) Es sei s die Anzahl der singularen Punkte von C (gemaB der Vor- 
bemerkung ist sie endlich). Wegen ord(C) = n + 1 sind die singuléren Punkte 
simtlich vom Ordnungswert n+ 1 (und elementar). GemaB §2, Satz, Be- 
hauptung (b) (2), ist n+ 1 < s. Es geniigt daher zu zeigen: Es ist s < n+ 1. 
Dabei seien p,, . . ., p, die singularen Punkte von C, und zwar in natiirlicher 
Reihenfolge auf C angeordnet (entsprechend einer zugrunde gelegten Orien- 
tierung von C). 

(Il) Wir greifen irgendeines der p, heraus und bezeichnen es mit p. Jede 
hinreichend kleine vordere bzw. hintere Umgebung U, bzw. U, von p auf C 
ist ein Bogen vom Ordnungswert n. Fiir hinreichend kleine U,, U, liegt 
U =U, WU U,, auf einem (2-dimensionalen) ,,Kegelmantel“ KX, der vom Ord- 
nungswert n —1 ist (d.h. der Durchschnitt von K mit einer, die Kegel- 
spitze z enthaltenden (n — 1)-Ebene hat mit K héchstens n — 1 Erzeugende 
gemeinsam, wobei als Erzeugende jede auf K gelegene (durch z gehende) 
Gerade bezeichnet wird); auBerdem hat jede Erzeugende mit U héchstens 
einen Punkt gemeinsam (vgl. [12], I., S. 525, Nr. 3.3). Die Kegelspitze z ist 
dabei fremd zu 7',,_ ,(p) (und U), im iibrigen aber beliebig wahlbar; U, und U, 
hangen von p und von z ab. Eine (n — 1)-Ebene, die mit U mindestens n 
Punkte gemeinsam hat, kann keine Erzeugende von K enthalten. Ist daher L 
eine (n — 1)-Ebene, fiir die U ~ L mindestens, also genau n + 1 Punkte, und 
zwar Schnittpunkte enthilt, so ist in L keine Erzeugende enthalten; folglich 
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gilt fiir ein solches L bzw. fiir das n + 1 tupel von Punkten aus U ~ L der 
Monotoniesatz (vgl. [12], II., 8. 583, Nr. 1.3). 

(II’) Fir die weiteren Uberlegungen bedienen wir uns der folgenden Rede- 
weise: Es heiBen n Punkte /,, . . ., f, von C assoziiert mit einem Punkt /’ € C, 
wenn die /, mit f’ in der gleichen (m — 1)-Ebene liegen. Wir bendtigen nun den 

Hilfssatz. Alle hinreichend kleinen hinteren bzw. vorderen Umgebungen U, 
bzw. U, eines singularen Punktes p¢€C auf C besitzen die nachstehende 
Eigenschaft: Es gibt f’ ¢ U, — {p}, mit denen n Punkte f,, . . ., /, von U, — {p} 
assoziiert sind. — In der Behauptung dieses Hilfssatzes konnen U, und U, 
vertauscht werden. 

Beweis. Indirekt. Wegen ord(p;C)= n+ 1 gibt es n+ 1 beliebig nahe 
bei p gelegene Punkte von U = U, U U,, die der gleichen (n — 1)-Ebene H 
angehéren. Wegen ord(U,) = ord(U,) =n muB8 sowohl U, = U, — {p} als 
U, = U, — {p} je mindestens einen dieser » + 1 Punkte enthalten; es seien 
etwa n — tin U, enthalten und ¢ + 1 in U,, so daB also0 < ¢ S n — 1 ist und 
ein etwa nach p fallender Punkt zu U,, gerechnet wird (was nur fiir? < n — 2 
eintreten kann). Es sei f’ der auf U, am weitesten von p auf U, entfernte 
dieser ¢ + 1 Punkte. Wir halten /’ fest und kontrahieren die tibrigen n Punkte 
gem4B dem (aus der Giiltigkeit des Monotoniesatzes folgenden) Kontraktions- 
satz (vgl. z. B. [3], 8. 29, Nr. 4.4). Vermége einer solchen Kontraktion erhalten 
wir einen Punkt p’ ¢ U, in dessen beliebig kleiner Umgebung n Punkte (von C) 
liegen, die mit /’ assoziiert sind. Da U, den Ordnungswert n besitzt und /’ € U, 
ist, kann nicht p’ € U, sein; mithin ist p’ ¢ U,. Gilt tiberdies p’ € U,, so ist 
die Behauptung bewiesen. Es sei also p’ = p. Dann existiert eine konvergente 
Folge von (nm — 1)-Ebenen H,, in denen /’ sowie je n gegen p konvergierende 
Punkte von U liegen. Die (n — 1)-Ebene H’ = limH, ist nun eine (n — 1)- 
Paratingente P,,_,(p) an C bzw. an U in p. Da U in p gewohnilich differenzierbar 
und da p elementar ist, gilt H’ = T,,_,(p) (vgl. [8], Nr. 1.4.2, Satz 2, Be- 
hauptung (2)); auBerdem ist /’ ¢ H’. Weil aber ord(U,) = n ist, kann f’ nicht 
in T’,, _,(p) liegen, falls nur f’ hinreichend benachbart ist zu p (vgl. [8], Nr. 1.4.2, 
Satz 1, Zusatz). Wir kommen also zu einem Widerspruch; somit ist nur der 
schon betrachtete Fall méglich, daB p’ € U, ist. Damit ist der Hilfssatz voll- 
standig bewiesen. 

(Il) Wir setzen jetzt (vgl. Ziff. (II)): p= p, und U,= U}, U,= Uj}; 
ferner wahlen wir U} bzw. U} jedenfalls so klein, da&B U! bzw. U} dem von p, 
und p, bzw. von p, und p, begrenzten, keine weiteren p, enthaltenden Teil- 
bogen 7, = 7, bzw. 7',, = 7, von C angehért, aber weder p, noch p, als 
Begrenzungspunkt besitzt und da auf p,, Ul, U} der Hilfssatz in Ziff. (H’) 
anwendbar ist. Es existieren also f} ¢ Ul, j =1,...,, die mit einem /’ € U} 
assoziiert sind. Wir lassen die /} stetig und monoton in 7, gegen p, wandern 
derart, daB die f} dabei simtlich verschieden bleiben. Die (m — 1)-Ebene 
H = Lif{fi} u---u {fi}) hat wegen ord(C) = n+ 1 mit C stets genau einen 
weiteren Punkt f’’ (auBer den f}) gemeinsam, welcher bei der monotonen 
Anderung der /} aus /’ entsteht; hierbei ist f’’ Schnittpunkt von H mit C (weil 
ord (C) = n + 1). Da sich aber H mit den f} stetig andert, so andert sich auch /” 
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mit ihnen stetig (und ,,geht nie verloren“). Durch eine monotone Anderung der 
eben erklarten Art wird das n-tupel (/}, . . ., {}) stetig ibergefiihrt in ein solches 
n-tupel (f?, . .., {2), das in einer beliebig kleinen hinteren Umgebung Uj von p, 
liegt und (gemaB des Hilfssatzes in Ziff. (II’)) mit einem zu p, beliebig benach- 


. barten Punkt f* € U2 — {p,} assoziiert ist; hierbei bezeichnet U? eine (beliebig 


kteine) vordere Umgebung von p, auf C. Im Verlaufe der monotonen Uber- 
fiihrung der f} in die f? innerhalb 7,, wird nun /” stetig ibergefiihrt in /*. 
Dabei kann /’’ niemals in 7',, = 7',, zu liegen kommen; denn einerseits ist 7, 
regular, andererseits folgt aus der Existenz eines Punktes f” € 7,,, mit dem n 
von ihm verschiedene in 7',, gelegene Punkte assoziiert sind, daB ord(7',,) = 
= n+ 1 ist und daB daher in 7’,,, ein singulérer Punkt liegt (vgl. § 2, Satz, 
Behauptung (b) (1)). DemgemaB durchlauft f’ stetig einen Teilbogen 7’, 
= T\.c C — T,, von C, der f’ und f* enthalt, dessen Endpunkte also zu p, 
und p, beliebig benachbart sind (bei hinreichend kleinen U}, U2). Zu jedem 
Punkt q¢ € 7'j» existiert daher ein mit g. assoziiertes n-tupel (/], . .., f,), das in 
Ty, liegt (fj € Ty). 

(III) Wendet man der Reihe nach auf p,, ..., p, die gleiche Uberlegung 
an wie in Ziff. (III) auf p, (und 7',,), so erhalt man abgeschlossene Teilbogen 
T3, ..., T,_,,,derart, daB mit jedem Punktg aus einem dieser 7%, ,,,= 7,441, 
o=2,...,8—1, ein n-tupel von Punkten aus 7',,,, assoziiert ist; dabei 
bezeichnet T',,,,,, denjenigen, abgeschlossenen, kein weiteres p, enthaltenden 
Teilbogen von C, der begrenzt ist von p, und p, ,,, wahrend 7 .,,CC — 74,941 
ist und die Begrenzungspunkte von 7',,,,, beliebig nahe bei p, bzw. p,., 
gewahlt werden kénnen. Daher ist D= Tj. +--+ Tj_;,, im (nicht leeren) 
Komplement (auf C) von T,,.U +++ U T',_,, (beziiglich C) enthalten und kann 
als nicht leer angenommen werden. Es sei g € D. Dann existieren in jedem 
T.,041, ¢=1,...,8—1, solche n-tupel von Punkten ff,...,/%, die mit q¢ 
assoziiert sind. 

(Ill) Man projiziert jetzt C aus q in eine (n — 1)-Ebene Z mit g € P, — E 
und setze f(g) = Er T,(q) fiir das Bild f(q) von g. Das Bild f(C) Cc E von C 
ist eine str. (n — 1)-Sek.freie, gew6hnlich differenzierbare Kurve héchstens vom 
Ordnungswert n (gemaB [8], Nr. 2.2, Satz). AuBerdem existieren auf /(C) Teil- 
bogen T%,¢=1,...,8 — 1, derart, daB die T¥ paarweise fremd sind und daB 
jedes 7'* mit einer passenden (n — 2)-Ebene F, c E genau n Punkte gemeinsam 
hat (dabei ist F, = EZ ~\ L,, wenn L, die durch g und die ff, . . ., {7 aufgespannte 
(n — 1)-Ebene bezeichnet und wenn 7'* = f(T7,,,,,,) ist). Aus §2, Satz, Be- 
hauptung (b) (1) (wobei ¢ durch » und n durch n — 1 zu ersetzen ist) folgt 
jetzt, daB jedes 7* mindestens einen singularen Punkt von /(C) enthalt; im 
ganzen besitzt somit f(C) mindestens s — 1 singulare Punkte, wenn s die Anzahl 
der singuléren Punkte von C bezeichnet. 


(IIl’’’) Das Ergebnis von Ziff. (III’’) erlaubt jetzt, vollstandige Induktion 
anzuwenden. Es sei also C=C,,,, gesetzt und ord(C,,,)="+ 1, ferner 
8, 4,= 8(C,,,) die Anzahl der singuléren Punkte von C,,,, (gemaB der Vor- 
bemerkung ist s,,, endlich). Fiir n = 2 ist s, <= 3; dies folgt (sogar mit s, = 3) 
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aus den bekannten Satzen iiber die (einfachen) gewohnlich differenzierbaren C, 
von JuEL [11]; jedes solche C, ist str. 2-Sek.frei, denn durch jeden Punkt p 
der C, geht eine von der Tangente in p verschiedene, zu C,— {p} fremde 
Gerade (vgl. [11], S. 137). Es sei fiir alle n mit 2 < n< N bewiesen, daBaus 
ord (C,,4,) = + 1 folgt: s,,,< n+ 1. GemaB (IIT’’) ist sy,,— 1S sy und 
nach Induktionsannahme gilt sy< (N — 1) + 1 = N. Zusammen haben wir 
also sy,,—1 S N oder sy,,5 N+ 1; w.z.z.w. 
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Arrangement Of 24 Points On A Sphere 
By 
Rapuae M. Rosryson in Berkeley, California 


§ 1. Introduction 


1.1. Consider the problem of arranging n points on the unit sphere so as to 
maximize the minimum distance between any two of the points. It is immate- 
rial whether we consider spherical distances or Euclidean distances (measured 
in the embedding three-dimensional space). The problem has been solved 
previously’) only for n <= 9 and n = 12. For n = 3, 4, 6, 12, the extremal con- 
figuration consists of the vertices of a regular polyhedron with triangular faces. 
Several proofs of this fact have been given by Feses TOru [1], [2], [3]. The 
proof in [2] (which is repeated in [3], V, § 2) is perhaps the simplest, and is the 
most closely related to the present paper. It is mentioned in that paper that 
the result was discovered independently by H. Hapwicer. Frsges T6rtH also 
noticed that the critical distance is the same for n = 5 as for'‘n = 6. The cases 
n = 7, 8, 9 were solved by Scutrre and vAN DER WAERDEN [8]. A simplified 
proof for n = 7 appears in VAN DER WAERDEN [11], where it is also noted that 
this case was solved independently by G. Frey. In addition, the case n = 13 
is discussed (but not completely solved) in ScuHt'rre and VAN DER WAERDEN [9] 
and in Lercu [5]. Asymptotic results are discussed in HaBicut and VAN DER 
WAERDEN [4] and in VAN DER WAERDEN [11]. No knowledge of any of these 
papers is assumed. 

In this paper, a proof of the conjecture of VAN DER WAERDEN for the case 
n = 24 is given. (This result was announced in [7]. With regard to the con- 
jecture, see [8], pages 97, 108, 123.) In the optimal arrangement, the points 





1) It may be noted that a general method of Tarski [10] provides in theory a solution 
of the problem of the best arrangement of points on a sphere for any fixed n. Indeed, 
given n, we can obtain in a finite number of steps an algebraic equation satisfied by the 
maximum possible value of the minimum Euclidean distance between any two of n points 
on the unit sphere. As Tarsk1 has pointed out (in lectures), this furnishes a proof that this 
critical distance is always an algebraic number. However, because of the length of the 
required calculation, there does not appear to be an immediate prospect of actually 
applying this method, even with the aid of a high-speed computer; and it is not certain 
that this will ever be possible, even (say) for n = 10. Of course, the method might be 
‘modified so as to make this more feasible. 

The situation here may be compared with the problem of testing large numbers for 
primeness. Any number can be so tested by examining whether any of the numbers from 2 
up to its square root are divisors, but no computer will ever be able to identify a prime as 
large as 10'°° by this method. On the other hand, some numbers as large as 10'°°° (for 
example, those of the form k + 2" +- 1 with k < 2") can be tested for primeness on existing 
machines in a few minutes by other methods. 

Math. Ann. 144 ? 
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form the vertices of an Archimedean semiregular polyhedron bounded by 
32 equilateral triangles and 6 squares, with four triangles and a square meeting 
at each vertex. A development of one half of the surface of this solid is shown; 
two copies of this figure may be used to construct a model of the polyhedron. 
This configuration resembles the one found in [8] for n = 8, consisting of the 


vertices of a square antiprism (which 
has three equilateral triangles and a 
square meeting at each vertex). The 
method of proof has some similarity 
to the one used by Scuiirre and 
VAN DER WAERDEN in that case, but 
is considerably more complicated. In 
particular, both our proof and theirs 
make essential use of the fact that 
the minimum of a concave function 
in an interval must occur at an end 
point; compare [8], § 9. For more 
details concerning the relation of our 
proof to theirs, see footnote 2 below. 
1.2. Given any system of n = 3 
Fig. 1 points on the unit sphere, we can 

triangulate the sphere using these 

points as vertices. By Euler’s formula, we find that the total number of triang]- 
es must be 2n — 4. If the points are not all on a hemisphere, we can obtain 
a triangulation as follows. In the three-dimensional space, form the convex 
hull of the given system of points, thus obtaining a convex polyhedron. Di- 
vide the faces into triangles by diagonals, then project onto the sphere from 
the center. The triangulation thus obtained will be called a standard triangula- 
tion. (The triangulation obtained in this way was used by Fresns Térx [2].) 


We shall always measure distances on the sphere. Relative to any given 
distance a, we call a set of points (on the unit sphere) saturated if the distance 
between each two points is at least a, but it is impossible to adjoin another 
point so as to preserve this property. A saturated system corresponding to 
any a = 90° has a standard triangulation. 

Let « be the angle of an equilateral triangle of side a, and let b and £ be the 
diagonal and angle of a square (regular quadrangle) of side a. These quantities 
all exist at least for 0 < a < 90°. Finally, if 60° < « < 72° (which corresponds 
to 0 < a < arc tan 2), we put wm = 2x— 4a. The letters a, b, x, B, w will be 
used throughout to denote quantities related in this way. 




















The area of a triangle with two sides equal to a and included angle @ will be 
denoted by 4(6). (This area also depends on a, but we do not indicate this 
since we think of a as fixed.) In particular, we put 


A=A(a), A’=A(8), 





A* = A(w). 
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Thus A is the area of an equilateral triangle of side a, and 24’ is the area of a 
square of side a. 

Frses T6ru [2] has shown that in a standard triangulation determined by 
a system of points saturated relative to a distance a, every triangle has area at 
least 4. Thus if there are n points in the given system, we must have 

(2n—4) A < 42, 

since the entire sphere is covered by 2n — 4 triangles. The same inequality 
holds for an arbitrary set of points each two of which are at a distance at least a. 
Indeed, if a = 90°, we can simply adjoin additional points until the system is 
saturated, and then form a standard triangulation. It is not difficult to verify 
the result also for a > 90°. We can have equality in the above inequality only 
if the triangulation determined by the given points consists of equilateral 
triangles of side a. This is possible only if n = 3, 4, 6, 12, the sphere being 
divided into 2, 4, 8, 20 congruent equilateral triangles. 

We shall strengthen the inequality of Frses T6éru in the case where 
60° < « < 72° (Theorem Ba in § 1.4), and this will lead to a solution of the 
problem for n = 24. (The restriction on « is equivalent to saying that a is less 
than the spherical distance between adjacent vertices of an icosahedron 
inscribed in the unit sphere. Thus the results obtained are relevant when n > 12.) 

1.3. We start by stating Theorem Aa, which gives an estimate for the total 
area of the triangles meeting at a single vertex. This local inequality is the 
basic result from which everything else follows easily, and to whose proof 
most of this paper is devoted, 

Theorem Aa. Suppose that 60° < « < 72°. Consider a standard triangulation 
corresponding to a system of points saturated relative to the distance a. Then if the 


number of triangles meeting at some vertex is k, their 
combined area satisfies the condition 


Total Area > 44 + (k— 4) A*. @ Pe 


Equality occurs only when k= 5 and four of the 
triangles are equilateral triangles of side a, or when 
k= 6, w = B, four of the triangles are equilateral 
triangles of side a, and the other two triangles together 
form a rhombus (quadrangle with equal sides ). 

The special case where 4a + 8 = 2x (and hence 
w = B) is the most important, since it is just this 
case which is needed to prove van der Waerden’s 
conjecture concerning the best arrangement of 24 
points. Theorem Ab is simply Theorem Aa specializ- Fig. 2 
ed to this case. 








Theorem Ab. Suppose that 4a + 8 = 2x. Consider a standard triangulation 
corresponding to a system of points saturated relative to the distance a. Then if the 
number of triangles meeting at some vertex is k, their combined area satisfies the 
condition 


Total Area > 44 + (k—4) A’. 
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Equality is attained only when four equilateral triangles of side a and one or two 
half squares of side a meet at the vertex. 

1.4. We now derive the strengthened form of the inequality of Feszs Térx 
(promised at the end of § 1.2) from Theorem Aa. 

Theorem Ba. Suppose that 60° < « < 72°. Assume that we have given a 
system of n points on the sphere of which each two are at a distance at least a. 
Then we have 

4nA + (2n—12) A* < 122. 


Equality is possible only if 4a + B = 2x, n = 24, and the given points are the 
vertices of a semiregular polyhedron with four equilateral triangles and a square 
meeting at each vertex. 

Proof. We may suppose that the given system of points is saturated, since 
otherwise additional points could be adjoined. We start by constructing a 
standard triangulation having the given points as vertices. There will be 2n — 4 
triangles in all. Now sum the inequality of Theorem Aa over all the vertices. 
Since each triangle is counted three times, we obtain the stated result. We can 
have equality only if we have equality at each vertex in Theorem Aa. This is 
seen to be possible just in the case mentioned. 

Remark. The inequality of Theorem Ba may also be written 


(2n—4) A +4(n—6) (A*— A) < 4n. 


The second term of the left represents the improvement over the inequality of 
Frses T6TH. We may also compare this inequality with a result of Scuiirre 
and VAN DER WAERDEN .[8], formula (8). They proved, under the special 
assumption that the n points are the vertices of a system of equilateral triangles 
and rhombuses of side a which cover the sphere, that 


(2n—4)A + 5 n(A*—A) < 4x, 


with equality in the same case as in Theorem Ba. We see that (even under their 
special assumption) our inequality furnishes a stronger result for n > 24 than 
theirs’). 

Theorem Bb. Suppose that 4a + B = 2x. Assume that we have given a system 
of n points on the sphere of which each two are at a distance at least a. Then we have 


ns 24. 


*) We could derive a solution of the problem of finding the best arrangement for 
24 points (Theorem Bb) from the inequality of Scutrre and vaN DER WAERDEN (iastead 
of from Theorem Ba), if only we knew in advance that the best arrangement had the 
special property assumed. Scutitre and vAN DER WAERDEN were unable to verify this, 
nor have we done so except by solving te problem in a different way. 

On the other hand, Scutrre and vaAN DER WAERDEN did solve the problem for n = 8 
in just this way. Their inequality is valid also when 72° < « < 90°, if we understand that 
the angle used in the definition 4* = 4(w) is now 22 — 3a instead of 22 — 4«. This 
result, together with a knowledge of the cases in which equality holds, leads to a solution 
of the problem for n = 8, since in this case the special assumption can be justified. 
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Equality is possible only if the points are the vertices of a semiregular polyhedron 
with four equilateral triangles and a square meeting at each vertex. Thus for all 
arrangements of 24 points on the sphere, the minimum distance between any two 
points is maximized for this configuration and only then. 

Proof. In the present case, the inequality of Theorem Ba may be written 


4nA + (2n—12) A’ Ss 122. 
Since 4 = 3a—2, A’=2f8—z, and 4a+ £ = 22, this inequality reduces 
successively to 
4n(3a— 2) + (2n— 12) (28—a2) < 122, 
n(l2a + 48—6z) < 248, 
ns 2. 


Equality holds in the same cases as in Theorem Ba. 

Since the only arrangement of 24 points on the sphere whose distances are 
at least equal to the distance a corresponding to the condition 4a + 8 = 2a 
is one in which this distance a actually occurs, we see that this distance a is in 
fact the critical distance for the arrangement of 24 points. 

Notice that instead of summing the inequality of Theorem Aa to obtain 
Theorem Ba, and then specializing this to obtain Theorem Bb, we could 
equally well specialize Theorem Aa to obtain Theorem Ab, and then sum to 
obtain Theorem Bb. 

1.5. It remains only to prove Theorem Aa. However, the most interesting 
result is just that of Theorem Bb, which requires only the weaker Theorem Ab 
for its proof. Hence we shall arrange our arguments so as to obtain a proof of 
Theorem Ab as soon as possible, postponing the completion of the proof of the 
more general Theorem Aa. Indeed, the proof of Theorem Ab is finished in § 5, 
and with it a proof of van der Waerden’s conjecture concerning the arrange- 
ment of 24 points. The proof of Theorem Aa is concluded only in § 8. Some 
further extensions of our inequalities are considered in § 9, and an asymptotic 
comparison of various results is made in § 10. 


§ 2. Variable triangles 


2.1. We write down for reference the forrhulas which we shall use from 
spherical trigonometry. Suppose that the sides of a spherical triangle are z, y, z, 
and the opposite angles are &, 7, ¢. These parts are assumed to be between 0 
and z. Then the area A of the triangle is given by 


A=&+n+l(—2. 
Also, according to the law of cosines, we have 
cosz = cosz cosy + sinzsiny cos , 
and one of Napier’s analogies states that 
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In a right triangle, with ¢ = 90°, we have , . t 
cosz = cosx cosy = coté cotn 
and 
in fm nt _ sanz 
sin & = ——:o 9- ——. 


2.2. We now consider how the area of a spherical triangle varies when two 
sides x and y are fixed and the included angle ¢ is varied. We know that 


ose 22 

cot - + — K tan + , Where K = aca t. 14 
2 2 r—y 
cos —5—* 


Here K is constant, and since |jx— y| << x+ y < 2x— |x— y|, we see that 
—1< K <1. Thus 


A=§4+n+6—m=2 arccot(K tang) +¢—2, 


and hence 
4 
dA at | K 
e242 RE 5 nas Poe 
1 + K* tan? 5. 1 — (1—K*) sin? 5 


The last denominator is a positive decreasing function of ¢. 

The conclusions about the behaviour of A depend on the size of x + y. 
If x+ y>2, then K <0, hence dA/d€ is positive and increasing; thus A is 
an increasing convex function of ¢. If x + y=, then K = 0, and we have 
simply A = ¢. Finally, if + y<a, then KX > 0, hence dA/d¢ is decreasing; 
thus A is a concave function of ¢. (In particular, for any a < 2/2, the function 
A(6) defined in § 1.2 is concave; compare ScHtitTE and VAN DER WAERDEN 
[8], § 9.) 

We must consider the last case in more detail. If «+ y<a, then A is a 
concave function of ¢ in the interval 0 < ¢ < a, and vanishes at the end points. 
Hence the area A is maximum for a unique value of ¢ between 0 and x. How 
can we characterize the maximum triangle ? 

If in the formula for dA/df we replace K by its value in terms of &, n, ¢, 
we obtain 





+n c 
‘a ee oe 
ae ae 4 1 + cots f +2 sin? 
2 2 
Since § + 4 > a— C, we see that 
dA , dA , 
ae 7 Oto <e+7, qe <0 fC > E+ n. 


Now & + 7 decreases from z to 0 as ¢ increases from 0 to z, so that A increases 
to a maximum, which occurs at the point where ¢ = & + , and then decreases. 
Thus among all the triangles with given sides x and y, the triangle of maximum 
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area is characterized by the condition that ¢ = & + 7. It is easily seen that 
this is equivalent to saying that the third side of the triangle is a diameter of 
the circumscribed circle. This result is classical ; see, for example, LEGENDRE [6], 
Livre VII, Proposition X XVI. 

2.3. The situation may also be described in a more geometrical way. Take 
any triangle with x + y < 2, hence also + » < a. Rotate the triangle through 














Fig. 3 Fig. 4 


180° about the midpoint of the side z. The two triangles together form a convex 
quadrangle whose opposite sides are equal and whose opposite angles are equal. 
The other diagonal divides the quadrangle into two triangles with sides x and y 
and included angle + 7. We shall call such a triangle conjugate to the original 
triangle. Clearly, conjugate triangles have equal areas. Since A is a concave 
function of ¢, the maximum triangle must be self-conjugate. This furnishes 
another proof that the maximum triangle is characterized by the condition 
C=&+ ym. 

The relation between the conjugate triangles can also be expressed in terms 
of the sides. Let z’ be the second diagonal of the quadrangle (that is, the 
opposite side of the conjugate triangle), and @ the angle between the two 
diagonals subtended by the side zx. By the law of cosines, we have 

z s ey rm 
C08 % = COS > COS > + sin > sin > cos 6 , 
z 2” er ney 7 
cosy = cos > cos > —sin | sin > cos 6 , 


hence 


, 


cos x + cosy = 2.cos F008 >. 
In particular, for a self-conjugate triangle we have z’=z, and the above 


relation reduces to 
cosx + cosy = 1 + cosz. 


This is another characterization of the maximum triangle with sides x and y. 
We now discuss briefly the behaviour of A as a function of z when 2 and y 
are fixed. In the first place, since 


cosz = cosz cosy + sinz siny cos¢ , 


we see that z is an increasing function of ¢. Thus the area A increases with z if 
x+y2n2.Ifx+ y <2, then as z increases from |x — y| to x + y, the area A 
first increases and then decreases. The equation characterizing the maximum 
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was mentioned above. At the maximum, we have z > z and <> y. Thus, in 
particular, A is an increasing function of z at least for z = max(z, y). In other 
words, the area of a triangle increases with any side except perhaps the longest. 

2.4. We now consider a quite different type of variation. Let an angle ¢ of a 
triangle and the opposite side z be given fixed values, = 9 and z = a. We are 
interested in the variation of the adjacent sides x and y, and of the area A. 

If 6 < a, then there are two families of triangles. In one family, the triangle 
varies continuously from z= 0, y= atox = x—a, y = 2, and in the other 
from z= a, y= 0 to r= 2, y= 2a—aa. In either case, x, y, and A increase 
together. If 9 = a, then the two families are no longer disjoint, since the triangle 
with z= y = 2/2 belongs to both. If 6 > a, then there are again two separate 
families of triangles. In one family, the triangle varies continuously from z = 0, 

y=ato x=a, y=0, and in the other from 
y r=2, y=xa—ator=xa—a, y=. In the 


~< first family, we have x + y < a, and in the sec- 
i a ond, r+ y>2. 


(ta) \ We now study in some detail the family of 

| triangles with x + y<2 which exists when 6 > a. 

When @ = 2/2, we see that x and y vary in 

opposite directions. But when 6 < 2/2, the vari- 

ation from x = 0, y = ato x = a, y = 0 occurs in 
749) z three stages: first x and y increase together, then 
Fig. 5 x increases and y decreases, and finally z and y 

decrease together. 
From the law of cosines, we see that 














(1 — cos@) cos(x + y) + (1 + cos@) cos(x— y) = 2cosa. 


Now 0< 2+ y<a and |x— y| <2, hence x + y and |x— y| must vary in 
opposite directions. Thus x + y is a single-valued function of x — y, which has 
a maximum when zx = y. 


To discuss the area of the triangle, we use the formula 


together with the fact that A = § + » + 0—z. Since x + y and |x — y| vary 
in opposite directions, we see that A is an increasing function of x + y, or a 
decreasing function of |x — y|. 

If we restrict the value of x — y to any interval, then the minimum possible 
area for the triangle will occur at an end point. In particular, if there are any 
triangles with x => a and y = a, then the minimum area for such a triangle 
will be attained when x = a and also when y = a. 
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1 § 3. Standard triangulations 

. 3.1. The idea of a standard triangulation was introduced in § 1.2. We 

- notice first that the circle circumscribed to any triangle in a standard triangula- 
tion cannot contain any vertices in its interior. For this circle is the intersection 

a of a face of the polyhedron obtained as the convex hull of the given system of 

- points with the sphere. 

d Now consider a standard triangulation corresponding to a system of points 

* which is saturated relative to a given distance a < 90°. Then the circumradius 

w of any triangle must be less than a, since otherwise the circumcenter of the 

), triangle could be taken as a new point at a distance at least a from all the 


given points. 

An additional property of this triangulation is that any two points at a 
distance less than b (the diagonal of a square of side a) must be joined by the side 
of a triangle. Indeed, suppose that P and Q are two points of the given system 
f at a distance less than b. Draw circles of radius a about P and Q. These circles 
will intersect at two points R and S whose distance is greater than b. All of 
these statements refer, as usual, to the spherical geometry. But now we turn 
for a minute to the Euclidean geometry of the embedding three-dimensional 
space. We see that the chord RS is longer than the chord PQ, and hence nearer 
to the center of the sphere. But all the points of the given system except P 
and Q are in a dihedral angle with edge RS formed by the planes of the two 
circles. Hence the segment PQ lies outside of the convex hull of the other 
points. It follows that this segment is an edge of the polyhedron which is 
obtained as the convex hull of the given system. Thus P and Q are joined by 
the side of a triangle in the corresponding standard triangulation of the sphere. 








Fig. 6 


We may remark that two points at a distance 6 need not be joined. Indeed, 
if four points of the given system are the vertices of a square of side a, then 
either one but not both of the diagonals of the square will be drawn in a 
standard triangulation. On the other hand, points at a distance greater than b 
will sometimes be joined. 

3.2. Let the distance a be given, with 0 < a < 2/2. A triangle will be called 
admissible if it occurs in a standard t. ‘angulation of a system of points which is 
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saturated relative to the distance a. An admissible triangle as sides at least a 
and circumradius less than a, as shown in § 3.1. Conversely, any such triangle 
is admissible. Indeed, we can obtain a saturated system for which this triangle 
will appear in a standard triangulation, by starting with the three vertices of 
the triangle and first adjoining as many points as possible or. tie circumference 

of the circumcircle, and then adjoining 











additional points outside until the system 
is saturated. 
kL," =k 
Fig. 8 Fig. 9 


The first result which we wish to prove is that the angles of an admissible 
triangle lie between «/2 and 2a. (We recall from § 1.2 that -~ is the angle of an 
equilateral triangle of side a.) The upper bound for an angle of an admissible 
triangle is clearly attained as the angle included between two sides equal to a 
in a triangle whose circumradius is also a. This angle is seen to be 2«. Hence an 
angle of an admissible triangle is always less than 2 «. 

Before discussing the lower bound, we need a result concerning the relation 
between an angle inscribed in a circle and the corresponding central angle. 


Fig. 10 Fig. 11 











Let a circle of radius r be given, where r < 2/2. Let the inscribed angle PRQ, 
of which one side RP is a diameter, be equal to ¢, and’let the corresponding 
central angle POQ be equal to 6. By § 2.2, the area of the triangle QOR is a 
concave function of the angle 2 — 6. Since this area is 2¢— 6, we conclude 
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that ¢ is a concave function of 6. From this, it follows that an are Q, Q, of the 
circle with a given length subtends a larger angle at R the further it is from R. 

We are now ready to find the lower bound for angles of admissible triangles. 
Suppose first that we know that the circumradius of the triangle is equal to r. 
The angle & is of course minimized by taking z = a, and by the preceeding 
discussion by also taking y = a (or else z = a). If x = y = a, then € increases 
with r and hence € decreases. When r = a, we have € = 2a and § = 9 = a/2. 
Hence any angle of an admissible triangle is more than «/2. 

3.3. We shall show next that if the sides of a triangle are = a, and the 
angle ¢ has a fixed value 6, then the minimum possible area for the triangle is 
given by the formula 


A(26) if 6S a, 


Mini v 
finimum Area mo if 02a. 


When 6 2 a, the-minimum area is attained only when the adjacent sides x 
and y are both equal to a; the area is then 4(6) by definition (§ 1.2). When 
6 < a, the minimum area is attained only when the opposite side z = a and 
either z= a or y = a; this triangle is half of a rhombus with angle 20 and 
therefore has area A (26). 

Suppose first that 6 = «. Then the area of the triangle is decreased by 
reducing the two adjacent sides x and y to a. This leaves z = a, and hence 
furnishes the required minimum. 

Now suppose that 6 <= «. In this case, the minimum area can be attained 
only if the opposite side z = a. For if z > a, the two adjacent sides x and y 
cannot both be equal to a, hence the area can be diminished by decreasing 
one of them. 

It remains to consider how to minimize the area when the angle ¢ = 6 and 
the opposite side z = a are held fixed. It follows from § 2.4 that the minimum 
area will be attained only when x = a or y = a. Indeed, if 6 < a, then 2 and y 
increase together, so that the result is clear. If 6 > a, then we need consider 
only the triangles with x + y < a, and this family was discussed there in detail. 
This completes the proof of the stated result. 

If we put 


‘iat in A(26) for 42s 6s, 
(2) = A(6) for as O05 2a, 


then the minimum possible area for an admissible triangle with an angle @ is 
A (9). Now A (6) is concave by § 2.2, and in the interval « < 6 < 2a, it has its 
minimum value A at the end points and its maximum value J’ at 6 = f. 
Hence A (9) is concave in each of the intervals «/2 =< 6< «anda s 0 < 2a. 
Its minimum value A occurs at 6 = «/2, «, 2« and its maximum J’ at 6 = £/2,f. 

In particular, we have now verified the theorem of Frszs T6rx that the 
minimum possible area for an admissible triangle is 7. Since an angle 6 of an 
admissible triangle must satisfy the condition «/2 < @ < 2a, this minimum 
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value can be attained only when 6 = «, that is, only for an equilateral triangle 
of side a. 

3.4. We have been using a, b, «, 8 to denote four quantities related as defined 
in § 1.2, but we have not yet derived formulas connecting them. We shall now 
do this. 
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Fig. 12 Fig. 13 


From the law of cosines, applied to an equilateral triangle of side a and 
angle a, we find that 
cosa = cos*a + sin®a cose , 
hence 


cosa cosa 


cos a = -——-—— cose = —— : 
- 1 + cosa ’ 1 — cosa 


Dividing a square of side a, diagonal b, and angle # into four right triangles 
by the diagonals, we see that 


b 
cosa = cos* > = cot® £ ‘ 
It follows that 
cos a = cos? 4 , 
and hence 
cosb= 2cosa—1, cosf=2cosa—1. 
Various other relations between the four quantities could be found, but these 
will be sufficient for our purposes. 
3.5. From these equations, we can find the values of a, 6, «, 8 which corre- 
spond to the condition 4a + # = 2a. These quantities are the ones which we 


shall prove occur in the optimal arrangement of 24 points on the sphere. 
Since B/2 = 2 — 2a, we have cos 8/2 = — cos 2, and hence 


cosa = cos? 2a. 
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From this equation, we can determine « numerically, and then the other related 
quantities can be found. We obtain the following approximate values: 


a~65°11'17", Bx 99° 14’ 54”. 
a = 43° 41°27", b~63°30' 9”. 
| ~ 15° 33’ 50", 1’ ~ 18° 29’ 48”. 


§ 4. Long-legged and slender triangles 


4.1. Again suppose that we have a standard triangulation determined by a 
system of points which is saturated relative to the distance a < 2/2. Consider 
the triangles which meet at a particular vertex O. The two sides of one of these 
triangles radiating from O will be called its legs. The following results are 
central in our development. 

Long-legged triangles: The triangles around O with a leg > b have an average 
area > A’. 

Slender triangles: Any other triangle whose angle at O is < B/2 has an 
area > A’. 

We shall discuss the first statement here, the second in § 4.4. We recall from 
§ 1.2 that 4’ is the area of a triangle with sides a, a, b. 

Now let 4” be the area of a triangle with sides a, b, b. (Ifa + 2b > 22, then 
no such triangle exists, and this part of the discussion is unnecessary.) We shall 
make use of the inequality 


A" >3A'—24, 


which is proved in § 6. However, so far as the proof of Theorem Ab is concerned, 
we need consider only the special case where 4a + § = 22. In this case, we may 
verify the inequality by computing A’’ numerically. See § 4.5, where an even 
stronger inequality is verified. 

It is shown in § 4.2 that any admissible triangle with two sides > b has 
area > A”, and in § 4.3 that a quadrangle whose sides are = a and Ss b and 
whose inner diagonals are > 6 has area > 24’, with equality only for a square 
of side a. Using these facts, we shall now complete the proof of the statement 
about long-legged triangles. 

It will be sufficient to show, for any pair or triple of abutting triangles, 
chosen from the triangles meeting at O and having their common legs > 6, that 
the average area of these triangles is > A’. Indeed, all of the triangles meeting 
at O and having a leg > 6 can be grouped into such pairs and triples. For such 
a triple of triangles, with areas A,, Ay, Aj, we have 


A,+ A,+ Ay >A + (34’—24)+ A=3.1', 
so that the average area of the triangles is > 4’. Now consider a pair of abutting 


triangles, with areas A, and A,, whose common leg is > b. If another side of one 
of the triangles is > b, then we see that 


A,+ A,> A + (&d’ —24) = 34'—A>2M’. 








30 RapuakEt M. Rosinson: 


Otherwise, the two triangles together form a quadrangle whose sifles are = a 
and < b. The common leg is an inner diagonal > b. If the other diagonal 
is < b, then by § 3.1 it must be the side of a triangle in the triangulation, and 
hence cannot be an inner diagonal of the quadrangle. Thus we may apply the 
result of § 4.3 to show that A, + A, > 24’, which completes the proof. 

4.2. We shall show now that any triangle whose sides are at least a, b, b, but 
for which no side is > 2a, has area > A”, with equality only if the sides are 
just a, 5, b. Thus any admissible triangle with two sides > 6 must have area 
> 4”. 

Since the area of a triangle increases with any side except perhaps the 
longest (§ 2.3), the minimum &rea must be attained when two of the sides are a 
and b. If a + 6 = a, then the area increases with the third side, and hence the 
result follows. Suppose now that a + b<2. Then by § 2.2 the area of the 
triangle is a concave function of the angle included between the sides a and b. 
The minimum area occurs when the third side has an extreme value, b or 2a. 
It remains to determine which yields the minimum. 

By § 2.3, the triangles with sides a, b, z and a, b, z’ have equal areas if 
cosa + cosb = 2 cos 5 cos 5 . 
Suppose that z = z corresponds to 
z' = 2a. Then 





t cosa + cosh = 2 cos cosa, 


64 “iz or 


-----,- 





2 cosa cos = 3 cosa—1. 


Now if z, > 6, then the minimum area A of our triangle for all z in the interval 
b S z S 2a can occur only at z = b. (Although we have not proved that A is a 
concave function of z, we do know from § 2.3 that A first increases and then 
decreases.) Thus we need only show that 


cos = < cos} = Veosa . 
This will be the case if 
8 
2(cosa)? > 3 cosa—1. 
To complete the proof, we must verify that 


3 
2u2 > 3u—1 for O0<u<1l. 


This is corréct, since the curve v= 2u/ is convex, and is tangent to the line 
v = 3u— 1 at the point u = 1, v= 2. 

4.3. Next, we establish the estiniate for the area of a quadrangle used in 
§ 4.1. We first clarify the terminology. By a quadrangle, we understand a figure 
(on the unit sphere) which can be divided into two triangles by a diagonal. Such 
a diagonal is called an inner diagonal. If the quadrangle is convex, there are 
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two inner diagonals; otherwise, just one. There are some cases in which the 
exterior of a quadrangle also qualifies as a quadrangle. 

Consider a quadrangle ABCD whose sides are 2 a and < b, and whose 
(one or two) inner diagonals are at least b. What is the smallest possible area ¢ 
We shall show that the minimum area is attained for a square of side a, and 
indeed that this is the only relative minimum. 

We notice first that if the quadrangie is not a square of side a, then it cannot 
have two inner diagonals of length 6. For suppose that AC is an inner diagonal 
of length b. Then the possible positions of B and D nearest to the diagonal AC 
are at the points B, and D, which together with A and C form the vertices of a 
square of side a. Now if BD is an inner diagonal, it must cross AC, so that we 
can have BD = 6 only if B= B, and D = D,, and the quadrangle is then a 
square of side a. 

Suppose now that ABCD is not a square of side a. Let AC be an inner 
diagonal of minimum length. Then BD cannot be an inner diagonal of length b. 





8 
7 a 
4 D 
Fig. 15 Fig. 16 


Now if BD passes through A or C, then BD = 2a > b. Hence either BD > b, 
or else BD is an outer diagonal. Either condition is preserved by a small 
deformation of the quadrangle. Now some side of the quadrangle is greater 
than a; suppose, for example, that BC > a. Then if we hold AB, AC, AD, 
and CD fixed, and decrease BC, the area of the quadrangle is diminished, 
by § 2.3. 

We have shown that the only quadrangle satisfying the stated conditions 
whose area can be a relative minimum is a square of side a. Hence any of the 
other quadrangles has an area > 24’. 

4.4. We must still verify the statement about slender triangles made in 
§ 4.1. It will be sufficient to show that any triangle with 


aszsysb, z2a, Cs 2 
has area A = A’, with equality only when z= a, y= 6, z= a, and hence 
C= B/2. 
Actually, no such triangle exists, other than the one with sides a, b, a, unless 


a < arc cost VT ase 57. 
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However, we do not need this result, so the proof is omitted. We may simply 
draw conclusions about the triangles on the assumption that they exist. 

Notice that, in any case, the only possible triangle with z = a is the one 
with y = b, z = a, and that this triangle is isolated. That is, this triangle is not 
the limit of other triangles satisfying the given conditions. We shall exclude 
this triangle in the following discussion, and sliow that A > A’ in all other cases. 

Consider first the problem of minimizing the area A when ¢ has a fixed 
value 6. The minimum possible value of A can be attained only when z = a. 
since otherwise we could decrease x or y. Keeping ¢ = 6 and z = a, we know 
from § 2.4 that A is minimized in an extreme position, which can only be when 
y = b. Thus for any possible fixed ¢, the area A must be minimized with z > a, 
y=b,z=a. 

Let X YZ be the triangle of minimum area for some ¢. If we keep y = 6 and 
z= a, then decreasing the included angle & will decrease x and hence also 
decrease A, by § 2.3. Continuing 
until ¢ increases to £/2, we obtain 
a triangle X Y’Z, with x >a, y= b, 
z= a,¢ = B/2, which has the 
smallest area of any of the trian- 
gles considered. Now this triangle 
includes the triangle X Y"’Z with 
z=a,y=6b,z=a,0= B/2, whose 
area is A’. Hence all of the trian- 
gles considered have area > A’. 

4.5. We have in fact proved 
not only that the area of each of 
the triangles considered is > A’, 
but also that the area is minimiz- 
ed for the triangle X Y’Z. If we let ¢ denote the angle Y’X Y’’, then the area of 
the triangle X Y’Z is found to be just ¢. The value of ¢ can be found from the 
equation 








cosa = cot & cot (x— B), 


which is obtained by looking at one of the right triangles intowhich the iso- 
sceles triangle X Y’ Y”’ is divided by its altitude. 

In the special case 4a + 8 = 2m, we can use the numerical values from 
§ 3.5 to show that 


o ~ 25° 23’, 3A’—2A4 ~ 24° 29' 4 
and hence 
¢>3/A4’'’—24>2A’—A. 


Thus (in this special case) the triangles considered all have area A > 24’ — A, 
a fact which is used in § 5.5. Also, the area of the triangle X Y’Z is seen to be 
less than A”, so that we have verified that A’’ > 3A’ — 2A, as mentioned 
in § 4.1. 
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§ 5. Proof of Theorem Ab 
5.1. In estimating the total area of the triangles meeting at a vertex O (in a 
standard triangulation determined by a system of points saturated relative to 
the distance a), we shall make use of the function B(6) defined by 
A’ if e/2S 6s B2, 
B(0) =(A(26) if B/2S OS a, 
A(0) if as O0< 2a. 
Notice that B(@) = A(0) for 6 > B/2, where A(@) is the function defined in 
$ 3.3. We see that B(@) is continuous for «/2 < 6 S 2, and is concave in each 
of the intervals «/2 < 6S aanda s 6 2a. 
We know that any angle of an admissible triangle lies between «/2 and 2, 
and that if 4n angle is 6, the minimum possible area is A (6). Thus if & triangles 


meet at O and have angles 6,, 6,, . . . , 0, there, where 6,+ 0,+ +++ + 6,= 2a, 
then the combined area of the triangles satisfies the inequality 
Total Area = A(6,) + A(6,) rer A(6,) . 


This result can be strengthened. Indeed, we have 
Total Area > B(6,) + B(O,) + --- + B(A,), 

with strict inequality if any 6; < 8/2. This follows from the result, proved in § 4, 
that all of the long-legged triangles and slender triangles (that is, all of the 
triangles with a leg > b or with angle < £/2 at O) together have an average 
area > J’. 

5.2. If we are given only 
the value of k, but not the 4’}: _——+ ao 
individual angles 6,,...,6,, 4 | aE ASE nnd ge 


then the last inequality yields 
| 


BV) 


k 
Total Area> min J B(6,), 


6,,...,0¢9=1 

where the minimum is to be 

taken over all 6,,... , 0, with 

a/2@<s0;s2aforlsjsok | 

and 6,+ +--+ 6,=22.Equal- | asi se e 
ity is certainly impossible Y= A = 
unless the minimum is attained Fig. 1s 

with all@; => £/2. 

We show first that the minimum can be attained with all 0; < « or all 
6, => a, and that if all 6; => 8/2 at the minimum then one of these conditions 
must be satisfied. Thus in estimating the total area, we need to consider only 
angles 6; which are all S a or all> «. 

Let a possible set of values for the 0; be given, with some < « and some 
> &; we may suppose that 6, < « and 0, > «. Can these furnish a minimum / 
If 6, < B, we certainly do not have even a relative minimum, since the sum can be 
decreased by increasing 0, and decreasing 6,, keeping 6,+ 96, fixed. If 0, > f. 


Math. Ann. 144 3 





lay 
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we proceed in a different way: we increase 6, all the way to a and decrease 6, 
by an equal amount, which is possible since 8 > 3/2. If 6, = 8/2, this decreases 
the sum, since B(6) decreases more between 6, and « than in any other interval 
of the same length. Hence we did not have a minimum to begin with. Finally, if 
6, < B/2, then B(@) decreases from A’ to A as 6 increases from 6, to a, which is 
the maximum possible change, hence the sum is certainly not increased. Thus 
if we had a minimum, it is retained and the number of angles which are equal 
to a is increased. A repetition of the process would lead to a case in which we 
did not have some angles < a and other angles > «. 
In the following discussion, we shall suppose (as in Theorem Aa) that 


60° < a < 72°. 


We then see that in applying the above estimate for the total area, we may 
suppose that 

all@é;>a if k<5, 

all@é;sa if kK2>6. 


5.3. Suppose first that k < 5. Then we have to minimize 2 B(6,) where 
a < 6,< 2a and 26,;= In. Since B(6) is (strictly) concave in the interval 
a < 4 < 2a, the minimum can occur only with all but one of the angles 6; 
having extreme values, « or 2a. Indeed, suppose that the minimum could be 
attained, for example, with « < 6, < 2aand « < 6, < 2a. If we hold 6,+ 0,=6 
fixed, then 
B(6,) + B(8,) = B(O,) + Bio — 4,) 


is a concave function of 6,, whose minimum can occur only at an extreme value, 
that is, when 6, or 6, is « or 2a, contrary to hypothesis. 

Thus the minimum will be attained only when k — 1 of the angles 6; are 
x or 2a; the last angle must therefore be w. Hence, for k < 5, the total area 
of the k triangles meeting at O satisfies the inequality 


Total Area > (k—1) 4 + A*, 


with equality when all the legs are a, and k— 1 angles are « or 2a, the last 
being w. More specifically, the possibilities are: k = 3, angles 2a, 2a, w; k = 4, 
angles a, a, 2a, w; k= 5, angles a, a, «, «, w. In particular, we obtain the 
inequality 

Total Area => 44 + (k— 4) A* 


required for Theorem Aa. For k < 5, this is weaker than the previous inequality ; 
hence we can have equality here only for k = 5, and then just in the case 
mentioned above. 

5.4. Second, suppose that k > 6. We now have to minimize Z B(6,;) where 
a/2 < 6; < a and 2 6,;= 2z. Much as in the first case, we find here that the 
minimum can be attained when all but one of the angles 6; have extreme values, 
a/2 or a. However, since B(@) is not strictly concave in the interval «/2 < 6< a, 
we are not sure that the minimum can be attained only in this way; but if the 
minimum is attained with two angles 9; between a/2 and a, we can say that 
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they must both lie in the interval a/2 < 6 < £/2. Thus we see that in estimating 
the total area, it is sufficient to look at the cases where all but one of the angles 
6, have extreme values, a/2 or a. 

The case k= 6 present special difficulties, and will be discussed later 
(§5.5 and § 8). For the present, we suppose that k > 7. There cannot be as 
many as five 6;= «, since then 


‘ 
Bi 0,2 5-a+2->=6a>2n. 
j=1 


If at most three 6,;= a, than at least k — 4 of the 6, are equal to a/2, and thus 
Total Area > 44 + (k—4) 4’. 


There remains only the case when just four 6,= a. In this case, we cannot have 
k = 8, since this would make 


k 
ps 0,24-a+4->=6a>2z. 
j=1 
Thus we have k = 7, four 6;= a, two 0;= a/2, and so the last 6,= w —a. This 
is possible only if w => 3a/2. If w < a + B/2, then we still have, as before, 
Total Area > 44+ 34’. 
When w > « + £/2, we obtain the weaker inequality 
Total Area > 44 + 24’+ A(2w— 2a). 
Since B < 2m — 2a < w < 2a, we have 
A(2w— 2a) > A(w) = A*, 
and hence certainly 
Total Area > 44 + 34*. 
Thus for k => 7, we always obtain the inequality 
Total Area > 44 + (k— 4) A* 
required for Theorem Aa, and indeed equality is impossible. 
5.5. When k = 6, the preceding method is inadequate. The desired estimate 


for the total area of the triangles abound O is not a consequence of the in- 
equality of § 5.2, at least when w = #. For we have 


6 

»d B(6;)=44 + 2A* 

j=1 
when 6,= 6,= 0,;= 6,= «, 6,= 6,= w/2; and this is not the minimum, as is 
seen by increasing 6, and decreasing 6,. 

The general proof of Theorem Aa for k = 6 will be postponed to § 8. But the 
most important case, w = 8, which appears in Theorem Ab, can be handled by 
a special device. We present the proof here for this case. 

When k = 6 and w = 8, the desired inequality has the form 


Total Area > 44+ 24’. 
3¢ 
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If there is any leg > b, then from the statement about long-legged triangles in 
§ 4.1, we see that this holds, and indeed with strict inequality. If all the legs 
are < b but some angle 6; < £/2, then the corresponding triangle has area 
> 2A’—A by §4.5, and so we again have strict inequality. Thus we may 
suppose that all 6; > 8/2. The minimum of 2 B(6,) is then attained only when 
all of the 6; are in the interval 6/2 < 6 < a, and all but one at an end point. 
To satisfy this condition and make 2 6;= 22, we must have four 6;= « and 
two 6;= 8/2. Hence the minimum is attained in just this case. Thus we obtain 
the required inequality, with equality only when the angles at O are «, «, «, «, 
B/2, B/2; indeed, to have equality, there must be four equilateral triangles of 
side a and two half squares of side a meeting at O. 

This completes the proof of Theorem Ab and hence also of Theorem Bb; 
that is, van der Waerden’s conjecture concerning the best arrangement of 
24 points on the sphere has been proved. 


§ 6. Proof of Theorem Aa for k + 6 


6.1. To complete the proof of Theorem Aa for k + 6, we need only show 
that A” > 34’ — 2A. (This result was used in § 4.1, but the proof was post- 
poned.) Here 4” denotes the area of a triangle with sides a, b, b. Such a triangle 
exist only if a + 2b < 2z, being improper when a + 26 = 2z. In this limiting 
case, we have 

cosa = cos2b = 2 cos*b — 1 = 2(2 cosa — 1)?— 1, 
since cosb = 2 cosa — 1 by § 3.4. We find from this equation that cosa = 1/8. 
In other words, a triangle with sides a, 6, 6 exists only if a < arc cos 1/8. 

6.2. We start by developing some formulas concerning a right spherical 
triangle which will be useful in § 7.1 as well as in § 6.3. We call the sides of the 
triangle x, y, z, and the opposite angles £, 7, ¢, where € = 90°. We are interested 
in studying € and 7 as functions of x and z. We shall suppose that the side z is 
acute. The possible range of the independent variables is then seen to be 


O<a<an/2, r<z2<a-—2Z. 
Furthermore, the angle & must also be acute. Hence the formulas of § 2.1 yield 
& = arc sin (sin z escz) , 
» = arc cos (tan 2 cotz) . 


Thus € and » are continuous functions of x and z in the allowed range. Also, 
we find that 





05 == COS e8ez / __ COsx 

os” }i—cmiaents  Veos—eos” 
on _  =—sec*zcotz —cosz 

dx | 1 — tan*z cot*z cosa \cos? x — cos*z ’ 
05  —sinzesczcotz |=  —sinxcosz _ 
dz | 1 — sin® x esc*z ~~ sinz \cos*x — cos*z ’ 
an tan x csc*z Z sin 2 


dz /1—tan?zcot?z — sinz /cos* — cos*z 
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Finally, since the area of the triangle is A = § + » — 2/2, we have 


dA cos*x— Cosz 
O2 ~ cosx Veos*x — costz ” 
a4 ___ sin x(1 — cosz) 

02 sinz Ycos*x — cos*: | 


6.3. We now turn to the proof that 4” > 34'— 2A. Since A, A’, A” all 
vanish for a = 0, it will be sufficient to show that 
da”. ds’ aA 
da > 3 Ga? Ga" 
Consider the right triangle with z = a/2 and z = b. If A is the area of this 
triangle, then 4’ = 2.A, and so 


dA” oda 2(24 dx aA #). 





F oy Se 
Now cosb = 2cosa— 1 by § 3.4, hence 


dx da dz da 


db > sina 


da ~ sind’ 


Using the partial derivatives from § 6.2, we sec that 


1A” cos* _ — cosh 4sina sin > (1 — cosb) 

a 

a6 ae Ie son EE 
cos = cos* — —cos*b sin®b cos* = — con*b 


After simplifying, this may be written 


a 
2tana + 3tan — 





en aie 
d /8cosa—i — 
On the other hand, 4 = 3a— a and A’= 28 — x, where 
ee oo pene oo ee, 
COSa = T+ cosa ’ ee ta 
by § 3.4. From these, we find that 
a a 
da tan 2 dp yi tan 3 





da Vi+2cosa ’ 44 ~~ Yeosa 
Hence the required inequality may be written 
2tana + 3tan > 6tan “ 6tan > 
~ YScosa—1 ~ fcosa |i + 2eosa 
Dividing by tan a/2, this becomes 
2 + 5cosa 6 6 
sa |8cosa - | Vi + 2cosa 
It remains to prove that this holds for all possible values of a. 





cosa V8cosa—1 ~ cosa 
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6.4. Putting t = sec a, the inequality may be written 


6 /8—t — WF) 
“S42 (i yat7)~! 


We wish to show that this holds for 1 < ¢t < 8. Fort = 1, the inequality reduces 


to 6 —2 y3 < V7, which is true. Thus it will be sufficient to show that the left 
side is a decreasing function of t. We shall prove the stronger result that 


a= Ee) 


decreases. In the first place, we find that 





13 + 6t—4(2 + 9 


f(t) si a 
2(5 + 2t)?(2 + 7)? 


Now put 


g(t) = 13 — 6t —4(2 + 8). 
Then 
g(t) =6—6)/2+t <0 


in the interval. Since g(1) = 19— 12/3 <0, it follows that g(t) < 0 throughout 
the interval. Hence /’ (t) < 0 in the interval, and therefore /(t) is decreasing, as 
required. 

This completes the proof that 4’ > 3.4’ — 2A, and hence also the proof of 
Theorem Aa for k + 6. 


§ 7. More about triangles 


7.1. We now develop some more properties of triangles, which are used in 
§ 8 to prove Theorem Aa for k = 6. 

We first study a right triangle with fixed hypotenuse z = a, where 0 < a < 
< 2/2. The angles § and 7 may then be considered as functions of x alone. We 
shall suppose that z is acute; it must then lie in the interval 0 < x < a. From 
§ 6.2, we have 

















dg cos x ‘ tS 

dz  Vcostx— costa 1 —costasectx 
dn _ —cosa 

dz cosx |cos*z — costa . 


Thus d é/dz is positive and increasing, whereas d n/d z is negative and decreasing. 
Hence é is an increasing convex function of z, but 7 is decreasing and concave. 
It is easily seen that £ increases from 0 to 2/2 and » decreases from 7/2 to 0 as x 
increases from 0 to a. 

On the other hand, we could consider z as a function of either § or 7. From 
the above, we see that z is an increasing concave function of & for 0 < & < 2/2; 
also, z is a decreasing concave function of 7 for 0 < 9 < 2/2. 

It follows that if we let L(6) be the base of an isosceles triangle with legs a 
and base angles 0, then L (6) is a decreasing concave function of 6 for 0<0< 2/2; 
compare VAN DER WAERDEN [11], § 2. 
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Now consider a triangle whose sides are = a and for which one angle is 
given, say € = 6. We shall show that 


yp fttO if Osa, 
aon 2a if 62a, 


with equality in the first case only for z = z = a or y = z = a, and in the second 
case for x = y = a. Indeed, the second result is clear. In the first case, the 
minimum value of z + y can occur only for z = a, since otherwise we could 
decrease z or y. It then follows from § 2.4 that 


x + y is minimized only in an extreme case, that 
is, when z= a or y= a. This yields the stated ; 
pg Pad re ae a fe) 
7.2. Again consider the right triangle with Fig. 19 
hypotenuse z = a which was studied in § 7.1. We 
shall now show that A = & + » — 2/2 is a concave function of z. (This does not 
follow from looking at £ and » separately, since 7 is concave but ¢ is convex.) 
We have, from § 6.2, 


dA cos? x — cosa seca — sec? x 








dz ~ ‘cosx Voos'z— costa  Jaecta—sectx 
If we put ¢ = sec a and w = sec z, then this derivative takes the form 


h(w) = +=“. 
(0) = 
Hence . 
h’ (w) = w+ t— 2¢ 


2(e— w)2 





Now t> 1, and the interval 0 < x <a corresponds to 1 < w < #*. In this 
interval, we have w + t < 2#*, hence A’ (w) < 0, so that h(w) is decreasing. In 
other words, d A/d z is decreasing for 0.< zx < a, or A is a concave function of z. 
That is, the area of a right triangle with a fixed hypotenuse is a concave 
function of either leg, at least when the parts are acute. 

Now let 7'(z) be the area of a triangle with sides a, a, x. From the preceding 
result, we see that 7'(z) is a concave function of x. Notice also that 


T(a)=A(a)=A, T(b)=A(f)=A’. 


7.3. Now suppose that two sides of a triangle have fixed lengths, say x = a 
and y = c, where a < c S 2a. We know from § 2.2—§ 2.3 that if the included 
angle ¢ or the third side z is restricted to some interval, then the area of the 
triangle is minimized at one of the end points. Suppose, in particular, that the 
interval is determined by the conditions z = a, ¢ S 2a. If c = a, we see that 
the minimum area 4 is attained at both ends. We siiall show thai ic > a, then 
the minimum area is attained only at the left end point, z = a. 

The result is clear if a + c => 2, since then the area increases with € (or 
with z). Now suppose that a + ¢ < z. In this case, the area of the triangle is a 
concave function of ¢. Let &, mo, ¢, be the angles of the triangle when z = a. 
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Since z = x for this triangle, we have ¢,= &. We wish to show that the minimum 
possible area for ¢, < ¢ S 2a can occur only for ¢ = ¢5, Now (as explained in 
§ 2.3) the conjugate triangle with the same area as the one with ¢ = ¢, corre- 
sponds to ¢ = &,+ mo. Thus we need only show that &,+ > 2a. 
To prove this, we now think of c as variable. Ther, 7'(c) = 4(m) = 2&, 
No— % is a concave function of mj, hence & + mp is also a concave function 
"of no. When c= 2. we have &= n= «. 
hence &,+ y= 2a. When c = 2a, we 
have & = 0, y9= 2, hence + yy= 2° 
> 2a. Thus for a<c¢ = 2a, we have 
E+ No > 2a, as was to be shown. 
7.4. Suppose that all the sides of 
Fig. 20 a triangle are = a. Suppose also that 
x+y=a-+c, wherea Sc & 2a, and 
that ¢ < 2a. We shall show that the minimum possible area for the triangle 
is T'(c) (defined in § 7.2), attained only when z = z= a and y = ¢, or when 
y=z=aand r=. 
We make use of Napier’s analogy. 











try 
: cos —~, : 
.. ee 2 ~ 
cot --->---= year =. 
cos -—— 


From this, we see that if z + y = a - cand if is also held fixed, then the arca 
of the triangle is minimized by maximizing |x — y!. If the conditions xr = a. 


y = @ are imposed, and if we suppose (for example) that x = y, then the area 
is minimized only for = a, y = c. From the law of cosines, we have 
2 cosz = cos (x + y) (1 — cosZ) + cos (x — y) (1 + cos€). 

Thus the same choice maximizes z. Hence if any triangle with the given > 
satisfies the required condition z => a, the one with x = a, y = will do so. 
Hence this triangle continues to furnish the minimum area (for a fixed ¢) when 
this last condition is imposed. 

Finally, keeping x = a and y = c, and varying ¢ so that z > a and ¢ < 22. 
we see (by § 7.3) that the area is minimized only when z = a, as we wished 

- to show. 

7.5. Now consider another related problem. Suppose that a triangle satisfies 

the conditions 


- 


@S2zse¢, @45yRC, T+yszure, 22a, $< 2a. 


where a S ¢ S 2a. This class of triangles includes the one considered in § 7.4. 
We shall show that the minimum possible area is still 7'(c), attained in just the 
same cases as before. 

We may suppose that x < y. Then we shall show that the minimum 
possible area for any given ¢ can occur only when xz = a, y = c, or else when 
y=c,z=a. If r+ y=a+c at the minimum, then we must have z = «. 
y = ¢, by § 7.4. Now suppose that x + y > a + c at the minimum. Then z = a. 





| 
| 
| 
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since otherwise we could decrease the area by decreasing 2, keeping y fixed. 
Also, we must have y = c, since otherwise we could decrease x, keeping z = a. 
which would have the effect of decreasing both z + y and the area, by § 2.4. 

Finally, we vary ¢. The area of the triangle with z = a, y = c is minimized 
only for z = a, as in § 7.4. The area of the triangle with y = c, z = ais minimized 
only for z = a, by § 2.3, since we always have a < x < c. Thus among all the 
given triangles with x < y, the minimum area is attained only when z = a, 
y = ¢, z= a, as was to be shown. 


§ 8. Proof of Theorem Aa concluded 


8.1. The proof of Theorem Aa was completed in § 6 except for k = 6. The 
case k = 6 was treated under the special hypothesis w = £ of Theorem Ab in 
$ 5.5. We are now ready to look at the case k = 6 in general. 

Suppose that we have six admissible triangles which fill the space around 
a point O. We wish to show that 


Total Area => 44 + 2A*. 


and to establish the cases of equality. As before, we call the sides of the triangles 
radiating from O their legs. If any leg is >- 6, then by the statement about long- 
legged triangles in § 4.1, we have the stronger inequality 


Total Area > 44 - 2/4’. 


Thus it will be sufficient to establish the required inequality using the 
following facts: we have six triangles surrounding O with gides = a, legs = }, 
and angles < 2« at 0; these angles must of course add up to 22. We shall do 
this by first estimating the sum of the six legs, and then estimating the total 
area in terms of this sum. . 

8.2. Consider any six triangles with sides => a which surround O. We shall 
show that the sum of their six legs satisfies 


Sum of Legs = 5a + L(w/2), 
and that this minimum is attained only when five legs are a and the last 
L(c/2), with the two angles at O next to the last leg being /2 and the other 
four angles at O equal to «. 
We start by introducing the function 


re -t7t 2 for OSO60s5a,. 
(0) = 2a for asO0a2. 


Then, by § 7.1, the sum of two adjacent legs meeting at the angle 0 is = F (0), 
with equality in the first case only when one leg and the third side of the 
triangle are a, and in the second case only when both legs are a. 

If 6,, 6,, 0, are alternate angles at O, then we have 


Sum of Legs = F(6,) + F(6,) + F(6) . 


We may suppose that 0,+ 6,+ 6, < 2 < 3a. Now consider how the sum on the 
right can be minimized, subject to this condition. The minimum can be attained 
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only when 6, + 6,-+ 6;= 2, since otherwise we could decrease F (6;) + F(0,) + 
+ F(6,) by increasing some 6,< «. Similarly, the minimum can be attained 
only when all 6; < «; for if some 6; > «, we could decrease the sum by decreas- 
ing this 6, and increasing some 0, < a. 

Since F(6) is concave in the interval 0 < 6S a, we see (by the same 
argument used in § 5.3) that 2 F(6;) can be minimized only when two of the 
three 6, are at ends of the interval. Since 2 6; > 2, neither of these can be 0. 
Thus we may suppose that 6,= 0,= «, and hence 0,= 2 — 2a = w/2. In this 
case, we have 

F(0,) + F(6,) + F (05) = 5a + L(a/2) ; 


hence this is the minimum of 2 F(6;). This leads to the required estimate for 
the sum of the six legs, and it is easily seen that equality can hold just in the 
stated case. 

8.3. Now suppose that the six triangles meeting at O satisfy the conditions 
(sides = a, legs <= 6, angles < 2a at O) mentioned at the end of § 8.1, and that 
the sum of the six legs is 5a + d. We shall show that 


Total Area > 44+ 2T7(d) if d=b, 
Total Area >44+2A4’ if d>b. 
We start by introducing the function 


T(z) if as2xsb, 


a= {4 if x2b. 


Then the area of a triangle whose legs add up to a + c is > G(c). Force < 6, 
this result follows from § 7.4, and we have equality only when the legs are a 
and c and the third side is a. For c > }, if follows from § 7.5 (with the c there 
replaced by 5), and we always have strict inequality. 

Choose either set of three alternate triangles. If the area of the jth of these 
triangles is A, and the sum of its legs is a + c,, then 


A, + A,+ As = G(e,) + G(eq) + Giles) . 


We must have c,+ c,+ ¢s;= 2a + d and each c; = a. Consider how the sum on 
the right can be minimized subject to these conditions. We see from § 7.2 that 
G(x) is a concave function. Hence.2 G(c,;) can be minimized when two of the 
three c; have extreme values. Indeed, even though G(z) is not strictly concave, 
we see that the minimum can be attained only in this way. We may suppose 
that c,= c,= a and c,= d. In this case, 


G(c,) + G(cg) + Ges) = 24 + G(d). 


.This is the minimum of 2G(c,;) subject to the conditions c; => a, 2c;= 2a + d. 
It follows that 


Td) if dx 
Act Art dy BA (dq) if d<b, 


24+ A’ if d>b. 











Arrangement Of 24 Points On A Sphere 43 


We can have equality here only in the first case, when two of the triangles are 
equilateral triangles of side a, and the third triangle has one leg d and its other 
two sides equal to a. 

Combining this with a similar estimate for the other three triangles, we 
obtain the stated estimate for the total area of the six triangles. Here we can 
have equality only for d < 6, when one leg is d and the other five legs and the 
six outer sides are all a. However, this is possible only if d = L(w/2), and to 
make this < 6 we must have w = #. Notice also that by § 8.2 we always have 
d= L(o/2). 

8.4. Again suppose that we have six triangles meeting at O, with sides = a, 
legs <= 6, and angles < 2a at O. By § 8.2, the sum of the six‘legs is at least 
5a + L(w/2). Hence the conditions of § 8.3 are satisfied with some d > L(w/2), 
and the result there yields 


Total Area > 44+2A4* if w28, 
Total Area > 44+24’ if w< 8. 


Indeed, the bound in §8.3 increases with d,so we may substitute d = L(w/2) in 
this bound; we have in general 7'(L(6)) = 4(26), hence 7 (L(w/2)) = 4*; and 
w 2 £ if and only if L(w/2) = b. Also, we see that equality is possible in the 
first case only if one leg is L(w/2) and the other five legs and the six outer sides 
are all a. 

Together with the result when some leg > b, mentioned in §8.1, this 
completes the proof of Theorem Aa in the missing case k = 6. (When some 
leg > 6 or when w < #, we obtained the stronger result that the total area of the 
six triangles is > 44 + 2A’.) Thus Theorem Aa is established, and hence also 
Theorem Ba. These results are more general than Theorem Ab and Theorem 
Bb, whose proofs were completed in § 5. 


§ 9. Some better estimates 


9.1. Again consider a standard triangulation determined by a system of 
points saturated relative to the distance a. We assume that the corresponding 
angle « is between 60° and 72°. 

Suppose first that w < £. Then if k = 6 triangles meet at a vertex, we have 
from § 5.4 (for k > 6) and § 8.4 (for k = 6) that their 


Total Area > 44 + (k—4) A’, 


which is more than required by Theorem Aa. Thus for all values of k, we 
certainly have 
Total Area > 44 + A* + (k—5) 4’, 


and we could replace 4’ by a somewhat larger number. Summing this inequality 
over all the vertices, we find that 


4nA + nA* + (n— 12) A’ < 122, 
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which is an improvement of Theorem Ba in the given range ‘w < fp. This 
estimate is relevant for 12 < n < 24. Slightly stronger results could be obtained, 
but we shall not pursue the question. 

On the other hand, if w > 8 then Theorem Aa is sharp both for k = 5 and 
for k = 6, hence no improvement of this sort is possible, so long as we consider 
only the total area of the & triangles meeting at a vertex. 

9.2. We shall now introduce the idea of the adjusted area of a triangle. In 
terms of this concept, we can give a modified proof of the previous results, and 
also obtain an improved estimate when m > £, which is of intcrest for n > 24. 
As usual, we suppose given a standard triangulation determined by a system 
of points saturated relative to the distance a. where for the present we assume 
only that 0 < a < 2/2. 

We shall assign to each triangle in the standard triangulation an adjusted 
area in such a way that the total adjusted area of all the triangles is equal to the 
area of the sphere. This will be done by requiring each triangle to share the 
excess of its area over A with all triangles abutting it along a side of length > b, 
the original triangle and each of the other triangles taking an equal share. In 
particular, if a triangle has no side > b. then its adjusted area is simply its area. 
Also, if two triangles have a common side >- 6, but no other side of either 
triangle is > b, then the adjusted area of each is the average area of the two 
triangles. 

With this definition, we can show that the adjusted area of any triangle with 
a side > b is always > A’. If the triangle is one of a pair whose common side is 
the only side > b, then the result follows as at the end of § 4.1. Now consider a 
triangle with just two sides > 6. Then its area A satisfies 

A>A" > 3/4’ —24 = 4+ 3(4’— A) 
by §4.2 and §6. The excess area 4A — A is to be shared with two abutting 
triangles. Hence the share for each of the three triangles is > 4’ — 4, making 
the adjusted area of each triangle > A’. A similar argument will apply to a 
triangle all three of whose sides are > b, provided that its area A > 4 + 4(4’— A). 
It is shown in § 9.3 that in fact A > 4 + 6(A’ — A). 

9.3. Let A’”’ be the area of an equilateral triangle of side 6. Such a triangle 
exists when b <= 120°, that is, when a S arc cos 1/4. It is easily seen that the 
area of any admissible triangle with sides > 6 is > A”’. Indeed, if the sides of a 
triangle are > 6 and the circumradius is < a, then each side subtends an angle 
= B > 90° at the center of the circumscribed circle. It follows that each side 
cuts off an are less than a semicircle, and we see from § 2.2 that this implies 
that the area increases with any side, which gives the stated result. 

We can show that 4’’ > 6A4’—5A much as we proved in $6 that 
A” > 3A’ — 2A. If 6 is the angle of an equilateral triangle of side b, we see that 

cosb 1 , 
0080 = TT ccsb ~ |! — Secea: 


From this, we find that 


dO _ tana 


da \4cosa—1 
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Since A, A’, A’” all vanish for a = 0, it will be sufficient to show that 
dA” dA’ 
“ea... 
The derivatives on the right can be found from § 6.3, and on the left we use the 
fact that A’’’ = 36 — x. The required inequality thus becomes 


dA 
we, ¥ ye 





a a 
Stena 12tan > 15tan > 


4cosa — 1 " “Yoosa V1 + 2008 
Putting t = sec a, this inequality may be written 
y4—t 5 
rst (—ir7)*! 

We are to prove that this holds for 1 < t < 4. This may be done in the same 
way that a similar inequality was proved in § 6.4. 

9.4. In estimating the adjusted area of a triangle, we shall make use of the 
function C (6) defined by 








A if a2@<0< py, 
|A(20) if B/2SO0<a, 
A) if asO<8, 
4 it BSOS2e. 


This function agrees in part with A(6) of §3.3 and with B(9) of §5.1. We 
see that C(6).is continuous for «/2 < 6 < 2«, and is concave in each of 
the intervals a/2= 9S aand jy 

as@0s 2a. 

We shall show that any a 
triangle (in the triangulation ,|_- 
being considered) with an angle 
6 has adjusted area > C(6), 
with strict inequality if 0< B/2 
or §6> £. Since any triangle 
with a side > b has adjusted 
area > A’ by §9.2, we need 
consider only triangles with 
sides <= b. In this case, the ad- g @ A - 
justed area is the seme as the Fig. 21 
area. Now the area is at least 
A(#) by §3.3, which ‘gives the required result for £/2S 6 < 8, since 
A (6) = C(6) in this interval. If 6 < 8/2, then the area is > A’ by the statement 
about slender triangles in §4.1. Finally suppose that @ > 8. Consider any 
triangle with a< x<a—a, ax y<a—a, and ¢=6. Then, since 
¢ > B>2/2,.we must have 


C(6) = 











Rk 


cosz = cosz cosy + sinz siny cos¢ 


< cos*a + sin?a cos 8 = cosb , 
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and hence z > 6. Thus if there is any triangle with sides => a and < 6} having 
the angle ¢ = 6, we must have xz + y > z. In this case, the area of the triangle 
is > 0 > B > 28—2 = 1’, as was to be shown. 

We now verify that all of the estimates of § 5 and § 8 for the total area of the 
triangles around a vertex remain true for the total adjusted area. In particular. 
Theorem Aa and Theorem Ab are valid also for adjusted area. This leads to 
modified proofs of ‘Theorem Ba and Theorem Bb. 

Indeed, we see that if k triangles meet at a vertex O and have angles 
Wns 3 <7 6, there, then these triangles have 


Total Adjusted Area > C(6,) + C(0,.) + --- + C(O,). 


Since this is stronger than the estimate 


Total Area > B(6,) + B(O,) + --- + B(O,) 


on which § 5.1—§ 5.4 were based, it follows that the estimates there for the 
total area of the triangles around O also hold for the total adjusted area. The 
same is true about § 8, since the most we used there about the area of any 
triangle was that it is > A’, and we know that the adjusted area of a triangle is 
either the same as the area (if all sides are < 6) or is > A’ (if some side is > b). 
Finally, we used at one point in § 5.5 the fact that the area of a certain triangle 
is > 2A’ — A. However, it is easily seen that the sides of this triangle are 
all < b, so that the adjusted area is the same as the area. Alternatively, we may 
point out that the results of § 5.5 are included in those of § 8. 
9.5. If k triangles meet at a vertex O. then the triangles around O have 


k 
Total Adjusted Area > min J' C(0;). 
0,.....0 j=l 
where the minimum is to be taken over all 6,.... . 0, with «/2 < 0; < 2a for 
1 <j < kand 6,+ --- + 0,— 22. Equality is certainly impossible unless the 
minimum is attained with all 6; in the interval 8/2 < 6 < B. 

We see that the minimum can only be attained with all 6; < «or all6@; = «x. 
Furthermore, because of the concavity, the minimum can be attained with all 
but one of the 6; at an end point of the relevant interval, «/2 < 6 < « or 
ai 60s 2a. 

Suppose now that 4a + 6 < 22, sothatm > B.Ifk < 5, then the minimum 
is attained with all 6; in the interval « = 6 < 2a, and all but one of them at an 
end point. The last 9; must then be equal to m. The other k — 1 are at a and 2, 
and add up to 4a, so we must have 2k — 6 of them at « and the other 5 — k 
at 2. This leads to the estimate 


Total Adjusted Area > (2k — 6) A + (6—k) 1’ 


for k = 5. For k = 6, we shall use the inequality 


Total Adjusted Area > 4A + (k— 4) A*. 
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which is the analog of Theorem Aa for adjusted area, and is known to hold for 
all k. Combining the two estimates, we seé that 


Total Adjusted Area => 44 + (2k — 10) A* + (6— k) A’ 


for all k. Indeed, for k <= 5 this is correct with 4* replaced by A, and for k = 6 
with A’ replaced by A*. Since A’ > A* > A, it is also correct as written, and 
equality is impossible unless k = 6. Summing over all the vertiees, we find that 


4nA + (2n — 24) A* + 124’ < 122. 


This is an improvement of Theorem Ba in the range w > f, since the term 
12A’ replaces 12 A*. This inequality is relevant to the arrangement of n points 
on the sphere for n > 24. 


§ 10. Asymptotic results 


We now compare asymptotically various estimates which we have discussed. 
Suppose that we have n points on the unit sphere, with each pair at a distance 
= a. Then the following inequalities give increasingly better estimates for n. 
all being valid at least when 4~ + 8 < 22 (corresponding to the range n > 24): 


a< 2s +2, (Freses TérH) 
- 
aan sat cM 4 (Theorem Ba) 
6(2 + 24* — 1 : 
n< pea + 4* . (§ 9.5) 


Straightforward calculations, which we omit, show that all of these 
inequalities have the form 


Sa ‘ 
n< + C,+ C,a*+ Cat ---. 
| 3a? 


with the following values of the constant term: 


C,=2-— 3 ~ 0.1862 , (Feses TOrH) 

Cy=2- wT ez —2.2322. (Theorem Ba) 
343 

6,- §— +... . (§ 9.5) 
}3 343 


Thus Theorem Ba gives an improvement of about 2.4 points as compared with 
Fejes Téth’s result, and § 9.5 about another 0.3 points. Hence either of these 
inequalities gives an estimate for » corresponding to a given small value of « 
which is 2 or 3 less than the estimate based on Fejes Téth’s result. 

On the other hand, the asymptotic estimates of HaBicutT and VAN DER 
WAERDEN [4] and vAN DER WAERDEN [11] leave open the possibility that the 
maximum number of points which can actually be placed on the unit sphere 
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with mutual distances > a may be less than the number estimated by Fxsxs 
Té6TH by an amount of the order of the two-thirds power of the estimated 
number. Unfortunately, we have not appreciably diminished this gap. 
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Verallgemeinerung zweier Satze von Romanov aus der 
additiven Zahlentheorie 
Von 
G. J. Rieger in Lafayette (Indiana) 


Das Ziel dieser Note ist es, zwei fir den K6rper P der rationalen Zahlen 
wohlbekannte Satze von Romanov, wonach die Folgen') 


F,=+{u:u=p+a", pprim, m= 1,2,...} (a natiirliche Zahl, >1) 
und 
F,,={u:u=p+a™, pprim,a=1,2,...} (m natiirliche Zahl) 


positive untere asymptotische Dichte haben, allgemeiner fiir beliebige alge- 
braische Zahlkérper K zu beweisen (Satz 1, Satz 2). 
Wir bezeichnen mit 


n den Grad von K, 

a, B, €,... ganze Zahlen von K, 

&@, ..., & die Konjugierten von é, 

f, q ganze Ideale von K, 

<&) das von & erzeugte Hauptideal, 

NE bzw. Nf die Norm von & bzw. f, 

{&:...} die Folge der & aus K mit den Eigenschaften .. .,. 

M{&,...:...} die Anzahl der Systeme &, . . . mit den Eigenschaften .. ., 

«x eine reelle Zahl > 2, 

|E| < 2 das Ungleichungssystem || <= x(j=1,..., m), 

c; baw. c;(...) nur von K bzw. K und .. . abhangige positive Konstante. 
Hilfssatz 1°). Es ist 


zx 
<¢, | + 1) stets, 
M {&: & = y modf, _— Any 


> (3 NF fiir x>c, Nf. 
Hilfssatz 2. Fiir x > c, ist 
x 


(1) os jong < MAE: CG) prim, |6| < 2} < cy o>. 





1) Vgl. [6]; = bedeutet = per definitionem. 
*) Vgl. etwa [5], Hilfssatz 10. 
Math. Ann. 144 4 
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Beweis. Es existiert bekanntlich*) eine Konstante c, von folgender Eigen- 
schaft: zu jeder ganzen Zahl & aus K laBt sich eine Einheit ¢ von K finden 
derart, daB fiir &, = e€ gilt 


(2) \Eo| < ¢,|N |". 


Eine ganze Zahl mit (2) heiBe zulassig; jedes Hauptideal von K kann man sich 
also durch eine zulassige Zahl erzeugt denken. Bezeichnet 2x{y) (y > 0) die 
Anzahl der Primhauptideale (¢) mit |N é| < y, so gilt 


(3) ax (y) = M*{é: ¢) prim, |Né| S y}, 


wobei der * andeutet, daB aus der Schar der Konjugierten von & jeweils nur 
eine Zahl gewahlt wird, die wir als zulissig voraussetzen kénnen. In (3) kénnen 
wir fortfahren: 





< M{é: <é) prim,  zulassig, |N £| < y} 
| < M {€: <é) prim, |&| < c,y"/*} . 
Nach einem Corollar zum Primidealsatz ist 


(4) 


(5) *x(Y) > ogy (y > &). 


Aus (5), (3), (4) folgt mit z= c?y die untere Abschatzung von (1). Die obere 
Abschatzung von (1) ist in einem allgemeineren Satz‘) enthalten. Damit ist 
Hilfssatz 2 bewiesen. 


Hilfssatz 3. Fiir vorgegebenes x seien UA und G beliebige Folgen von ganzen 
Zahlen & aus K mit |&| < 2"; 


A(v) = M{a', a": a’ — a” =», a’ aus A, «” aus A}, 
B(v) = M{f’, 6’: B’ — B’ =», B’ aus B, B” aus B}, 
R= M{v:a+ B=», a aus A, B aus B}, 
A= M{a:a aus %}, 
B= M{6: B aus 8); 


dann gilt 
A°Bts (AB+ JF A(v) Biv)\ R. 
(6) (O° agen ) 
Beweis. Mit 

T(v)+ M{a, B:a+ B=», caus, Baus B} 
ist ‘ 
(7) dy T(v)=AB. 

|»|<2a0m 
Auf Grund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist 
(8) ( ps 7(»))? =k J TT). 
|»|<221/= |»|<2z1/= 


*) Vgl. etwa [2], 407. 
*) Vgl. etwa [5], Satz 15. 
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Wir berechnen jetzt 
T = M{a’', a”, B’, BY: a’ — a” + pf’ — Bp’ =0} 
auf zwei verschiedene Arten. Einerseits ist 
a’ + lm a" + Bp, |u| < 220 
und daher 


(9) T= 3 Ty). 
|r| <Qartin 
Anderseits ist 


a’ — a’ = Bp’ — p=», |v| < 22; 


die Anzahl dieser Lésungssysteme ist A B fiir y = 0 und A(v) B(y) fiir » + 0; 
daher ist 


T=AB A Biv). 
(10) * adem (») B(v) 


Aus (8), (7), (9), (10) folgt (6), was zu zeigen war. 
Schreibt man (6) im Falle A B+ 0 als 


|e] <2z1/~ 
»+0 


so folgt unmittelbar 

Hilfssatz 4. Fiir beliebige reelle Zahlen A’, B’ mit0< A'S A,O< BSB 
gilt 

A'* B's Pn + JD A(y) it R. 
|r| <2al/n 
»*0 
Hilfssatz 5. Fiir x > c, und 
% = {&: (€) prim, |é| < 2¥"} 


gilt 
2 , x . zx 
“10 log* x Be < ( logx B’+ log? z peal”) Bw) R, 
r+*0 
wobei in 


_ 
y= page 
g(r) = Na 
die Summation iiber alle in v aufgehenden quadratfreien Ideale q aus K zu er- 
strecken ist. 
Beweis. Zunachst ist*) 


A() <en opr HT (1 + 5) (p prim) , 


woraus zusammen mit Hilfssatz 4 und Hilfssatz 2 die Behauptung folgt. 


5) Vgl. etwa [5], Satz 17. 
4° 
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Satz 1. Fiir jede natiirliche Zahl m und x > c,(m) ist 4 
“ M{E: & =e + a, (wy prim, |o| < 2, |x| < 2} > c4(m) 2x. 
Beweis. Fiir x > c3' und 
B= B(m) = {a™: |a™| < zr} 
ist wegen Hilfssatz 1 


(11) B> B’=c,x/™. 
Ferner ist 
1 
P g(v) Biv) s Py B(v)  y < 
Id-<2atm In-<2a0m ale 4 
D(q) 
< a oS 
(12) Nasm2 Na 
Diq)= DZ Biv) 
|»|<2al/n 
»+0,q\» 


= M{P’, BY: B’™ — B’™ = 0 modg, |f’| < x", |B"| < 2}. 
Bei festem f” hat die Kongruenz 
p'=— B”™ = 0 modp (p prim) 
héchsténs m Lésungen modp, also 
B’™— B’'™ = 0 modq 


héchstens m““ Lésungen modq; w(q) = M{p: p prim, p|q}. Ein festes p” 
tragt zu D(q) wegen Hilfssatz 1 also héchstens 


1/m 1h 1/ 
«(iq +8) me <ea((eq)” + (Fre) ”) mr 
bei; fir B’’ bestehen héchstens c,(z/"+ 1) Méglichkeiten; also ist 
xz? \l/m 
(13) D(q) < Cie (re) m* (9 | 


Wegen der Konvergenz von 


m . 
konvergiert 
w(q) 
(14) €3(m) = 5” au (q quadratfrei) . 
q 


Aus Hilfssatz 5, (11), (12), (13), (14) folgt R > c,(m) x, was zu zeigen war. 
Satz 2. Fiir jede Nicht-Kinheitswurzel « aus K und x > ¢, ist 


M{é: 7 & =o + a, (w) prim, || < 2, |a™| < x/"} > (a) x8). 


. *) Es ist 0 an sich iiberfliissig zu betonen: in Satz 1 sind und «, in Satz 2 dagegen w 
und m die Parameter der Folge. 
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Beweis. Fir 
B= Ba) = {a™: |a™| < 2", m = 1, 2, .. .} 
gilt, da 
max || = |oc(4)| >] 
ist, 
> ¢,(a) logx = B’, 
(15) B= [some { 5(a2) log = . 
Wegen 


g(a" — a*) = g(a*) g(a*~*— 1) (r > 8) 


= g(a) g(a’~*— 1) 
und g(— v) = g(v) ist 


yj g%)Bw= J Dj g(a" — a") 


|»| <2al/n O<rsB O0<#gB 
v*0 rs 
=2 J DT g(a’ —a*) 
Yrtiesge: 


16 
ae = 29(a) 5° g(a — 1) a is 
t=1 a 


S 2Bg(a 
9 ( )s oa Wa a" 
Aus q|(a'— 1) folgt Nq|N(a*— 1); wegen |at| < 2/"* (1s ¢s B), |1| < 2'/* ist 
Jat — 1| < 22" und somit |N (at — 1)| < 2"2. Daher ist 
B 


(17) a ’ we S 


FS 1 
t=1 qjaf—1 Nq 


Nas =e Va Ft 
Fir («, q) + 0 (Einheitsideal von K) ist die letzte Summe ae 0, Fir (a,q)=0 
definierer. wir e(«, q) als die kleinste natiirliche Zahl ¢ mit q|(a* — 1); es ist 
e(a, q)| p(q); aus q|(a* — 1) folgt e(a, q)|t. Es ist also 

B 





B 
ls. . 
(18) ~ ™ e(a,q) * 
q|at—1 


Aus Hilfssatz 5, 415), (16), (17), (18) und einem friiheren Satz’), wonach 


' l 
2 Fae = 
ist, folgt R > c,(«)z, was zu zeigen war. 

Die eingangs erwahnten beiden Ergebnisse von Romanov haben in P 
mannigfache Verallgemeinerungen erfahren; in entsprechender Weise lassen 
sich ohne wesentliche neue Schwierigkeiten die Sétze 1 und 2 verallgemeinern. 
Eine geringfiigige Modifikation im Beweis von Satz 1 liefert 


*) Vgl. [4], Satz 4. 
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Satz 3. Fiir jedes beziiglich K ganzzahlige Polynom { = f(a) vom Grade 
m>0O und x > c,(f) ist » 


M{E: &=w + f(a), (w) prim, |w| < 2/*, |f(a)| < 2} > eg(f)z. 


Eine geringfiigige Modifikation im Beweis von Satz 2 liefert 
Satz 4. Es sei M= {m,, m,,...} eine Folge natiirlicher Zahlen mit 
= mM, < ™,<°***; 
B(x) = M{m: \a™| < x/", m aus M} 
fiir jede Nicht-Einheitswurzel « aus K und x > c, ist 
M{E: & =m + a”, (w) prim, |w| < 2", |a™| < 2", m aus M} > cs (a) "hes: 
Satz 3 bzw. Satz 4 14Bt sich leicht noch weiter verallgemeinern, indem man 


« eine Folge ganzer Zahlen aus K von charakteristischer z-Dichte und w eine 
Folge paarweise teilerfremder ganzer Zahlen aus K von charakteristischer 


Joga “Dichte bzw. w eine Folge ganzer Zahlen aus K von charakteristischer 


Joga “Dichte durchlaufen l48t; der Beweis verlauft fast wértlich wie der von 


Satz 1 bzw. Satz 2. In Anlehnung an einen fiir P gelaufigen Begriff*) definieren 
wir dabei, falls y= y(z) eine fiir alle natiirlichen Zahlen x> x, erklarte 
positivwertige Funktion mit p(x) <¢,,;x und lim w(x) =o bedeutet: Die 


z—> oc 


Folge 2 von ganzen Zahlen aus K heiBt von charakteristischer y-Dichte, wenn 


0< lim M{é: € aus A, |E| < 2x} <0. 
s—> 0 y(z) 





Im Falle K =P stammt Satz 4 bzw. Satz 3 samt den eben erwahnten 
weiteren Verallgemeinerungen von PracHaR*) bzw. Hornreck!®). In Ver- 
allgemeinerung eines Satzes von Erpés") gilt noch 

Satz 5. Fiir die zu Satz 2 gehérige Funktion T (v) und jede natiirliche Zahl k 
gilt 

T*(v) < c(k, a)x. 
|»|<22'/n 


Beweis. Fir k = 1 bzw. k = 2 wurde Satz 5 im Laufe des Beweises von 
Satz 2 direkt bzw. mit Hilfe eines 2fachen Siebes?*) und (19) bewiesen. Im 
allgemeinen Fall benutzt man zunachst ein k-faches Sieb"*), und der Beweis 


reduziert sich dann nach ahnlichen Uberlegungen wie im Beweis von Satz 2 
auf den Beweis des nun folgenden Hilfssatzes 6 mit f(m) = m. 


*) Vgl. etwa [3], I, 79—80. 

*) Vgl. etwa [3], II, 74. 

1°) Vgl. etwa [3], II, 75. 

1) Vgil. [1], Satz 2. 

12) Vgl. den Beweis von Hilfssatz 5. 
13) Vgl. [5]. 
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Hilfssatz 6. Es sei f = f(x) eine fiir alle natiirlichen Zahlen erklarte, positiv- 
wertige, nicht abnehmende Funktion mit 
“4 1 
~ mim < 


fiir eine beliebige reelle Zahl y und eine beliebige Nicht-Einheitswurzel « aus K 
gilt dann 
10( 


‘ak Nie 
2 Nqf(e(a,q)) ~ c(f, y, a) <<. 


Der Beweis verliuft wértlich wie der Beweis der etwas spezielleren Aus- 
sage (19), wenn man noch 


be 


Pier 5 sO (1+ Ht) s (1+35)" 


Ply 
beachtet. 

Im Falle K = P, {(m) = m geht Hilfssatz 6 in eine Formel von Erpés") 
iiber, fiir die wir hiermit einen vereinfachten Beweis erhalten. 

Es ist meist nicht schwer, in den oben verwendeten Konstanten c(.. .) die 
Abhangigkeit von . . . explizit anzugeben. Man kann die obigen Satze noch 
unschwer dahingehend verallgemeinern, daB man die Auszéhlung der ganzen 
Zahlen £ nach allgemeineren geometrischen Figuren an Stelle der ,,Parallelo- 
tope“ |£| < 2/" vornimmt. 
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On a paper of M.H. Mc Anprew 
By 
J. CHIDAMBARA Swamy in Visakhapatnam (India) * 
§1: Let 4, ¢t,,...,#,, (r>1) be positive integers and {a,;:1 Sj S¢,; 


1 Si Sr} and {c,,:2 <j <t,;1 Si <r} be also positive integers. Let 
N,(z) for 1 <i Sr be defined by 
ti 
(2 a2) 


(1.1) N, (x) rt yee. MBC Ad 
(an 2)! HL (ay2 + ¢;;)! 
j= 





McANDREw [1] proved that, for a fixed i, there exists an infinity of integers x 
for which N;(z) is integral. A natural problem in this connection is to examine, | 
whether there exists an infinity of integers for which N(x) is integral for each 
tin] <i <r. The aim of this paper is to show that the answer to this question 
is in the affirmative by proving the following 

Theorem: There exists an infinity of integers x for which N,(x) is integral 
for eachiin1 Si <r. 

§ 2: Let us write 





(2.1) ¢, = Se, and A; = Sa, { 
j=2 j=2 
(2.2) c= Maxec; and 7 = Max ¢c! (a,,c; +- A,¢;)!. 
lsisr lsisr ; 

For each prime factor p of c! let us choose an integer M(p) such that 
(2.3) p™ (”) > Max {T(a,, + A,)}. 

l1sisr 7 
Let y, be a solution of the congruences 
(2.4) y = —1(modp*** (), p|c! 
and set 
(2.5) x= Ty, .- 
Finally, let 

S (fait Ade a2 A,x 
(26) ate) = 2 if") - Fo] - [elt 
§3: Lemma lI: N,(z) is integral for all integers x for which 
{(a@, + A, 2}! 





(a; x)! (Ayx + ¢;)! 


is integral. 
" *) Andhra University Waltair. 
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Proof: 
{(a@, + A; 2}! (A,x + ¢))! 
N(x) => 7 L.-~ Se. 1. . ee 
(a;, 2)! (A,;x + ¢,)! TE ayz +¢,)! 
and 
_ (Ait + en! 


ti 
LT (a,;% + ¢;;)! 
j=2 


is integral for all integers x by (2.1). 
Lemma II: For all integers x,, given by (2.5) 
Meine + Avy)! 
(a;, 2)! (A;2,)! ¢,! 
is an integer for each i in 1 Si Sr. 
Proof: Let p be any prime factor of c,! and p™ | c,!; so that we have from (2.2) 
(3.1) a; S a, a being the highest power of p in c! . 
Now, for M(p) sj < «, + M(p), it follows by (2.5) and (2.4) that 
(@j, + Aj) &_ = (Aj, + Ay) T yn = — (Qi, + A,) T(modp). 
Observing from (2.3), that 
(a;, + A,)T s Pp’, 
we have 
(aun + Ade] _ (dat Ad Tye + V) _ 
(3.2) p | pi 





1. 
Similarly, it follows that 


(3.3) [ - Tet) 1 ond [=] i La eee 


bal Reed] 
ce in p p 
Now, (3.2) and (3.3) show that the jth term in A,(z,,) given by (2.6) is +1, 
so that A;(z,) = «,;. This being true for every prime factor of c,!, the lemma 
follows. 
Lemma III: For all integers x,, given by (2.5) 
(44,2, + AX)! 
(@;; 2)! (A; x, + ¢;)! 
is integral for each i inl Si Sr. 
Proof: We write 
(Qj, %q_ + A,%q)! (4s: 2%, + A;z,)! | + ¢)!\-1 
(@;,2,)! (Ay, + ¢;)! (4, Xp)! (Ag%_)! c! (A;2,)! &! 











ad (@;, 2, + A;,)! \{ (a,2,)! \-} 
(441%, — ©)! (Ay tq +)! J (Girt —e,)!) 
where the quantities in {. . .} are integers by lemma II and a well-known result 
of elementary Number Theory. 
Now, if a is a common prime factor of 





(A,x, + ¢)! ~ ee (Gin Zn)! 


(Ay)! ¢;! @a — ce)! : 
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it follows that there exist integers e and 6 such that 
a|A;x, +e, lsese, 
and 
A|Q,%—b, 1sbse,-1; 
consequently, 2|a,,e + A,b, and since a;,e + A,b > 0, it fcllows that 
(3.5) a Sa,e + A,b < (a;,¢; + A,e;) . 
Also, by (2.2) and (2.5) it follows that 
x, = 0 (mode,! (a;,¢; + A;e,)!), 
and consequently 
(A; 2, — 1) (A;2, + 2) Ps (A, x, + ¢;) 
== ¢,! mod(e,;! (a;,¢; + A,e;)!) . 
Dividing both sides by c,;!, we obtain 


(Ait, + Gi) 
(A;2,)!¢,! 





== 1 mod(a,,c; + d,;c,)!. 
By (3.5), the modulus of this congruence would be divisible by 2 and hence it 
would follow that 
= 1 (modz) 
which is impossible. Hene> we have 
‘(A,r + ¢,)! (a;,2,)! ) = 
(Aa )ter! ? (ain te- ey!) 

The lemma is now clear. 

Finally, we observe that our theorem follows from the lemmas I and III. 
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Asymmetric Prime Ends 
By 
E. F. CoLLinegwoop and G. Prrantan in Alnwick and Ann Arbor 


Summary 


Each simply connected domain in the plane has at most countably many 
prime ends whose right and left wings do not coincide. On the other hand, to 
each countable set Z on the unit circle C there corresponds a function which is 
holomorphic and univalent in the unit disk D and which has the property 
that it carries each point of Z and no point of C\E onto a prime end with 
unequal wings. 


1. Cluster Sets 


Let / denote a function which maps the unit disk D: |z| < 1 onto the 
Riemann sphere R, and let e'® be a fixed point on the unit circle C: |z| = 1. 
A point w on R belongs to the cluster set C(f, e*°) of f at e provided there 
exists a sequence {z,} = {r,e'«} such that r, + 1, 6, 0, {(z,) > w. It belongs 
to the radial cluster set C,(/, e'*) provided the sequence {z,,} can be chosen with 
9, = 6 for all n. It belongs to the right cluster set Cp(/, e'®) (or to the left cluster 
set C',(f, e*°)) provided the sequence {z,} can be chosen with 6, + 0 (or with 
9, Y 6). 

If f is continuous in D, then the set of points e'’ where C,(/, e'°) does not 
contain C(f, e'’) is a set of first category [1]; but even if f is required to be 
holomorphic and univalent in D, the point set in question may have measure 
22, as can be seen, for example, from the construction described in |4, Section 2}. 
In other words, the set where the radial cluster set is a proper subset of the 
complete cluster set is thin topologically but may be large geometrically. The 
following theorem implies that the point set where the right and left cluster sets 
clo not coincide is subject to much more severe restrictions, even if no con- 
ditions whatever are imposed on the function f. 

Theorem 1. Jf f maps the unit disk into the Riemann sphere, then 

Calf, ef) ~ C(f, ef) = Crh. e) 
for all except at most countably many points e'°. 

Since the right (left) cluster set of a function contains the set which has 
been called che right (left) boundary cluster set, Theorem 1 is a corollary of 
Collingwood’s recent theorem [2] to the effect that the right and left boundary 
cluster sets at e*’ coincide with C(/, e*’), except possibly at countably many 
points e*®. However, for the sake of completeness and simplicity, we give here 
a proof which is independent of the concept of boundary cluster sets. 
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We cover the Riemann sphere R with a succession of nets N, (k = 1,2,...), 
each with finitely many (closed) triangular meshes m,,, (n = 1,2, ..., n,) of 
diameter less than 1/k. By means of any convenient ordering, we arrange all 
the meshes m,,, into a sequence {m,}. For each index j, we consider the set S, 
of those points e*® for which the mesh m, contains a point of C(f, e*®) but does 
not meet the set Cp(f, e**). Clearly, the set Sp of points e*® for which 
C(f, e*)\Cr(f, e**) is not empty is the union of the sets S;. 

If e® € S,, then e* is the endpoint of some are I (0) = (e'®, e#®) (¢ < 0) 
such that C(/, e'¥) does not meet the mesh m, if e*¥ lies on J (6); for otherwise m, 
would meet the set Cp(f, e**), contrary to the hypothesis that e*® € S,. Since 
the are J(@) can not contain points of S;, the set S, is at most countable, and 
therefore Sp is at most countable. Likewise, the corresponding set S, is at 
most countable, and the theorem is proved. 


2. Asymmetric Prime Ends 


Let the function { be holomorphic and univalent in the unit disk D, and 
let B denote the image of D under f. If P is the prime end of B that corresponds 
to the point e’°, the two cluster sets Cp(f, e*®) and C,(f, e**) coincide with 
what UrsELt and Youne [6, p. 14] have called the right and left wings of P. 
We shall say that the prime end P is asymmetric if its two wings are not 
identical. The following theorem is an immediate consequence of Theorem 1. 

Theorem 2. Each simply connected plane domain has at most countably 
many asymmetric prime ends. 

In order to formulate our next theorem, we partition the set of asymmetric 
prime ends of a fixed simply connected domain inte three classes Up, U,, and 
U gz, a8 follows: a prime end belongs to Uz if its left wing is a proper subset 
of its right’ wing, to U, if its right wing is a proper subset of its left wing, and 
to Up, if neither of its wings is a subset of the other. 

Theorem 3. Let Ex, E,, and Ey, be three disjoint sets on the unit circle C. 
each at most countable. Then there exists a function f which maps the unit disk 
conformally onto a domain B in such a way that each point in Ep, E,, or Ep, 
corresponds to a prime end in Up, Uz, or Upyz, respectively, while all other points 
of C correspond te symmetric prime ends of B. 

To prove Theorem 3, we order the points of Ez  E;,\ Ep, into a sequence 
{z;} (j = 1, 2,...). With each point z; we associate a sequence of points z;, 
lying on C and converging to z;. We construct a function of the form 


f(z) = z + Y Asy{1 — (1 —z/0; p2; 9)™} , 
dP 


where the A,;, are appropriate complex constants, k;, | 0 and 9,;, | 1 as p> ~, 
and where the symbol in braces represents that branch of the corresponding 
function which takes the value 0 at z = 0. 

The constants that determine*the function f can be chosen in such a way 
that f is holomorphic and univalent in D, such that the radial limit f(e*®) of / 
exists, for each value 0, and such that the boundary of the image of D, in the 
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neighborhood of a point {(z,;), appears roughly as in Figure 1, 2, or 3, according 
as z; belongs to Ep, E,, or Ep,. We say “roughly” because each of the tooth- 
like extensions of the domain B may carry further extensions (indeed, the 
deformations may be everywhere dense on the boundary; difficulties that 
might arise from unwanted condensations of singularities can be avoided by 
subjecting the constants A,, to the restriction |A;,| < 1/j!, in other words, 


ftzj) W \ f ye 


Fig. 1 Fig. 2 











by requiring that the teeth associated with the point z; have length at most 
1/j!). The details of the proof are similar to the details in [3, Sections 3 and 4}, 
and we omit them. 

Theorem 3 makes no mention of Carathéodory’s four kinds of prime ends. 
Our construction leads to a domain whose asymmetric prime ends are of the 
second kind and whose symmetric prime ends are of the first kind. No matter 


f(z;) 


Fig. 3 


what construction is used, the asymmetric prime ends must be of the second 
or fourth kind, since the prime ends of first and third kinds have no subsidary 
points. The following theorem shows that no other topological restriction on 
the distribution of the asymmetric prime ends exists. 

Theorem 4. Let C= 2, E,UE, UE, be a decomposition of the unit 
circle such that some homeomorphic mapping of the unit disk onto a simply 
connected domain B induces a homeomorphism ¢ of the sets E,, E,, E;, Ey onto 
the sets of prime ends of the first, second, third, and fourth kind, respectively. 
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of B. Let Sp, S,, and Spyz, be disjoint countable subsets of E,\ B,. Then the 
domain B can be chosen in such a way that Sp, S,, and Sp; correspond to the 
sets Up, Uz, and Upz, respectively, under the homeomorphism ¢. 


vis 


Fig. 5 


A detailed proof of Theorem 4 would be tedious, and we give only a brief 
sketch to show how the construction in Sections 3 to 8 of [5] can be modified 
so as to yield the desired result. 


In [5], the set Z,,, of points corresponding to prime ends of the second, 
third, or fourth kind is represented as the union of a sequence of disjoint sets 


Fig. 6 


Easy. (6= 1,2,...). The set £,5,., is open, 
and each of the sets Z,,,,; (¢= 2,3,...) is 
closed and nowhere dense. The unit disk is 
subjected to certain deformations determined 
by the set Z,,,.,; the process is repeated (on 
a successively smaller scale) with reference to 
Eys4.; (¢ = 3, 4,...). Thereafter, a special pro- 
gram of further deformations is launched with 
reference to E,5,.;. 

For our present purpose, we denote by Sa. ;, 
S,.;, and Spyz, ; the intersections of Sp, S;, and 
Sry, with E,,,.,. First we order the set Sp. 


US,.2U Sat.» into a finite or infinite sequence {z,;}. In the neighborhood of z,,, 
we deform the boundary of the unit disk in the manner indicated by Figures 4, 
5, or 6, according as z,, belongs to Sp, S,, or Sp,, and we map the set C\z,, 
onto the curved portion of the deformed boundary. We proceed similarly (but 
on smaller scales) with regard to z,», z,3,... . The unit disk is then mapped 
onto the star-domain which has been obtained, in such a way that the radii 
of D are deformed as is indicated in Figure 7. Clearly, the transformation can 
be constructed in such a way that it is continuous throughout the disk |z| < 3/4 
and on every radius of D that does not terminate at one of the points Z;. The 
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transformed unit disk is then further deformed according to the program in 
Sections 5 and 6 of [5]. 

Thé analogous deformations which have to be carried out with reference 
to the sets Z,,, ; (i = 3,4, .. .) are obvious (see Section 7 of [5)). 

The deformations of the disk D that are used in [5] for the sake of the 
set Z,,,., are somewhat more complicated, because Z,,,., consists of interior 
points. However, the intersection of 
E, UE, with E,,, , is partitioned into 
sets that are nowhere dense, and each 
of these is treated separately. Therefore 
we can proceed as above, provided we 
exercise cone precaution: In the third 
and fourth paragraphs of Section 8 of 
[5], a certain denumerable set and a 
certain near-perfect set are extracted 
from E,/\ Ey34., and used for special 
purposes: These special purposes would 
interfere with our technique of creating 
asymmetric prime ends at the points of 
the extracted sets, and therefore the 
extracted sets must be selected in such 
a way that they contain no points of 
Sp, S,, or Sp,z. Since Z, is locally un- 
countable in £,,,.,, the latter require- 
ment presents no special difficulty. 

This sketch must suffice, because 
any exposition which covered all details 
would have to include the laborious 
description in [5]; and it is easier for Fig. 7 
the reader to acquaint himself first with 
the description in [5] and to supply thereafter the modifications which we 
have now sketched, than it would be to struggle through a detailed descrip- 
tion in which the various operations are presented simultaneously. 
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Charakterisierung der Siegelschen Modulgruppe 
durch ein endliches System definierender Relationen 


Von 
HELMvUT KLINGEN in Marburg/Lahn 


Die unimodulare Gruppe n-ten Grades, bestehend aus allen linearen ganz- 
zahligen Substitutionen von x Veranderlichen mit der Determinante + 1, 
ist fir » = 3 von J. NIELSEN [6] und fiir beliebiges n zuerst von J. A. de S&- 
GurER [7] durch Erzeugende und definierende Relationen charakterisiert 
worden. Im Jahre 1934 zeigte W. Maenvs [5], daB man den Fall eines belie- 
bigen n auf den von NIELSEN behandelten Spezialfall n = 3 zuriickfiihren kann. 
Dort wurde auch das Problem aufgeworfen, eine Kennzeichnung durch Er- 
zeugende und Relationen von derjenigen Untergruppe der unimodularen 
Gruppe 2n-ten Grades zu finden, welche die Periodentransformationen der 
Abelschen Integrale 1. Gattung auf einer Riemanuschen Flache vom Ge- 
schlecht n beschreibt. Diese Untergruppe heiBt heute Siegelsche Modulgruppe 
n-ten Grades J”, und setzt sich zusammen aus allen ganzzahligen Substitutionen 
der Veranderlichen 2,,..., 2, y;,.-.-, Y, und den simultanen Substitutionen 
der gestrichenen GréBen, welche die antisymmetrische Bilinearform 


(1) TH+ °° + The — BHi— °° — TrIn 
invariant lassen. J°, besteht also aus allen ganz-rationalen 2n-rethigen Lésungen 
M der Matrizengleichung 


(2) mim=1, 1=(_9 4), 


wobei also Z die Einheitsmatrix und J die Matrix der Bilinearform (1) ist. 

Einfache Erzeugende fiir J\, wurden von L. K. Hua und I. Rerer [3] 
angegeben und der Beweis von mir [4] spater vereinfacht und verallgemeine- 
rungsfahiger gestaltet. Um ein System definierender Relationen fiir I, zu 
bekommen, bietet sich zunachst ein geometrisches Verfahren an, indem man 
den Fundamentalbereich und seine Nachbarn untersucht. Dies ist durch 
E. Gorrscuine [1, 2] kiirzlich fiir n = 2 geschehen, und es ist prinzipiell ohne 
Schwierigkeiten méglich, aus seinen Untersuchungen ein endliches System 
definierender Relationen fiir I’, abzulesen. Zugleich aber nimmt das Gott- 
schlingsche Ergebnis die Hoffnung, auf diesem geometrischen Wege fiir 
beliebiges n ein vollstandiges Relationensystem zu finden, da der Fundamental- 
bereich durch zu viele Flichen berandet zu sein scheint. 

_In der vorliegenden Arbeit soll nun mittels einer anderen Methode ein 
endliches System definierender Relationen von I", fiir beliebiges n abgeleitet 
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werden. Der erste Paragraph behandelt einen rein gruppentheoretischen Sach- 
verhalt, der einen Einblick in den Aufbau von J), aus gewissen einfach zu- 
ganglichen Untergruppen gestattet. Dies wird in den beiden ersten Hilfs- 
sitzen naher auseinandergesetzt. Im zweiten.Paragraphen wird dieser Aufbau 
beschrieben durch Erzeugende und Relationen. Dies gelingt in einfacher Weise, 
wenn man die Erzeugendensysteme der zu betrachtenden Gruppen im all- 
gemeinen so wahlt, daB Untergruppen durch Teilsysteme erzeugt werden. Die 
Angabe von Erzeugenden ist jeweils leicht und wird bereits im ersten Para- 
graphen der einfacheren Formulierung wegen des dfteren benutzt. Dagegen 
treten Relationen erst im zweiten Paragraphen auf. Es stellt sich heraus, 
daB J’, durch Relationensysteme bekannter Untergruppen und durch einige 
wenige neue Relationen itibersichtlich charakterisiert werden kann. Diese 
Untergruppen sind isomorph zu der von Macnus behandelten unimodularen 
Gruppe n-ten Grades und zu der von GorTscHLiInG betrachteten Modulgruppe 
zweiten Grades I°,. Ich verzichte darauf, ein Relationensystem fiir I’, explizit 
aufzustellen, obwohl dieses auch auf arithmetischém Wege unter Verwendung 
der gleichen Normalform wie unten erhalten werden kann. Aber dieses Re- 
lationensystem ist leider etwas kompliziert, und ohnehin ist der Fall I’, prin- 
zipiell durch GoTTSCHLING erledigt. So ergibt vielleicht die Kombination der 
Resultate von MaGNnus und GoTTscHLING zusammen mit den folgenden Unter- 
suchungen den bequemsten Zugang zur Kennzeichnung der Modulgruppe n-ten 
Grades durch Erzeugende und Relationen. 

Zusatz bei der Korrektur: Nach einer brieflichen Mitteilung von Herrn Prof. Macnus 


ist dieselbe Fragestellung von seinem Schiiler Px. Gotp aus New York in dessen Disser- 
tation gleichzeitig zu dieser Arbeit behandelt worden. 


§ 1. Aufbau von J’, aus gewissen Untergruppen 


In diesem Paragrapheh werden einige wichtige Untergruppen von J, 
besprochen, die eine Einsicht in die Struktur der vollen Gruppe J), erméglichen. 
Ist in einer Modulsubstitution 

A B 
m=(5 >) 
B=C = 0, so folgt nach (2) A = U, D = U’-! mit unimodularem n-reihigen U. 
Daher ist die Untergruppe 


U={M¢ET,|B=C=0} 


in natiirlicher Weise isomorph zur unimodularen Gruppe n-ten Grades und 
kann in der Bezeichnung von [5] erzeugt werden durch 


(3) U = [0;-4, dj 1,4 U,¢-4|¢ = 2,...,0), 

wobei also 
Oi-1: %a> — iy ¥i-1> — Yi-1> 
Giang? Mir Mit He YOY — Yi-r, (¢=2,...,n) 
Gijgiy? TO My+ My Yi-1 > Yi-1 — Vi 


Math. Ann. 144 


a) 
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ist. Bei einer solchen Beschreibung von Modulsubstitutionen als ineare Sub- 
stitutionen der Variablen 2,,..., %,, ¥;,---, Yn Sei stets stillschweigend ver- 
abredet, daB Fixvariable nicht erwahnt werden. Zur spiteren Verwendung 
mdégen noch die folgenden Elemente 


(4) Pi =9,.447,564,:-.d-,; (i= 2,...,m) 
(5) d,, = dy, dy_1,, dj G-,, (0<r<Il—1<n) 
von U wie in [5] eingefiihrt werden. Die Untergruppen 

(6) UE-Y = (0; _,, diy,» U,¢-1] = (Oj, Pi dj,¢-3] (6 = 2,..-., 0) 


von U sind in einem gewissen Sinne die Bausteine von U (vgl. [5]) und sémtlich 
isomorph zur unimodularen Gruppe zweiten Grades. 

Sodann werden fiir »=1,..., die Untergruppen I” bendtigt, welche 
aus allen Modulsubstitutionen 


(7) M”: x,>axz,+by,, y,>cx,+dy, 


bestehen. Sie sind also simtlich isomorph zu J. Infolgedessen kénnen diese 
Gruppen erzeugt werden durch 


M” — (MY, MY), 


wobei 
MY”: Yn > i+ Yn; 
M$”: Th? > Yn» Yn> —%n 
und 
(8) MY = P,...P,_,; MM P,_,...P, (¢o=1,2;¥=1,...,n—1) 
ist. Bekanntlich [3] erzeugen U und M) die Modulgruppe J,,,, 
(9) I, va [0;_1, d;_1,%) di¢-a mM, MS |i — 2, sees n) ° 
Nun definiere man die GréBen 
(10) th, = MP-"d,, MY (l<k), 


die also Modulsubstitutionen der Form od pa sind mit symmetrischen 


Matrizen 7’, deren Elemente alle verschwinden mit Ausnahme der Stellen (k, 1) 
und (1, k),.wo sich die Zahl 1 befindet. Dann wird 


(11) © = [0,_,,d,, ¢-1,4;-1,, MO, &,|i=2,....n;v=1,....n; 1 S51 <ksn] 


gerade die Untergruppe aller Modulsubstitutionen mit B = 0. 
Neben 2 seien noch zwei in £ enthaltene Untergruppen erwahnt, namlich 


B= {d,.., dy», tras thy, M | k = 3, ee nj l=2,. 205 85 = 1, 2) 
und 


2 a [ter dy, MM |k = 2; ee ey n| . 
& besteht aus allen Modulsubstitutionen der Form 


(12) A=(™ 2), C=(. gu-p)) BHO, D= A 


OM-P 











Definierende Relationen der Siegelschen Modulgruppe 67 


und 2 aus denjenigen der Gestalt 
l 0 -_ . 
(13) A=(. 3), C=(. ga-v)) B=0, D=A’-. 
SchlieBlich wird noch die Untergruppe 
(14) N = [O,_,, dy_3, 4 d;, 4-1 M® |i=3,..., n;o=1,2)= a-1 
benétigt, die also aus allen Modulsubstitutionen besteht, bei denen fur 


Xe, ---5 Fn» Yov---> Ym, einer Modulsubstitution (n — 1)-ten Grades unter- 
worfen werden, und die darin enthaltene Untergruppe 


Q= [On -1, d,, 1,0» dyn M”, M$”) = 3 I; ° 


Es sei noch erwahnt, daB NL die Gruppe aller Modulsubstitutionen mit 
dem ersten Einheitsvektor als erster Zeile ist und in NZ (NEN, LEQ) die 
Faktoren eindeutig bestimmt sind, 


(15) NL=E > N=L=E. 


Die genannten Untergruppen von J; stehen in der folgenden Beziehung 
zueinander. 


Th 
N g g n 


_ Mr gp’ gr? mr ue my] ur?, . W@ ny 
Fig. 1 Fig. 2 


Die Gruppe J, 148t sich nun in der folgenden Weise aus den Untergruppen 
U, N, LV, M™ (vy =1,..., m) aufbauen. 

Hilfssatz 1: Jedes Element M € I, gestattet eine Darstellung in der folgenden 
Normalform 


M=M...MMUNL 


mit MEM”, VEU, NEN und LE. 

Beweis: Man benutze die Tatsache, daB die Elemente jeder Reihe einer 
Modulmatrix teilerfremde Zahlen sind und jede Reihe teilerfremder Zahlen zu 
einer unimodularen Matrix erginzt werden kann. Zu vorgegebenem M € I", 
bestimme man zunachst M™ € M™) so, daB in M)-1 M an der Stelle (n, n + 1) 
die Zahl 0 steht, dann wihle man M“-) ¢ M("-») gemaB der Forderung, daB 
in M-)-1M(™-1M das Element an der Stelle (n — 1,» + 1) verschwindet, 
usw. So werden schlieBlich in M@)-!...M-1M die ersten n Elemente der 
(n + 1)-ten Spalte Null. Uber U € U kann dann so verfiigt werden, daB 


(16) U2 M®-...M™-M 


den (n + 1)-ten Einheitsvektor als (n + 1)-te Spalte besitzt. Aus der Moduleigen- 
schaft (2) wird d: nn ersichtlich, daB die erste Zeile von (16) der erste Ein- 
heitsvektor ist, also diese Matrix zu NL gehért. 

. 5* 
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Die obige Normalform ist offensichtlich nicht eindeutig durch M_ bestimmt; 
in dieser Richtung kann aber folgende Aussage gemacht werden. 
Hilfssatz 2: Ist 
M”...MM%UNL=E£ 
und multipliziert man evtl. noch U von links und M®) von rechts mit O,= M{?, 
so gehéren stimtliche Faktoren der Normalform zu NX. 
Dies ist trivial fiir alle Faktoren auBer M@ und U. Fiir diese ergibt sich die 


Behauptung, indem man die zugehérigen Matrizen auf beiden Seiten vergleicht. 
Genauer ist sogar 


(17) MMEMMANL, VUEUNRNL. 


Eine Verfeinerung der Normalform aus Hilfssatz 1 wird gegeben durch 
Hilfssatz 3: Jedes Element U € U lat sich zerlegen in der Form 
U = U*UO NL 
mit U*, NEURNR, VMEUM, LEUNR. 

Beweis: Man bestimme zu gegebenem U €U die Matrix U*ECUMNN so, 
daB die letzten n — 2 Elemente der ersten Zeile von U-!U* verschwinden, 
dann U®€1@ derart, daB die erste Zeile von U-!U* U® der erste Einheits- 
vektor wird. Also ist 

U7AUFUMENL NU, 
was die gewiinschte Darstellung impliziert. 

SchlieBlich stellen wir in Hilfssatz 4 einige Eigenschaften der genannten 
Untergruppen zusammen, die simtlich unmittelbare Folge der Definitionen (6), 


(7), (12), (13), (14) der vorkommenden Matrizengruppen U“, M”, B, L, N sind. 
Hilfssatz 4: Es gilt 


(18) UO = M” (v+i,i+1), 
(19) Me” = MM” (vy + pu), 

(20) UISU=9  firalleU €U®, 
(21) NAQN=2 fiir alleN EN. 


Dabei bedeutet der Doppelpfeil die elementweise Vertauschbarkeit zweier Gruppen. 


§ 2. Ein vollistindiges Relationensystem fiir I’,, 


Der im vorigen Paragraphen geschilderte gruppentheoretische Aufbau von 
I’, \aBt sich dazu benutzen, ein vollstandiges Relationensystem fiir J), in den 
Erzeugenden (9) abzulesen. Dazu ist es notwendig, die beiden folgenden Auf- 
gaben zu lésen. Erstens ist zu zeigen, dab jedes Potenzpiodukt der Erzeugen- 
den (9) mittels der aufzustellenden Relationen in die Normalform des Hilfs- 
satzes 1 tibergefiihrt werden kann. Zweitens werden jene Relationen hinreichen, 
um eine beliebige in der Normalform gegebene Relation in das abstrakte Eins- 
element tiberzufiihren. 


Wir denken uns also fortan J‘, durch (9) erzeugt, definieren die GréBen 
P,, dy,, MD, t, (v=1,...,n-—1; E>l; o=1, 2) 
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durch (4), (5), (8), (10) und erzeugen U, UM, M™, F, G, L, N und Q wie in 
Paragraph 1. Fiir U hat Macnvs [5] ein System definierender Relationen an- 
gegeben, das abkiirzend mit 


(22) U=E (u=1,...,m) 


bezeichnet sei. Es ist sehr einfach, ein System definierender Relationen fiir 
in den Erzeugenden (11) anzugeben. Man nehme namlich das Magnussche 
Relationenssystem (22), die Vertauschbarkeitsrelationen 


(23) (t.., MQ”) = (t,,, MM) (»,u=1,...,.n;1 Sl<k sn;l <8<r<n) 
und Relationen, welche die Beziehung 


‘E 0\(U 0 U 0 (/ E 0) 
(24) (> Blo o-)=(o v-)(ore &) 
zum Ausdruck bringen. Letzteres soll heiBen, daB man diese Relation hinschreibt 
fiir 
(- 7) = MY, tes (y=1,....”; 1 sl<k sn) 


U 0 + + F 
- o~s) = 0,_3; , dz; (a =2,.. - n) ° 


Man sieht sofort, daB ein Teil der so erhaltenen Relationen Folgerelationen der 
ibrigen sind. (22) bis (24) bilden ein System definierender Relationen fiir £. 
Denn vermége (24) laBt sich jedes Potenzprodukt der Erzeugenden von & 
schreiben als Potenzprodukt der Erzeugenden von 21 mal einem Potenzprodukt 
der.M‘, t,,. (22) bzw. (23) erlauben es, diese beiden Faktoren in das abstrakte 
Einselement iiberzufiihren, sofern man von einer Relation in & ausgeht. 

Das durch (22) bis (24) beschriebene System definierender Relationen fiir £ 
werde abkiirzend mit 


(25) | F=E (v»=1,..., p) 
bezeichnet. Ferner sei 
(26) Q,=E£ (s=1,...,¢) 


ein System definierender Relationen fiir Q, das man etwa aus den Gottschling- 
schen Untersuchungen ablesen kann. Man nehme noch die folgenden wegen (18) 
geltenden Vertauschbarkeitsrelationen hinzu, 


dj, 4-4 My = M$? d;, i-1 


27 
C1) P,.,.MP= MOP,., 


(yaxl, ...,%;8=2, ...,%; 98, 4—1), 
wovon natiirlich wieder ein Teil Folgerelationen der iibrigen sind. Dann gilt 
der folgende Satz. 

Satz: Die Relationen (25) bis (27) bilden ein vollstdindiges Relationensystem 
der Siegelschen Modulgruppe I, (n = 2). 

Bevor wir mit dem eigentlichen Beweis beginnen, sollen die gruppen- 
theoretischen Aussagen von Hilfssatz 4 als Folgerelationen von (25) bis (27) 
hergeleitet werden. Zunachst sind die Relationen (27) mit M, an Stelle von 
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M, auch richtig und in (24) enthalten, so dab es 
(Pi, 4;,¢-1) = (MY, MY) (vw +i, i - 1) 
wird. Ferner ist 
(mM, MS) = (MY, MY) (v + mu) 
fir » =n — 1, w= 7 als Relation in Q Folgerelation von (26) und ergibt sich 
allgemein vermége (8) und (27). Ebenso ist die Relation 


(28) O= MO (i=1,...,2) 


fiir i = » als Relation in Q in (26) enthalten und ergibt sich allgemein nach (8) 
und (22). ZusammengefaBt findet man also die elementweise Vertauschbarkeit 
der Gruppen UM und M” (y+ 7%, i— 1) sowie von M” und M“” (y+ yp), 
indem dies fiir die Erzeugenden der einzelnen Gruppen nachgewiesen wurde. 

Die dritte Aussage von Hilfssatz 4 mu8 sich aus dem vollstandigen Rela- 
tionensystem (25) fiir € ergeben, da U“) und B Untergruppen von € sind. 

SchlieBlich hat man zum Nachweis von (21) zu zeigen, daB die Relationen 
(25) bis (27) es gestatten, jeden Ausdruck LN auf die Form N L* zu bringen; 
dabei sind L, L*€ 2, N € RX. Es geniigt, dies fiir die Erzeugenden N von RN und 
L von 2 nachzuweisen. Da 2 c F, ist das eine Folge von (25) fiir alle Erzeugenden 
von X bis auf M°). Die verbleibenden Relationen ergeben sich zu 


d,, MQ = MQ dy (k + 2) nach (18), 

dy, MQY= hae MME NE! nach (10), (22), (28), 

(29) ty MG = MYt,, (k= 2) nach (10), (18), (19), 
tay MQY= ae MY= as nach (29), 
MY MQ) = MYM nach (19). 


also simtlich als Folgerelationen von (25) bis (27). — Wir haben also fortan den 
Hilfssatz 4 zur Verfiigung. 

Die Lésung der zu Beginn dieses Paragraphen formulierten ersten Aufgabe 
wird nun mittels der Relationen (25) bis (27) im niachsten Hilfssatz durch- 
gefiihrt. 

Hilfssatz 5: Sei z ein beliebiges Element aus dem Erzeugendensystem (9) von 
I’. Dann kann 

z-'MM...MMOUNL 
mit Hilfe der Relationen (25) bis (27) in die Normalform iibergefiihrt werden. 

Dabei sind also M™, U, N, L der Reihe nach gegeben als Potenzprodukte 
der Erzeugenden der Gruppen MN, U, N, L. Dieser Hilfssatz erméglicht dann 
die schrittweise Uberfiihrung eines beliebigen Elementes aus /*, in die Normal- 
form. 

Beweis: Ist z = M‘”, Mf”, so fasse man z*! einfach mit dem ersten Faktor 
M) zusammen. Da bereits das vollstandige Relationensystem (22) von U in 
dem zu untersuchenden Relationensystem vorkommt, kann man die Erzeugen- 
den (3) ersetzen durch die Erzeugenden . 


Gennes Tes Oe | GPE, +. B— LS ial, ...5 8 
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von U. Ist z = O,, so zeigen (19) und (28) die Méglichkeit, z mit M“ zusammen- 
zufassen. Sei nun z = P,. (8), (18) und (19) gestatten es, z*' durch M™ ... M® 
hindurchzuziehen und mit U zu vereinigen. Dabei andern sich lediglich M“ 
und M+», — SchlieBlich seiz = d,,,,,_,. Der Hilfssatz 4 zeigt, daB es ausreicht, 


d=}_,M™ M@-0U 


- in die Normalform iiberzufiihren. Nun erlauben es die Relationen (22), U in der 
Normalform des Hilfssatzes 3 anzunehmen, wobei wieder der rechte Faktor N L 
nach Hilfssatz 4 weggelassen werden kann. Also hat man nur noch 


(30) df1_,M™M@-DU*U® (U*EURR, UME UM) 


in die Normalform iiberzufiihren. Die ersten vier Faktoren sind aus N. Unter 
der Annahme, da8 der zu beweisende Satz iiber die Vollstandigkeit des Rela- 
tionensystems fiir n — 1 statt » richtig ist, kann man mittels der Relationen 
(25) bis (27), welche das entsprechende Relationensystem fiir N = J),_, ent- 
- halten, jenes Produkt der ersten vier Faktoren auf die Normalform von J°,_, 
bringen. (30) nimmt dann die Gestalt an 


(31) M”...M%UNVU®, 

wobei jetzt N und V Potenzprodukte der folgenden Elemente sind 
N= (0,-;, 4;-3,4, 4;,¢-1, Mi = 3, .. ..n; o=1, 2), 
V=D (dy,, ty, MO |k = 3, ..., n). 


Es ist also insbesondere’ V € 33, so daB nach (20) der Faktor U® in (31) vor 
den Faktor V gezogen werden kann. Dies gibt 


M™ ...M®UNU® V* 


mit V*€ B. Die Relationen (22) und (18) zeigen die Vertauschbarkeit von U®) 
und N, so da8 man U® mit U vereinigen kann. SchlieBlich ist BC NL, so dab 
nach (21) V*= NZ und damit die Normalform erreicht wird. 

SchlieBlich soll die zweite am Anfang dieses Paragraphen gestellte Aufgabe 
gelést werden in 

Hilfssatz 6: Die Relationen (25) bis (27) erlauwben es, eine beliebige in der 
Normaljorm gegebene Relation von I’, in das abstrakte Einselement iiberzufiihren. 

Beweis: Sei 
(32) M™...M®UNL (=£) 


eine Relation in der Normalform. Indem man noch evtl. M® von rechts mit 
M$>? und U von links mit O, multipliziert, folgt nach Hilfssatz 2, daB simtliche 
Faktoren aus N 2 sind und nach (17) M sogar zu 2 gehért. Dann ist M) eine 
Potenz von M‘ allein, und vermége des Systems definierender Relationen 
‘von M®, 

(33) (ME MOPYMS2—= FL, MPA=E, 

fir y= 1, kann man M® auf die Form M?*¢ 2 bringen. Die Relationen (33) 
fiir y = n sind aber als Relationen in Q Folgerelationen von (26) und ergeben 
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sich fiir beliebiges » aus (8) und (25). — U €UN N ist Potenzpredukt von 
U = > (d,,,0;-,; d;-1,45 dy, i-1 | k == 2, se 4 n; i = 3, “24 n) ; 


also vermége der Relationen (22) von U in ein Potenzproduk: cer Erzeugenden 
von N und & iiberfiihrbar. Folglich kann (32) nach (21) auf die Form 


NL (=E) 


gebracht werden. Dann ist aber nach (15) N eine Relation in N und L eine 
Relation in 2. L laBt sich als Relation in £ vermége (25) in des abstrakte Eins- 
element iiberfiihren und N unter der Annahme, daB der behauptete Satz fiir 
I, -, statt I’, richtig ist. 

Ein InduktionsschluB vollendet den Beweis der beiden letzten. Hilfssatze, 
wodurch dann die Vollstandigkeit des Relationensystems (25) bis (27) erkannt ist. 
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Homotopical Cohomology and Cech Cohomology 
By 
Peter J. HuBER*) in Ziirich and Geneva 


1. Introduction 


Let K(G, n) be an Eilenberg-MacLane complex, i.e. a CW-complex having 
a single non-vanishing homotopy group G in dimension n. The n-th Homotopical 
Cohomology Group H*(X ; G@) of a space X is defined as the group of homotopy 
classes of maps X + K(G, n), the group structure being induced by any of the 
H-structures of K(G,n). It is rather irrelevant whether we consider only 
basepoint-preserving maps or all maps (as we shall do here), since it may be 
shown easily that we obtain for n > 0 the same groups. 

It will be proved that for paracompact Hausdorff spaces X, the homotopical 
cohomology group H*(X; @) is isomorphic with the Cech cohomology group 
A(X; @), provided either that G is countable or that X is a k-space ([6], 
p. 230; the most important k-spaces are the Hausdorff spaces which are either 
locally compact or satisfy the first axiom of countability). 

This assertion or similar ones seem to be known only for the particular case 
where X is.either a polyhedron or a compact space; they have been proved 
either 

(a) by an application of obstruction theory, and thus establishing a 1 — 1 
correspondence between the homotopy classes and the elements of some 
cohomology group, or 

(b) by verifying the Eilenberg-Steenrod axioms (they are valid if X is a 
normal space) and then applying the various uniqueness theorems (cf. [1]), or 

(c) by straightforward identification of the homotopical cohomology groups 
with the simplicial groups of a complex ([2]). 

The proof below is quite different and seems to be interesting in itself. Its 
main idea is to realize the space K (G, n) as a topological group, and to investi- 
gate the sheaf cohomology of the sheaf of germs of continuous functions 
X + K(G, n). (Throughout this paper, we use sheaf cohomology in the sense of 
GROTHENDIECK-GoDEMENT [5], [4], which is isomorphic with Cech sheaf 
cohomology, if X is paracompact.) 

The proof proceeds by a number of lemmas: 


*) This research was partly supported by the U. S. Department of Army through its 
European Research Office. 
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2. Local contractibility y 


Lemma 2.1. Let Y be a space having the homotopy type of a CW-complex. 
Then Y is weakly locally contractible (wlc, FapELL [3]), i.e. each point y € Y 
has a neighborhood U which is contractible in Y. 

Proof. It is well known that simplicial complexes are wic. Since the 
property wlc is an invariant of the homotopy type, the assertion follows. 

Lemma 2.2. Let Y be pathwise connected, and let EY be the space of 
paths beginning in some fixed point o of Y. The fibre map p: EY + X, which 
maps each path on its endpoint, admits local sections if and only if Y is wle. 

Proof. Assume that Y is wie, and let U be a neighborhood of y € Y which 
is contractible in Y. Since Y is pathwise connected, there is a contraction 
gy: U x I= Y which contracts U to the point o. Then we define a local section 
y:U+EY by y(u) (t) = y(u,t). Conversely, each locel section defines a 
local contraction. 


3. The K(G, n)-sheaves 


According to MILNor [7], there exist CW-complexes K(G,n), which are 
topological abelian groups, if G is countable. By G* = Q"—* K (G, n), we denote 
the (n — k)-fold iterated space of loops on K (G, n); G* is an Eilenberg-MacLane 
space K (G, k) having the homotopy type of a CW-complex (MILNor [8]). The 
group structure in K (G, m) induces topological group structures in G* and in the 
space of paths EG*. Obviously, we have exact sequences of topological groups 


(1) O-> Gt-1-!+ EG*"+ Gr +0 (lsksn) 
) and p being the natural inclusion map and fibre map respectively. 

Let 9 and &* be the sheaves of germs of continuous functions on a space X 
with values in G* and EG* respectively. 

Lemma 3.1. The exact sequences (1) induce exact sheaf sequences 


O-> Gr-1 J gk + Gt_.0 (lsksn). 


Proof. (1) Exactness at the left hand term is clear. 

(2) Obviously, we have p,j, = 0. Since j is a homeomorphism of G*-" into 
EG*, each germ of &*, which is mapped by p, onto zero, is the image of some 
germ of Y*-1!; hence, we have exactness at the middle term. 

(3) By Lemma 2.1, G* is wie. Since G* is pathwise connected for k > 0, p 
admits local sections (Lemma 2.2); hence, p, is epimorphic. 

Lemma 3.2. Let. X be a paracompact Hausdorff space. If the space £ is 
contractible, then the sheaf & of germs of continuous functions X > E-is soft 
(‘faisceau mou”). 

Proof. We have to show that any section s of & over a closed subset A Cc X 
may be extended to a section over X. s may be represented by a continuous 
function s’ : U + E, U being an open neighborhood of A. Since a paracompact 
space is normal, we may find open sets V, W suth that U>V >V>W>DWDA. 
By the Urysohn Lemma, we have a real valued continuous function f : X > J 
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which is o on W and 1 outside V. Let gy: E x 1+ E be a contraction of E: 
g(x, 0) = x, p(x, 1) = 0. We define 

8" (x) = y(s' (x), f(z)), re U ’ 

8"'(x).=0 | BEV. 
Obviously, s’’ is continuous, and we have s’’ (x) = s’(x) for x € W. Hence, s”’ is 


an extension of s. 


4. Exact sheaf cohomology sequences 
Proposition 4. Let X be a paracompact Hausdorff space, G° a topological 
abelian group, and Q an open and closed subgroup of G°. By 9° we denote 


the sheaf of germs of continuous functions X + G°. If Q is contractible, then 
we have 


H™(X; 9°) ~ H™(X; G/Q) (m > 0), 


Proof. Let 2 and Y be the sheaves of germs of continuous functions on X 
with values in Q and G = @°/Q respectively. Since G is discrete, Y is a constant 
sheaf. Then we have an exact sequence of sheaves 


0+92+9+G+0. 
The left hand term 2 is soft (by Lemma 3.2); hence, H™(X; 2) =O (m > 0). 


The exact cohomology sequence 
-+—» Am(X; 2) + A(X; 9) + A(X; GY) + Am+1(X; 9)... 
implies H™(X; Y°) ~ H™(X;Y), (m> 0). 
Since H™(X; G) = H™(X; Y), the assertion follows. 
Now consider the exact cohomology sequences induced by the exact sheaf 
sequences of Lemma 3.1: 
-+ > Hm (X; Gt-l) + A(X; &) + A(X; G*) + H™+1(X; G'-1) 5 - - 
Lemma 3.2 implies that &* is soft; hence, H™(X ; &*) = O for m > o. Therefore 
Hm +1(X; G1) ~ H(X; 9), (m > 0) 
HY(X; G*-1) ~ A(X; 9*)/Im H(X; &) , 
and thus 
An(X; 9°) ~ H°(X; 9)/Im H°(X; &"), (n > 0). 
H°(X; 9") is the group of global maps X + K(G, n), ImH°(X; &*) is the 
subgroup consisting of those maps, which may be factored through the map 


E K(G,n) > K(G, n), i.e. precisely of the nullhomotopic maps. Hence, we have 
the following isomorphism between Cech and Homotopical Cohomology : 


H"(X; 9°) ~ H*(X; G@), (n > 0). 
Theorem. Let X be a paracompact Hausdorff space. The homotopical coho- 


mology group H"(X ; G) is isomorphic with the Cech cohomology group H"(X; G), 
provided either that G is countable, or that X is a k-space. 
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Proof. If @ is countable, this follows immediately from the preceding 
isomorphism and Proposition 4, since the component of the zero element of 
G® = 2" K(G,n) (which is open in G®°) has vanishing homotopy groups, and 
is therefore contractible. If G is not countable, then the group operation in 
Milnors realization 

m: K(G,n) x K(G,n) > K(G, n) 


is not necessarily continuous. However, a closer inspection of the above proof 
shows that continuity of m actually is needed only to guarantee that the sum 
8’ + 8” of two continuous local functions s’, s’’ : U + G* (and EG* respectively) 
again is continuous, so that we may introduce a group structure into the 
sheaves. Since the restriction of m to compact subsets is continuous in any 
case, it follows that s’ + s” : U + K(G,n) is continuous on compacta, which 
implies continuity, if X is a k-space. For the spaces G* and EG*, a somewhat 
more complicated argument is necessary. First, one replaces the set of maps 
Map(U, G*) in a canonical way by the subset of Map(U x S,_,, K(G,n)) 
consisting of those maps which map U x {0} onto o. Lemma 2.10 of [9] then 
implies that X x S,,_, is a k-space, and continuity of s’ + s’’ follows. An ana- 
logous consideration shows the same for the spaces E G* instead of G*?). 

It is easy to show directly that the theorem is valid in dimension n = 0, too. 
If we consider only basepoint-preserving. maps X > K(G,n), then we obtain 
the reduced instead of the ordinary cohomology groups. 
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continuous on compacta.) 
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Hyperbolic surfaces of the form z= f(x, y) 
By 
RoseErt Oss—eRMAN*) in Washington, D. C. 


Given a surface of the form z = /(z, y) over the whole z, y-plane, it is 
called hyperbolic if it can be mapped conformally onto the interior of the unit 
circle. The question whether any such surfaces exist was raised by LOEWNER 
and has been answered by the construction of a number of examples. In the 
present note, an example is given which is considerably simpler than the 
previous ones of the author [4, 5], and where the proof that the surface is 
hyperbolic consists of an explicit quasiconformal map onto the unit disk. The 
proofs that the surfaces in [2] and [3] are hyperbolic are more involved, but 
it should be pointed out that the surfaces constructed there are infinitely 
differentiable to start with, whereas we would need some sort of approximation 
theorem if we wished to obtain infinitely-differentiable hyperbolic surfaces. 

The surfaces which we shall consider are polyhedral. By a conformal map 
of a polyhedral surface onto a plane region, we mean a topological map of the 
whole surface which is conformal in the interior of each plane face’). The 
behavior of the map along the edges and at the vertices is then uniquely 
determined by classical theorems in function theory. 

We first define a surface S over the strip => 0, 0< y= 1. The chief 
property of S is that z oscillates rapidly between 0.and 1 as y goes from 0 to 1, 
the rate of oscillation increasing exponentially with x. More specifically, on 
each ray: x > n, y = k/3", we have z = 0 orz = 1 according as k is even or odd. 

We denote by S, the part of the surface over OS x51, 0S ysl. 
It may be chosen as an arbitrary polyhedral surface (the union of a finite 
number of plane triangles) of the form z = {(z, y), satisfying 

1. the boundary of S, consists of the line segments joining successively the 


points (0, 0,0), (1, 0,0), (1,5 +1), (1, 4,0), (1.1, 1), ©, 1, 1), 00,0); 
2. none of the triangles of S, lies in a plane parallel to the y-axis. 


Such a surface can easily be constructed using four triangles. 
We or tr by S,, the part of the surface over the rectanglen << eS n+ 1, 


0S yS a, defined in terms of S, by setting 


f(x, y) = f(z—n, 3"y). 


*) This work was supported by the Office of Ordnance Research, U.S.Army. 
1) This elegant characterization of the conformal structure of polyhedral surfaces was 
pointed out to the author by L. Bers. 
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We then extend the surface over the square nS rin+1,0S yl, by 
successive reflections in the vertical planes y = k/3", k= 1,2,...,3"—1. 
By virtue of property 1 of S,, we obtain in this way a polyhedral surface S 
of the form z = /(z, y) over the whole strip x > 0,0 < y= 1. 


We now define a map ¢ of S onto the rectangle R: 0 < <3 Osnsl, 


by setting 
3 1 l 
f=%3 (\—s) +o for nS x«sn+l. 
n=Yy 


The map ¢ thus defined is clearly a topological map of S onto R, and it is 
furthermore linear in each triangle of S. We show next that the ¢latations of 
all of these linear maps are uniformly bounded above. 

Let 7, be an arbitrary triangle of S,, and let 7, be the corresponding 
triangle in S,. If the plane of 7, is z = ax + by + c, then T’, lies in the plane 
z= a(x—n) + 3"by + c. In terms of the variables £, 7 we obtain 


ds? = da? + dy? + d2* = 3°"(E dé + 2F dé dn + Gdn?) 
where 
E=a*+1, F=ab, G=6?+3-2" 


for points on 7',. Hence 
E+@  a++1+3-" 2+ a* + OF 


jke—-F jet @+hs™ + b 

where we note that b + 0 by property 2 of S,. 

Thus we obtain an upper bound for the dilatation on 7',, depending not 
on n, but only on the corresponding triangle 7, of S,. Since S, consists of a 
finite number of triangles we obtain a uniform bound for all triangles of S. 
Along the common edge of two triangles the map ¢ will not be differentiable, 
but as is well known [1], the maximal dilatation remains unchanged if we 
delete analytic arcs. Thus ¢ is indeed quasiconformal. 

To obtain the example cited in the introduction, we merely extend S by 
successive reflections to a surface W over the whole plane, and then extend the 


map @, again by reflection, to a map of W onto the infinite strip 7’: = < 


<E< bt . This extended map will be quasiconformal (with the same maximal 


dilatation as g) and if we compose it with an elementary conformal map of 7 
onto the unit disk D, we get an explicit quasiconformal map of W onto D. 

Remark: Although the surface W is of interest because it (and the map 
onto D) may be given in such an elementary and explicit manner, it is worth 
noting that if the surface S is extended in an arbitrary manner to a surface W’ 
over the whole plane, then W’ must be hyperbolic. Namely, if W’ were para- 
bolic, it would follow that S must have a single prime end at infinity, which 
would in turn imply that under a quasiconformal map, the ideal boundary 
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of S at infinity would correspond to a single boundary point. But under » we 
obtain the whole right hand side of the rectangle R. 

It is also.worth noting that by altering the polyhedral surfaces S and W 
in sufficiently small neighborhoods of their edges and vertices, we can construct 
infinitely differentiable surfaces having the same conformal properties. This 
may be done by the method used in [5], or again by means of quasiconformal 
mappings. 
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Linearization of a Homeomorphism 
By 


A. H. CopeELanp 3r.*) in Lafayette (Indiana) and J.pE Groot**) in Amsterdam 


Introduction 


A classical result of URysoxHN states that every separable, metrizable 
space M is topologically imbeddable in separable Hilbert space H. In this 
sense one may say that H is universal for the class of separable, metrizable 
spaces. Now suppose that @: M — M is an autohomeomorphism of M onto 
itself. We shall define a fixed bounded linear homeomorphism A of H onto H 
such that H, A is universal for the class of pairs of the form M, p. That is. 
if M, ¢ is given, then there exists an imbedding wu: M > M* = uM of Min H 
such that the map g* = uw gu! on M* is equal to the restriction of A to M*. 
In other words, we have replaced the pair M, » by a topologically equivalent 
pair M*, ~* such that the map g* of M* Cc H is linearized. This result is 
derived in Section 1. Although it is possible to generalize these results to other 
maps and other spaces (see, e.g. [4]), we restrict ourselves in this paper to the 
investigation of a single homeomorphism on a separable, metrizable space. 

In Section 2, we investigate the case in which M has finite dimension n and ¢ 
has finite order. The classical result of MENGER-NOBELING-HUREWICz states 
that M can always be imbedded in E*"*!, Euclidean space of dimension 27 + 1. 
Now we want such an imbedding M* of M that the map g* corresponding to @ 
is induced by an orthogonal transformation of a Euclidean space of least 
possible dimension. Our main result, Theorem III, states that if @ has prime 
order, this can always be achieved in £°"+* (sometimes even in Z*"**). Observe 
that the dimension 3 + 3 does not depend on the prime order. 

Sections 3 and 4 are devoted to showing that the above dimensions are the 
least possible. Section 3 reviews the Lefschetz invariant and adapts it to our 
needs. In Section 4, this is applied to the construction of examples of pairs MV, ¢ 
which cannot be linearized in dimensions less than those specified. The main 
result has been announced in [2]. 

The authors are indebted to Victor KLEE and Hans SaMeEtson for valuable remarks. 


*) Received support from the Office of Ordinance Research (Contract No. DA — 33 “2; 
088 — ORD — 1988). 

**) Received support from the National Science Foundation (Contract No. NSF 
G — 12980). 
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Section 1. Homeomorphisms of arbitrary order 


Let the pair M, m denote a separable metrizable space M and an auto- 
homeomorphism g: M + M of M onto itself. Z or £* will stand for Euclidean 
space or n-dimensional Euclidean space respectively. H stands for separable 
real Hilbert space. The symbols @, A,... will indicate linear autohomeo- 
morphisms of some linear space L onto itself. 

Definition. The pair M, m admits a (topological) linearization in the pair 
L, @ if there exists a topological imbedding 

u:M->L 
such that 
ep=Pu. 


That is, the space M must be homeomorphic to a subspace M* = uM of L 
in such a way that the autohomeomorphism 


y= pee 
on M* is a restriction to M* of the linear map @: 
g* = @| M*. 


The pair M*, g* is “topologically equivalent” to M, g. So, if we have the 
situation as described in this definition, the map @ is topologically linearized 
and the equivalent map g* | M* admits a linear extension @ over L. 

It may happen that one and the same pair L, ® linearizes a whole family 
of pairs M, ¢. In this case we say, that the family {M, ~} admits a universal 
linearization L, ® (thus universal means “‘universal with respect to the given 
family”’). 

We shall use a fixed orthogonal coordinate-system in H, enumerated by 
means of two indices (i, m)-in the following way: The points z of H will have 
real coordinates 2;, ,, 

x = (Xi,n) i€I,n€A 


where i runs through the positive integers J and n runs through all integers A. 
Definition. The transformation A 


y=Az 
of H onto itself is defined by the formulae 
Yi,n= 2%, n41> i¢€l,n20 
(1) 1 , 
Yi,n= F %isnt1> i¢€I,n<0. 


A is easily to be seen a bounded linear autohomeomorphism on H. The fact that 
every autohomeomorphism g on M can be linearized by a bounded linear 
operator in Hilbert space, actually by A, so in a universal way, is expressed in 
the following theorem. 
Theorem I. The family of all pairs M, qm — where M is some separable 
metrizable space and g indicates some autohomeomorphism of M — admits a 
Math. Ann. 144 6 
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universal linearization in the pair H, A, where H is separable Hilbert space 
and A the bounded linear operator defined by (1). 
Lemma 1. Suppose k,,, (¢¢ 1, €A) are non-negative reals for which 


d Kin<@. 


Then the set Z = {z} of all vectors z = (z,,,,) for which 


0 s Zin Ss Kin , 
is a compact subset of H. 
The proof follows in a way similar to the proof of the compactness of the 
fundamental cube. 
Proof of Theorem I. Using a theorem of URysoHN we can think of M as 
being imbedded topologically in the fundamental cube of the sub-Hilbert 
space H’ of H, where H’ is defined as the set of all points x of H for which 


(2) Z%,.220, if 2+0. 
So every point xz € M satisfies the relations (2) and 
(3) 0S % oS +: 

Now we define a map «4: M+ M* c H by 


hr= z* = (xn) 
with 


(4) xf, = 2—"\(g*z),,, tel,neA. 
We observe the following facts 
(i) One can easily find numbers &,,,, (satisfying the proposition above) 
such that 
0s 2f, <= k,,.- 


This proves that uM = M* = {x*} is a subset of H and that its closure M* 
in H is compact. 

(ii) ~ is one to one. Indeed yw! is apparently a projection, obtained by 
setting all coordinates z¥,, (n + 0) of a point z* equal to zero. 

(iii) ~-* is continuous since it is an orthogonal projection. u is continuous 
too, since @ is continuous, so if the sequence x/ converges to x in M, the 
coordinates xt, (fixed i, n) of x*/ tend to z¥,,, so x*’ tends to x*, since coordi- 
nate-wise convergents implies convergence in the compact subset M * of H. 

This proves that 4 is a homeomorphism of M onto M*. So M*, y* with 
g* = ugu-' is —— to the given pair M, » 

The action of y* on M* is apparently Mintel by the following ttans- 
formation 

y* = gx 
with: 


y2, = 2-'"! (g*+12z),,9. 
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Yen = 228 n41, if n20, 


, a ae if n<0. 
Hence ¢* is equal to A restricted to M*, which had to be proven. 

Remarks. (1) Theorem I can be restated in terms of extension of the 
homeomorphism g. In particular y* can be extended topologically over the 
compact closure M* of M*. 

(2) Morris Kunz, Representation of homeomorphisms in Hilbert space, 
Bull. Am. Math. Soc. 45, 138—140 (1939) states a theorem which has some 
similarity with theorem I, although it is essentially weaker. However, the proof 
given is incorrect). 

(3) One might ask, whether there exists a wnitary operator linearizing ¢. 
However, this operator would be an isometry and it is known that this is 
generally impossible if g has infinite order. In fact in the most simple, non- 
trivial case of a compact space M which consists of a sequence of points 
converging to a limit point, one can easily define an autohomeomorphism 
which cannot be isometrized. 

In the next section we need a special case of the following theorem. 

Theorem II. Jf M is a finite-dimensional, separable metrizable space and 
if I’ is a finite group of autohomeomorphisms of M onto M, then M, I’ admits 
an orthogonal linearization E*, I'* where E* is a Euclidean space of suitable 
dimension and I* is a group isomorphic to I’ and operating as a group of ortho- 
gonal transformations on E*. 

Mostow [6] proves a much stronger theorem, replacing J’ by a compact 
Lie group with “only a finite number of inequivalent orbits in M”’. However 
the special case expressed in theorem II admits a very simple proof — which 
might be well known, although we have no specific reference — and moreover 
indicates exactly the amount in which our main theorem, theorem III in 
Section 3 intersects with Mostow’s result. 

Proof. Let I’ = {y,, yo, ---; Yn} Where y, is the identity element. M can 
be embedded topologically in (a bounded subset of) some Euclidean space £. 
Let E* be the topological product of n copies of EZ. If x is the vector representing 
a point z € M in E, then the map ' 


u:M—>M*c E* 
is defined (in vector notation) by 
px = 2* = (y, 2, Ye, ..-, Yn X) CE*. 
Observe y, x = 2. 
u is easily to be seen a homeomorphism, so the pair M*, J” with J” = uI'u-* 
is equivalent to M, I’. The action of y¥ € J” on M* is given by the formula 
VE (1%, - + +> Yn) = (Ya Virs - + +> Yn Ve) - 


1) The claim of existence of an “irreducible base” in a topological space is wrong, 
except in a few trivial cases. 
6* 
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So y} is induced by a fixed permutation of the factors Z whose product is £*. 
Using the fact that the right regular permutation group of a group is iso- 
morphic to the group itself (Cayley’s theorem), these permutations form a 
group isomorphic to J”, whence to J’. Since, clearly every such “permutation” 
induces an orthogonal map of E* on E£*, the entire group J” admits a natural 
extension over Z* as a group of orthogonal transformations. This extension 
is the J* of the theorem. 


Section 2. Homeomorphisms of finite order 
Theorem III. The family of pairs M,y, where M is an n-dimensional, 
separable, metrizable space and » is an autoh phism of prime order p, 
admits an (n, p)-universal, orthogonal linearization E*, ®, where E* denotes 
s-dimensional Euclidean space with 
3n+2 if p=2 orif nis odd, 
*=\3n+3 otherwise. 





Addenda. Note that the pair Z*, ® depends only on the pair of integers 
(n, p); the embedding of M in E* will, however, depend on M and on g. The 
map @® can be described as follows. If p = 2, ® is induced by a reflection in 
n+ 1 coordinates of a suitable orthogonal coordinate system in Z* and is 
constant in the remaining 2 + 1 coordinates. If p + 2 and if n is odd (respec- 
tively, n even), then @ is induced by rotations of order p around the origin 
in Fin +1) (respectively, +(n s 2)) mutually orthogonal, 2-dimensional 
subspaces and is constant on the complementary (2 + 1)-dimensional sub- 
space. Observe that it follows from this theorem that linearization in E°"+* 
is always possible and that the dimension 3n + 3 is independent of the prime 
order p. 

In Section 4 it will be proved that the number s is, in general, the best 
possible. However, in many special cases, it is possible to improve on the 
number s. This fact is expressed in Theorem IV, below. 

We break up the proof of Theorem III into several lemmas and another 
theorem. It is understood throughout this section that M stands for an 
n-dimensional, separable, metrizable space and gy for an autohomeomorphism 
of finite order k on M. 

A g-orbit in M is a-subset of the form {pix |j = 1, 2,..., k} (x € M). The 
orbit space Q of M, ¢p is the set of g-orbits, together with the quotient topology. 
The quotient map w: M > Q is called the orbit projection. 

Remark. If B is a subset of M, then w-!w{B]= Bu o[B] U-:: u o*-*[B]. 
Since @ is a homeomorphism, w~! w[B], whence w[B] is open (closed) when- 
ever B is open (closed). Thus the map w is both open and closed. 

Lemma 2. The orbit space Q of M, is separable, metrizable and has di- 
mension n. 

Proof. Suppose & is a prime number. It is routine to verify that Q is 
separable and metrizable. Let m € M be a point not fixed under g. Then there 
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exists a suitably small closed neighborhood U of m such that U, pU,...,g*-1U 
are mutually disjoint. This means that w is a homeomorphism on U, whence 
dimwU = dimU s n. Note that wU is closed in Q. The subset A of g-in- 
variant points of M is mapped homeomorphically by w. Again, A is closed and 
dimwA < n. Since Q is separable, metrizable, we may write Q as the union 
of wA and a countable number of sets of the form w U. From the Sum Theorem 
of dimension theory it follows that dimQ < n. On the other hand, if dimQ 
were less than n, then wA and each wU would have dimension less than n. 
Thus A and each U would have dimension less than n. Then the Sum Theorem 
would lead to the contradiction: dim _M < n. The case in which k is composite 
can be reduced, by iteration, to this case. 
Definitions. Let a pair M, p be given. A map 


t:M—M, 


is called a tracer projection, and the space M, is called a tracer space, if there 
exists an autohomeomorphism 9,, the tracer map, of M, such that 


TP = Gt 


and such that t is one-to-one on each g-orbit of M. In this case we call M,, y, 
a tracer (pair) of M, m under the tracer projection t. Examples of tracers we 
shall encounter : 

(i) Let gm be an orthogonal transformation of some Euclidean space £. 
Then @ is one-to-one and maps the unit sphere S onto itself. If M is some 
subset of E which does not contain the origin and which is mapped onto itself 
by ¢, then the central projection t (from the origin) of M into S is a tracer 
projection with tracer space M, = t[M] and tracer map gy, = ¢ | ¥,,. 

(ii) Let g and g’ be rotations of prime period p on the linear spaces E 
and E’, respectively. Let K be the subspace of g-invariant points in Z, and let 
M c E x E’ be some subset which is mapped onto itself by the map @ x qg’. 
Note that the orbits in M under (g x ¢’|M) are of just two types: those 
consisting of p points and those consisting of a single point. The natural 
projection A: E x E’ + E defines a tracer projection of M, (q x g’| M) if and 
only if no orbit of p points is mapped by A into K. The tracer in this case is 
A(M}, (p|A[M)). 

The fact that, in many cases, the pair M, @ is determined by its orbit 
space and some tracer pair ig expressed in the following lemma. 

Lemma 3. Let M, p and some tracer M,, p, be given. Then the map 


4: M+M,x@Q 


given by A(x) = (tx, wx) (x € M) is an imbedding and the map y* of M*=A[M) 
on itself, given by p* (tx, wx) = (tyx, wx) (x € M) is an autohomeomorphism. 
Thus d is a topological equivalence between M, y and M*, o*. 

Proof. A is one-to-one, since if 2, + 2, and tz, = Tq, then x, and z, must 
belong to different g-orbits, whence w 2, + w2,. The function A is continuous, 
since both t and w are continuous. The fact that A-! is continuous may be 
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deduced from the fact that @ is closed and t 1 — 1 on each orbit. The rest of 
the conclusion follows from the observation that ~* = AgA-'. 

According to Theorem II, every tracer M,, py, admits an orthogonal 
linearization E,, ®,. 

Definition. The rank of M, ¢, rank (M, ¢), is the least integer r for which 
there exists a tracer M,, gy, and a pair L,, ®, (linearizing the tracer) such that 
dim E£, = r. 

Definition. emb(M, ¢) is the least integer / such that the orbit space Q 
of M, @ can be topologically imbedded in Euclidean I-space. 

Theorem IV. If M is a finite dimensional, separable metrizable space and 
if p is an autohomeomorphism of finite order on M, then M, — admits an ortho- 
gonal linearization E, ®, where 


dim E = rank(M, ~) + emb(M, ¢). 


Proof. There exists a tracer pair M,, g, such that linearization of this 
pair in some pair Z£,,®, with dim Z, = rank(M, q¢) is possible. On the other 
hand, the orbit space Q admits an imbedding in a linear space Z, with dim Z,: 
=emb(M, ¢). The construction of Lemma 3 now produces an imbedding 
A: M > E, x E,, and hence the desired linearization. 

We shall make use of the following classical result. 

Lemma 4. If ® is an orthogonal map on a Euclidean space E, then, in a 
suitable orthogonal coordinate system, ® is induced (in a unique way) by a 
rotation around the origin in a number of coordinate planes, by a reflection at the 
origin in at most one of the remaining coordinate axes, and by the identity on the 
other coordinate azes. 

Proofs of the following two lemmas may be found in [5, pp. 78—80]. 

Lemma 5. Let y be a map of some separable, metrizable space X into the 
n-dimensional sphere S": A point y € y(X) is unstable under y if and only if, 
for every neighborhood U of y, there exists a mapping x of X in S" satisfying 


4(x) = y(z) if y(x) EU, 
y(xz)EU if y(xEeU, 
y ¢x(X). 


Lemma 6. Let y be a mapping of a space of dimension less than m into a space 
containing an open subset U homeomorphic to E™. Then every value of y in U is 
unstable. 

Proof of Theorem III. Applying Lemma 2, we observe that emb(M, y) = 
2n+ 1, since dim M = dimQ =n. According to Theorem IV, we only have 
to prove that the rank of M, ¢ is at most n + 1, if p = 2 or if n is odd, and that 
it is at most n + 2, otherwise. So, it suffices to construct a tracer M?, p* which 
is linearized in the appropriate dimension. 

We first discuss the case in which ¢ has no fixed points and p + 2. It follows 
from Theorem II that we can linearize M,q by a Euclidean, orthogonal 
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linearization EZ, ®. Applying Lemma 4, we project the imbedded M orthogonally 
into the subspace EZ’ spanned by those coordinate axes of EZ which are not 
pointwise fixed under @. 

Note that since ® has prime period, the reflection is missing. Thus the 
dimension of E’ is even. The image of M will not contain the origin. Project 
this image centrally from the origin into the unit sphere S in Z’. If r is taken 
to be the product of the imbedding of M in £ with the two projections, then 
M,=t(M) is a tracer space and gy, = ®| M, is a tracer map. Now suppose 


(1) dimS >n+2. 


Using Lemmas 5 and 6, we shall prove that, in this case, we can “‘free”’ a great 
circle C on S from M,, i.e., we shall determine another tracer for which the 
tracer space has empty intersection with C, where C is the intersection of S 
with some coordinate plane of E’. Let t+ ®, (0 < ¢ < 1) be a parametrization 
of the geodesic arc, in the group of orthogonal transformations of S, from the 
identity D, to ® = @,. Pick a point c € C and a “‘small” dise D contained in S. 
The disc is to be of dimension one less than the dimension of S, its center is 
to be c, and it is to be orthogonal to C. As ¢ ranges from 0 to 1, the moving 
disc ®,[D] sweeps out a cell 7’, part of whose boundary is D\y ®[D). The 
union of the cells 7, ®[7'], . . ., @?-1[7'] is a neighborhood of C in S, while the 
intersection of any two of these cells is either empty or is a translated disc ®' D, 
provided D is chosen small enough. From (1) and Lemma 6, it follows that tr 
is unstable at some interior point y of 7. Applying Lemma 5, with U being 
the interior of 7 and with y = t, we obtain a map y which frees the point y. 
Let @ be a retraction of 7 \ {y} onto the boundary of 7. The maps D‘o@-* 
(t= 1,...,p— 1) will then be similar retractions of ®‘[7'] \ {®‘y}. We use 
these retractions to create a new map 1’ on M, as follows. If r(x) is in O'T 
(x€M,i=0,1,...,p—1), set r(x) = D'oyD-‘*(xz); elsewhere, leave tr’ (zx) 
= (x). Then tr’: M+ M,C Sisa tracer projection such that M, > C consists 
of, at most, the points c, Oc, . .., ®?-1c. We must still free these points. From 
(1), it follows that dimD >dimM. Therefore, using Lemmas 5 and 6, we 
can change t’ on a small neighborhood of c and free c. When the corresponding 
changes are made at @c,...,®?-1c, we obtain a tracer projection t” with 
tracer space M,, = t’’[M] and tracer map gy, = ®| M,. The next step is to 
project M,. into a Euclidean subspace E” of E’ by setting the coordinates 
of the plane in which C is located equal to zero. The image of M,- does not 
contain the origin, so we can project this image centrally into the unit sphere 
S’ c EB”. As before, this gives us a new tracer whose tracer space is contained 
in a sphere S’ of dimension two less than that of S. As long as the condition (1) 
is satisfied, with S replaced by S’, we can repeat the process. So, ultimately, 
we find a tracer M,., gy» = ®| M,. with M,.c S* and 


dimS*=n or n+l. 


The dimension of the corresponding Euclidean space Z* > S* isn + 1 orn + 2. 
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Since the dimension of E’, whence the dimension of £*, is even, we have, 


n+1 if nm is odd 
n+2 if n is even. 


dim E* = 


This means that the tracer M, ¢ has the required rank. 

Secondly, suppose p = 2 and @ has no fixed points. In this case, we have 
reflections on all of those axes which are not pointwise fixed. We carry out 
a process very much like that of the first case, save that since the rotations 
of the previous case are replaced by reflections, we need free only the two points 
in which an axis intersects the sphere S. Thus our reduction is one dimension 
at a time, and terminates when dim Z* = n +.1. 

Thirdly, suppose g has a nonempty fixed-point set F c M. If x € M, let 
o(x) be the distance from 2 to F in some fixed metric on M. Put 

p-l 


v(ixh= FS o(g'2),. 
i=0 
Note that v is continuous »(x) = »(¢y x) and, since F is closed, vy is positive on 
N = M \ F. Using the appropriate one of the first two constructions; we obtain 
a tracer projection 
o*: N>N,.c S* c E* 


for the pair N, g|N such that dimZ* = n +1 or n+ 2, as required. The 
desired tracer projection t* is now obtained by mapping F into the origin 
of E* and by setting t*(x) equal to the product of the scalar v(x) with the 
vector o* (x) when x €N. 


Section 3. The Lefschetz invariant of a map 


Let F be a field, X a finitely triangulable space and /: X — X a map. 
If n is an integer, then the homology group H,(X; F) is a finite-dimensional 
vector space over F and f, : H,,(X; F) > H,(X; F) is an endomorphism of this 
vector space. Let ¢, be the trace of this endomorphism. The alternating sum 


L(f;F)= 3) (—1)"ty 
is a homotopy invariant of f, and is called the Lefschetz invariant of f. 

Theorem V. Let X be a triangulable space, let 4 be an autohomeomor phism 
of prime period p on X, and let J, be the field of integers modulo p. Suppose that 7 
has no fixed points and that it is simplicial relative to some triangulation T on X. 
If f: X + X is a map such that fA = Af, then L(f; J,) = 0. 

Proof. If x€X is a fixed point of f, then fA'x=A‘fa=A‘zx (i=0,1,...,k—1). 
Thus the fixed points, and, in particular, the fixed vertices, occur in multiples 
of p. The higher dimensional simplexes act in a similar way. Thus the Lefschetz 
invariant is a multiple of p. We express this formally as follows. 

We may assume the triangulation 7' so fine that no simplex intersects its 
4-translates. The Simplicial Approximation Theorem insures the existence of 
a triangulation 7” of X, obtained from 7 by barycentric subdivisions, and df a 
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map g homotopic to f such that g is simplicial relative to 7’. Observe that A is 
simplicial relative to 7’ and that /, =g, on H,(X;J,). Let denote the 
natural equivalence from the chains of 7’ to those of 7”. If o is a simplex of 7” 
(and we shall also use o to denote the corresponding chain) let a(c) be the 
coefficient of o in the chain g(a). An easy modification of the corresponding 
work in [8, § 16] yields a proof of the fact that 1 


L(g; J,) = d {(—1)’a(o) |j = 0, 1. . . ., ¢ aj-simplex of 7”} . 


Let R; be a set consisting of exactly one j-simplex of 7” from each A-equiva- 
lence class. If o€ R,;, then gad‘'o=A'gao (i =0,1,...,p—1). Thus 
a(A‘o) = a(oc). From this it follows that 


L(g: J,) = d {(-—1)’pa(o)|o € R;,j = 0,1,...} =0. 
Thus L(f/; J,) = L(g; J,) = 9. 


Section 4. The minimality of the imbedding dimension 


In this section we shall describe, for each non-negative integer n and each 
prime p, a space X,,, and an autohomeomorphism ¢,,, such that X,,,, Pn, » 
cannot be linearized in dimension s — 1, where s = 3n + 2 if p= 2 or if n 
is odd and s = 3n + 3 otherwise. 

Let a non-negative integer r and a prime p > 2 be given. Let C’ denote 
a complex r-dimensional vector space and let + 1 be.a pth root of unity. 
The transformation sending z € C’ into &z is an isometry leaving the origin 
fixed, and thus induces an autohomeomorphism A of period p on the unit 
sphere S?’-! in C’. Let B, be the open unit ball ' 


B, = {2|2 €C", jz] < 1}, 
let B, be its closure and let J, be the discrete topological group of integers 
modulo p. Define the function 
a: B, x J, S**-1\U (B, x J,) 
by 
z if z€S*"-,i¢J, 


a (z, a-{. i) if z€B,,i€d,. 


Let K,, , be the topological space whose underlying pointset is S**-1 > (B, x J,) 
and whose topology is the quotient topology under «. Note that K,,, has a 
finite, 2r-dimensional, cell-decomposition. Let v= v,,,: K,,,~> K,,, be the 
map induced by (z, i) > (€z, i + 1) (z € B,,i €J,). It is immediate that » is an 
autohomeomorphism of period p, and that it has no fixed points. 

If n is a positive integer, let A, be the n-skeleton of a (2m + 2)-simplex. 
We may assume A, disjoint from S*"-! and K,, ,, for all r, p. Define the spaces 
X,,,» a8 follows 


d4,US" if p=2 
X,,,=}jA, U S**-! if n=2r—1 is odd, p an odd prime 
A,UK,,;, if n= 2ris even, p an odd prime . 
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Define the autohomeomorphisms ¢,,, of period p on X,,,, by setting 
x if x€A,, 
Pn, 2(X) = = if z¢8, 


while, for p a prime larger than 2, 
z if z€A, 
pane fi if n=2r—1,x¢€ S*"-! 
x if n= 2r,2€K,,,. 


Lemma 7. Let S" be the unit sphere in E" +! and let h be an orthogonal trans- 
formation of finite period p on E"*+!. Then S* has a triangulaticn such that h| S" 
is simplicial. 

Proof. Let o be an (nm + 1)-simplex in £"+! whose interior ccntains the 
origin 0. If A is any subset of £"*+!— 0, let 

KA = {ta|t>0,a€ A} 
be the cone generated by A. If ao, . . .,0,~, are interiors of proper faces of a, 
the set 
(Koo) 0 (Kh[o,}) 9 +++ 0 (KhY-*[o,-4)) 

is a convex, rectilinear subset of E"*!. Let J be the family of such subsets. 
The following are easily verified: U J = E"+!— 0; h permutes the members 
of J; if two members of J have a point in common, they are the same. The sets 
T r\ 8"(T €J) give rise to a cellular decomposition of the type described by 
PorncaRE [7, pp. 337—343]. The first regular subdivision of such a decom- 
position is defined and is simplicial. The construction of this subdivision 
involves choosing interior points in each of the cells. If these interior points 
are so chosen that they are permuted by h, then A will be simplicial in the 
resulting subdividion. 

Theorem VI. J n is a non-negative integer and if p is prime, then X», 5. Pn, » 
cannot be linearized in dimensicn less than s, where 


3n+2 if p=2orifnis odd, 
*=13n+3 otherwise . 


Proof. Let ¢: X,,,— E* be an imbedding, and let 7 be a linear trans- 
formation on Et such that ¢g = f(y = qn, ,)- Let U be the linear subspace 
of £* consisting of 7-invariant points. Since ¢ is the identity on A,, the image 
set ¢[A,] lies in U. It follows from a theorem of FLorEs [3] that dim U 
= 2n+ 1. Let V be the null space of 7, and set W = E*/(U + V). If 7 is the 
automorphism on W induced by 7 and if g: X,,,— W is the composite of [ 
with the natural projection E‘+ W, then gy= fg. But then g[X,,,] is 
contained in the subspace E“ of points in W which are invariant under 4”. 
It suffices to show u > s — 2m — 1. We shall now regard 7 as an automorphism 
of E“ and g as a map from X,,,, into E*. Then, 

(1) 4 is an automorphism of period p, 

(2) the origin 0 is the only 7-invariant point of E“, 

(3) 99 = fig. 
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Observe that gx = 0 if and only if x € A,, for no point of [[X,, ,— A, can lie 
in U + V. At this point the argument breaks naturally into three parts. 

The case p = 2. 

Since 7 is a linear transformation of period two, v + jv is a fixed point for 
each v € E“. Since 0 is the only fixed point of Z“ under 4, 7v = —v. Thus the 
map which sends zx € 8" into |\g2|-!-ga¢€S*“~-! is a map such that pairs of 
antipodal points are carried into pairs of antipodal points. From [1, p. 483] it 
follows that u — 1 = n. Since s = 3n + 2 when p = 2, this case is now settled. 

In the remaining two cases, we have p > 2, and the argument depends upon 
whether n is even or odd. The conditions (1) and (2), together with the fact that 
p >2 imply that uw is even (see Lemma 4). In both cases we shall use 2m to 
denote the smallest even integer larger than n, so that s = 2n + 1 + 2m. 

The case n odd, p > 2. 

Here, we have n = 2m — | and X,,,, = A" \/ 8S". We shall assume u < 2m, 
whence u <= 2m — 2, and derive a contradiction. Let S*-! be the unit sphere 
in E“. Since x — || x\-!- in is an autohomeomorphism of period p on S*~, 
there exists a map h: S“-!— E* (=C/**) such that 

h(\jx\-*- nx) = E-he 
and 
hzut+éE-hex 
when z € S“-! and & + 1 is a given pth root of unity (see Lemma 5). Let 
f,(x) = \|A(|gx|-* - gx)\-*- h(\gx|-* - gx) 
when x € 8". Then /, : S" > S*-" satisfies 
hex =|h(lgpxi-*-gex)|-*- h(lggxi-*- 9px) 
= |€h(|gx\-* - gx)\-* + Eh(\gx|-* - gx) 
= &f,2 
for x € S". Let 
fs: E* (= Ci2u) —+ kn +1(— C2 (" +1)) 
be defined by 
falZas - « «> Za/qu) = (2, - - +» Sp/gur 0, .- -, 0) (2, -. + Z/gu€C). 
Let { = f,f, : S" > S". Then /[S"] + S", whence { is inessential and L(/;J,)+ 0. 
But 2 = g| S" = |S", from which it follows that Af = fA and L(f; J,) = 0. 
This contradiction establishes the desired inequality s = 2m. 

The case n even, k < 2. 

If n is even, then n = 2m — 2 and X,,,= A, U Km-1,,- Since K,,-1,5 
has no g-invariant points, let us regard g as a map of the form 

9: Kyn-1,4.> E* -—90. 
Note that the (nm — 1)-skeleton of KX,,_,,, is a sphere S*-! and that ¢ carries 
this sphere onto itself. Thus the arguments used in the odd-dimensional case 
show u = n. Let us suppose u = n. The earlier arguments azain yield a map 
f,: S"-1 + S*-1 such that 

hA=he =éth=Ah- 
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Thus L(f,; J,) = 0, and f, is essential. But (g|S*-1) : S"-1-+ EB" — 0 is a factor 
of f,, hence essential. This contradicts the fact that g may be extended over 
the n-cells of K,,_,,,. Thus u >n. Since u is even, u > n+ 2 = 2m. 
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A contraction theorem for abstract graphs 
By 
G. A. Dirac in Hamburg 


Introduction. This paper is primarily concerned with the four colour con- 
jecture. Graph is taken to mean an abstract graph which may have multiple 
edges. Graphs are denoted by Greek capital letters, if J’ is a graph then ¥(J") 
denotes the set of its vertices. Vertices are denoted by l.c. latin letters. An edge 
which joins the vertices x and y is denoted by (x, y) and (y, x). A graph with » 
vertices in which each pair of distinct vertices are joined by one edge is denoted 
by the symbol <v), and a graph obtained from a <v) through deleting oné 
edge by <v—). 

K. WaGNER showed that the four colour theorem is equivalent (!) to the 
following statement: Every 5-chromatic graph is homomorphic to a <5) [1], and 
more recently that every 5-chromatic graph is homomorphic to a (5—} (2). The 
object of this paper is to give a short proof of a general condition for a graph to 
be homomorphic to a (5—) and of the theorem that if J” is a 5-chromatic graph 
then either I’ is homomorphic to a <5) or (Vz) [x€V (I) >I — x is homo- 
morphic to a <5—)}]. The method used is different from the approach in [2], 
it utilises the concept of the degree of connectedness of a graph. All necessary 
definitions are given below: 


Deletion. If I’ ¢ I’ then J’— I” denotes the graph obtained from J” by 
deleting all vertices belonging to J” and all edges having at least one end-vertex 
belonging to J”. 

Contraction. Homomorphism. The graph I" can be contracted into the graph A 
if there exists a mapping ® of Y (I") onto Y (4) such that 1. (Vx) [x €¥ (A) = 
> I — (' — ®"(z)) is connected], 2. (Vx, y) [x, y € ¥ (4) & (x, y) C4... 
contains at least one edge joining a vertex belonging to ®-!(x) to a vertex 
belonging to ®-1(y)]*). The graph I is homomorphic to the graph A, in symbols 
I’ > A, if I’ can be contracted into a graph of which 4 is a subgraph. Two 
obvious properties: (i). If 7 > A and if I’ can be drawn on the surface 3 without 
crossing of edges, then so can J. (ii). If [> A and A > A, then J’ > 1. 


1) ie. I’ = A, or A can be obtained from I’ by shrinking each of a set of connected 
subgraphs of I into a single vertex. 
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Colouring. A graph is x-colourable if its vertices can be partitioned into a set 
of at most x mutually disjoint (colour) classes in such a way that no two 
distinct vertices belonging to the same class are joined by an edge. A graph is 
x-chromatic, or has chromatic number x, if it is x-colourable and is not x’-col- 
ourable if x’ < x. 


Degree of connectedness. The graph J" is said to be A-fold connected if (Wa, b) 
{a,b €¥ (I) &a+b .=>. I contains a set of A paths each of which have a and b 
as their end-vertices, and any two of which have only a and } in common]. 
If I’ is A-fold connected and 4’ < 4 then I is /’-fold connected. 


Theorem 1. Jf I" is a 3-fold connected graph without multiple edges and 
contains a vertex x such that I’ — x is 3-fold connected, then I is homomorphic to 
a (5—). 

The proof utilises the following 


Definitions. A graph obtained from a ¢v) by the process of dividing edges 
into two through inserting new vertices is denoted by (vU), and a graph 
obtained from a <vy—) by this process by (vy U —). (Thus any path is a (2U) 
and also a (3U —) and a circuit is a (3U).) For » = 4 the v vertices of degree 
v — 1 of a (v) or (vU) are called its branch-vertices. A path contained in a <v) 
or <vU) which has two branch-vertices as its end-vertices and passes through 
no other branch-vertex is called a boundaryline of the <v) or (vU). If I, and I, 
are two mutually disjoint graphs then a path is called a (J}) (J°,)-path if-one 
end-vertex belongs to J), and the other to J, and the path has nothing except 
its end-vertices in common with J, U I,. The following simple facts are used 
in the proof of Theorem 1: 

(1) If I’ is a connected graph and I’,, I’, are two non-empty mutually disjoint 
subgraphs of I’, then I’ contains at least one (I) (I’,)-path. 

(2) A <vU) is homomorphic to a <v) and a <vU—) is homomorphic to 
a <v—). 

(3) If A is a (4) or a (4U), x is a vertex which does not belong to A, and 
Y,, Ye, Ys are three (x) (A)-paths such that Y,\ Y;= 2x if 1 < i<j < 3, and if 
the vertices Y, -\ A, Y,7\ A, Yy7\ A do not all belong to the same boundaryline 
of A, then A UY, UY, U Yy can be contracted into a (5—). 

Proof of Theorem 1. Let y, and y, denote two vertices of I" which are joined 
by edges to x. Since J" — = is 3-fold connected, it contains at least one <4) or 
<4U) which has y, and y, as branch vertices [3], let A denote such a (4) or 
<4U), and let the other two branch vertices of A be y, and y,. Let Y;;(= Y;;) 
denote the boundaryline of A joining y, and y; (1 < i,j < 4,i+/)). 

I’ — y, — y- is connected because I" is 3-fold connected, hence J"— y, — yz 
contains at least one (x) (A — y, — y,)-path. If [’— y, — y, contains an 
(x) (A — y, — yq)-path Y such that YN A¢Y,,, then AUeuU(z,y%,)U 


U (2, ¥) Uy (CL) can be contracted into a (5—) by (3), and therefore I’ is 
homomorphic to a (5—). 
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There remains the possibility that every (x) (A — y, — y_)-path contained 
in I’ — y, — y_ has one end-vertex in Y,, — y, — y,- Let it be assumed that this 
is the case. /’— x — y, — y, then contains at least one (Y,.— y, — ¥2) (A— Yj»): 
path because Y,,— y, — ¥,+ 9% and J’ — z is 3-fold connected. Let Y’ denote 
such a path and let Y,, 7 Y’ be denoted by z. Let the graph obtained from J" 
by contracting the edge (x, y,) into the vertex y, be denoted by /*. J* contains 
the edge (¥, ¥2)- YisU Nia U Yes U You U You U (Y Yo) is a <4) or a (4U) 
contained in J, let it be denoted by A*. J* contains three (z) (A*) paths 
satisfying the conditions of (3), namely Y’, the part of Y,, connecting z with y,, 
and the part of Y,, connecting z with y,. Hence by (3) J* > a(5—), and 
therefore, since J’ > J*, I’ > a(5—). This proves Theorem 1. 


Theorem 2. Jf I is a graph with chromatic number 2 5, then either I’ is 
homomorphic to a (5) or (Wx) [x €¥ (I") > I’ — x is homomorphic to a (5—)). 


Definition. A connected graph with finite chromatic number ~ is called 
contraction critical if it is not homomorphic to any graph with fewer vertices and 
chromatic number x. (A <x), with x finite, is contraction-critical.) Clearly 
a finite x-chromatic graph is either contraction-critical or it is homomorphic to a 
contraction-critical x-chromatic graph, because contracting a (2) contained in 
a graph into a single vertex changes the chromatic number by at most 1. 


Proof of Theorem 2. Every x-chromatic graph, x finite, contains a finite 
x-chromatic subgraph. (Theorem of DE Bruyn and Erpés [4].) It follows that 
contains a finite 5-chromatic graph without loops and multiple edges, A say, 
as a subgraph; 4 = I" possibly. To prove Theorem 2 it is obviously sufficient 
to show that 4 is homomorphic to a (5) or else (Vx) [x €¥ (4) > 4 — x is 
h.momorphic to a (5—)}]. If A > a¢5) then I’ > a(5). If 4 + a(5) then either 
A is contraction-critical or 4 is homomorphic to a contraction-critical 5-chro- 
matic graph which is not a (5); suppose that 4 > A*, where A* is 5-chro- 
matic and contraction-critical and has no multiple edges, A4* = A possibly. 
Let x* denote the vertex of 4* onto which x is mapped, x* = x possibly. 
Then 4 — x > A* — 2*. 


Every connected contraction-critical graph with finite chromatic number 
= 5 which has more than 5 vertices is 5-fold connected [5], hence A* is 5-fold 
connected. Therefore 4* — x* is 4-fold connected, hence if any vertex is 
deleted from 4* — x* the remaining graph is 3-fold connected. Therefore by 
Theorem 1 A*— z*>a(5—), hence 4 — 2x >a(5—), consequently 
I’— x >a5—). This proves Theorem 2. 


There exist connected 4-chromatic graphs which are not homemorphic to 
any graph without loops and multiple edges of which a (4) is a proper subgraph. 
a graph consisting of a circuit with an odd number of vertices together with a 
vertex not belonging to the circuit and joined by an edge to each vertex of the 
circuit is an example. 








96 G. A. Dirac: A contraction theorem for abstract graphs 


. 


References 


[1] Waener, K.: Uber eine Eigenschaft der ebenen Komplexe. Math. Ann. 114, 570—590 
(1937), footnote 14. 

(2] Wacyrer, K.: Bemerkungen zu Hadwigers Vermutung. Math. Ann. 141, 433—451 
(1960), p. 451. 

[3] Drrac, G. A.: In abstrakten Graphen vorhandene vollstandige 4-Graphen und ihre 
Unterteilungen. Math. Nachr. 22, 61—-85 (1961), Satz 8. 

[4] pr Bruisn, N. G:, and P. Erpés: A colour problem for infinite graphs and a problem 
in the theory of relations. Proc. K. Nederl. Akad. Wetensch. Amsterdam ser. A 54, 
371—373 (1951). 

[5] Dmrac, G. A.: Trennende Knotenpunktmengen und Reduzibilitét abste.kter Graphen 
mit Anwendung auf das Vierfarbenproblem. J. reine angew. Math. 204, 116—131 
(1960), Reduzierungssatz. 


(Received January 18, 1961) 











Korner, O. 
Math. Annalen 144, 97—109 (1961) _ 


Zur additiven Primzahltheorie algebraischer Zahlkérper 
Von 
Otro KOrNeER in Marburg 


Diese Arbeit ist als Erginzung zu meiner Arbeit [2] gedacht. Es sollen 
Konsequenzen und Verscharfungen von Ergebnissen aus [2] diskutiert werden. 

Sei K ein algebraischer Zahlkérper vom Grade n itiber dem Kérper der 
rationalen Zahlen und befinde sich unter den n zueinander konjugierten 
Kérpern K®,..., K™, wobei n = n, + 2n,, K™ reell fir ]=1,...,n, und 
K®, K+™) konjugiert komplex zueinander fiir / = n, + 1, .. ., m, + m, seien. 
Es bezeichne D die Diskriminante, H die Klassenzahl, R den Regulator und w 
die Anzahl der Einheitswurzeln von X. Fir eine Zahl y aus K bedeute y 
die zu ihr konjugierte in K® (J = 1, . . ., n), und g(a) bzw. (a) sei die Eulersche 
bzw. die Mébiussche Funktion fiir ganze Ideale a + (0) in K. Mit beliebigen 
reellen Zahlen v,,,;(m=1,...,r;l=1,...,m, +m) und beliebigen ganz- 
rationalen Zahlen w,,,(m=1,...,r;l=n,+1,...,, + ,) definieren wir 
fiir alle Kérperzahlen y + 0 folgende r (r natiirliche Zahl) Ausdriicke: 


m+n, ny + M, > \e 
An(y) = IT \y@jit IT (4 ie (m= 1,...,9). 
i=1 


l=n,+1 | 


Eine Kérperzahl y heiBt totalpositiv, wenn y >0 (l= 1,...,,). Zu einem 
ganzen Ideal t + (0) von K definieren wir {2 (t) als die Menge aller totalpositiven 
Kérperzahlen w mit der Eigenschaft, daB (w)t-! ein Primideal von K ist. 
Sei s ein ganzes Ideal +(0) von K und o,,...,0, ganze, zu $ teilerfremde 
K6rperzahlen. Dann setzen wir fiir eine totelpositive ganze Kérperzahl /: 


A,(A) = p I Ay, (Om) ’ 


ee a m=1 


wobei summiert werde iiber alle r-tupel (@,,...,@,) von Zahlen aus {2(t) mit 
(1) +s +0,=4, 

(2) Om = Tp, mods (m=1,...,7), 
(3) joa] < |AM|> (m=1,...,r;l =m, 4+1,...,m + mg). 


In [2] wurde bewiesen’): 


1) Siehe auch Mirtsvrt [3]. 
Math. Ann. 144 
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Satz 1. Fiir alle totalpositiven ganzen Zahlen A aus K gilt bei r = 3 mit 
beliebigem natiirlichen f fiir N(A) > co die asymptotische Formel 


r-1 J-1 ~ i 


Vid (__ N(A) 
Ar(A) = eave (ga-wRH) @r(@) IT An(2) (Hey) 2, Togs eaye® * 


ite 1 
+0 (qeewcay*)» 
wobei die O-Konstante nur von K, r, f, 5, t und den nr Gréfen v,,;, W,,, abhdngt, 
it+™ 869 \fs ™m +m 
b, = A(t) a (= tetaea) . (2 x ie, dv, a) (A(t))-? x 
‘ ae 


rte +he=k 





nm i P(1 + iv,,.:) nm, + 1, r : ; 
}/) oe = IT / Il | onniemyar oid es (z)z dz, 
ir (r+i E om) we Sad a 





hasnt -+5%), @ = 2(l=n,+1,...,m +m), 
fF Mths 
A(t) = (tyne Be 
und J,(z) die v-te Besselsche Funktion ist. Die singulire Reihe S,(A) hat folgende 
Eigenschaften: Sei | das Produkt aller verschiedenen Primideale p von K mit 
N(p) = 2 oder, falls keine solchen p in K vorhanden sind, sei | = (1). Es werde 
2 = [(I,8)-* gesetzt und mit g die Anzahl der Primteiler von 2 bezeichnet. Wenn 


(4) A=o,+-+-+0,mods, 

(5) (s,t)=1, 

(6) t|A 

und 

(7) entweder 2\(r,At-?) oder (2,7) = (2, At) =1 


ist, so gilt: G,(A) = £, (A, $, t), wobei 
©,(a,s,t)=2%®) 7 (i- woeo)) x 











(8) xwp)>e \ N(p)—1 
(N(p) — 1y + (—1y (N(p) — 1) (N(p)—1y 
iT (N(p) — 1)" — (—1) iT (N(p) — ly + (—1y 
pl at-*- N(p)>2 
N(p)>2 


gesetzt ist und die Produkte iiber alle Primideale p von K mit den angegebenen 
Bedingungen erstreckt werden. Offenbar gibt es in diesem Fall zwei positive, nur 
von K, r und 5 abhdngige Konstanten c,, c, mit c,< ©,(A)< C,. Ist mindestens 
eine der Bedingungen (4) bis (7) nicht erfiillt, so ist S,(A) = 0%). 

Uber das Nichtverschwinden der Koeffizienten 6, kann ich wenig aussagen. 
Fir den wichtigsten Fall, namlich ire. 00.,,=060% 1,...,7;2=1,...,%, +) 


*) Diese singulare Reihe unterscheidet sich von der in [2, Satz 1] um den Faktor N (t)’-}. 
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gilt [2, Satz 1): 


b= GF (rr fa wot) >0. 


Setzt man zusatzlich n, = 0, N(t) = 1 voraus, so errechnet man leicht: 





- nr (r) Ia) _ mr a (r—1) 
b= GF (TH Tuy) WF Py (m + 1)(m + r) 


m=0 





>0, 


woraus folgt, daB sich bei f = 1 das Restglied der asymptotischen Formel von 
Satz 1 nicht verbessern l4Bt. Wir werden zeigen, daB sich die in Satz 1 auf- 
tretende asymptotische Reihe durch eine von / unabhangige Funktion er- 
setzen laBt, die ein beziiglich des logarithmischen Faktors‘beliebig kleines 
Restglied gestattet. Unser Ergebnis ist 

Satz 2. Fiir alle totalpositiven ganzen Zahlen i aus K gilt bei r = 3 mit 
beliebigem reellen { >0 fiir N (A) + co die asymptotische Formel 





mor \ = 
A,(d) = vet (=a) S,(a) IT An(A) G(A,t, r, Ay, ...,A,) + 


+0 (og cay™) 


wobei die O-Konstante nur von K,r, {,6,t und den nr GréBen v,, 1, Wm, , abhiingt und 
A. T'(Ym + §Up_1) 
G(A,t, r, A,,...,A,) = x 
is r( 2 (wn + emi) 


m+, r 
x iT re al Jognnw-toite) dg ,@)2d2 x 
6 m=1 - 


l=n,+1 m=1 
0 





N(A)\mte + u-1 
(ray) dy,...dy, 
ist. 

Die Funktion G(A, (1), r, 1, ..., 1) taucht fiir » = 1 und fiir n = 2, n, = 0 
schon in Betrachtungen von RapEMACHER [4, (1.13) und (4.682)] auf, der 
bemerkte, daB man mittels dieser Funktion im Falle der Giiltigkeit einer ver- 
allgemeinerten Riemannschen Vermutung eine sehr gute Approximation fiir 
A, (A) erhalt. 

Wie Prof. C. L. SrecEt mir mitteilte, ist A,, (y) der allgemeine beschrankte 
Charakter der multiplikativen Gruppe der von 0 verschiedenen Zahlen des 
Kérpers K, wenn dieser beziiglich der archimedischen Bewertungen ab- 
geschlossen wird. Es liegt deshalb nahe, das asymptotische Verhalten des 


Ausdrucks 
Af (A) = a TT Gm (0m) Ar (@m)) 


7* 
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fiir N(A)— oo, A (totalpositiv und ganz) zu untersuchen. Dabei seien die 
%m (m =1,..., 1) beliebige, aber fest gewahite Restklassencharaktere*) mods, 
und summiert werde iiber alle r-tupel (@,, . .., @,) von Zahlen aus Q(t), die die 
Bedingungen (1) und (3) befriedigen. Da A¥(A) eine Linearkombination von 
Ausdriicken der Gestalt A,(A) ist, folgt aus Satz 2 unmittelbar 

Satz 3. Fiir alle totalpositiven ganzen Zahlen A aus K gilt bei r => 3 mit 
beliebigem reellen f >0 fiir N (A) > die asymptotische Formel 


As (a) = TEL (Sa) ota IT Ay(A) GAs % Ayy «= +») + 


+ 0 (togwcar™): 


Hierbei héangt die O-Konstante nur von K, r, f,5, t und den nr GréBen v,, 1, w 
ab, und es ist 





SP (A) = F(A, 6, t) NA, ya, - - «> He) 


NA, x, -- +s Xe) = > see be X1(01) - - - Xr (Or) ; 
er mod 


@, mods $ 
@: + °°: + 0 = Amods 


falls (5), (6) und (7) erfiillt sind, @* (A) = 0 sonst. 

Die Frage nach dem Nichtverschwinden von N(A, 7;, . . ., 7-) laBt, wie mir 
scheint, nur fiir eigentliche Charaktere 7,, . . ., 7, eine tibersichtliche Antwort 
zu. Sei d die Differente von K und a, = (1, yd)~! fiir eine beliebige Korper- 
zahl y gesetzt. Ferner sei zu einem ganzen Ideal m + (0) von K, einem Cha- 
rakter y mod m und einer K6rperzahl y mit a, | m die verallgemeinerte GauBsche 
Summe 


mit 


G(y|z,m)= D z(oe?**Se” 
emodm 


definiert (wie tiblich sei S(o) die Spur von o fiir 9 € K). Folgende Aussage 
werden wir spater beweisen: 

Satz 4. Seien y,,...,z, eigentliche Charaktere mods, f der Fiihrer des 
Charakters y,---y, und y, der von y,°-- x, induzierte eigentliche Charakter 
mod f. Fiir alle Kérperzahlen 1, y, x mit 1|A, a, =$, x = 1 modf, S9f-!|x, wobei 
$9 = $(S, A)~! gesetzt ist, gilt*): 


ROA taro td) =A SE SU e te IT Gy tm8) 


falls §\So, (Sof-*, f) = 1 ist, NA, y,---, Xr) =O sonst. "Fir flo, (Sof, f) = 1 
ist insbesondere 
JRA, aa «= tell = leGof-9)| 2 VND (VN). 

Eine Zahl y aus K heiBt ungerade, wenn y ganz und (y, |) = 1 ist ({ definiert 
wie in Satz 1), und sie wird Primzahl genannt, wenn das von ihr erzeugte 
Hauptideal ein Primideal ist. Aus Satz 1 zogen wir in [2] die Folgerung: 

“i 3) Wie tiblich sind diese Charaktere fiir alle ganzen Kérperzahlen definiert und ver- 
schwinden fiir nicht zu 5 teilerfremdes Argument. 


*) Ein Querstrich iiber komplexen Zahlen bedeute den Ubergang zum konjugiert 
Komplexen. 








rma. 
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Es gibt eine nur von K abhangige Konstante A, >0 derart, daB jede 
ungerade totalpositive Kérperzahl 4 mit N(A) >A, sich als Summe dreier 
totalpositiver Primzahlen aus XK darstellen laBt. Diese Aussage 148t sich fir 
nicht-totalreelle Zahlkérper (d. h. n, > 0) verscharfen zu 

Satz 5. Ist n, >0, so laBt sich jede ungerade totalpositive Zahl aus K auf 
unendlich viele Weisen als Summe dreier totalpositiver Primzahlen aus K dar- 
stellen. 

Offenbar folgt Satz 5 sofort aus dem allgemeineren Satz 6, wenn man 
t=s = (1), r= 3 wahlt. 

Satz 6. Sei n, >0, seien T,,4,,.-.-, Tn,+n, positiv reelle Zahlen, A eine 
totalpositive ganze Zahl aus K und 

A,(A, Ta,+2 see Fatal as > l , 


wobei summiert werde iiber alle r-tupel (@,, .. ., w,) von Zahlen aus Q(t), die (1), 
(2) und die Bedingungen 
Jo) < [AO|T, (lL=n,4+1,...,m,+23m=1,...,7) 

erfiillen. Ist r => 3 und geniiigen A, r,t, 6 und a,,(m=1,..., r) den Bedingungen 
(4) bis (7), so gibt es positive (nur von K, r,s, t, aber nicht von i abhingige) 
Konstanten cy, ¢,,c, derart, dap 

cs T*— (log T)-* < A, (A, Ty,43,-- +s Ta,+n,) < %T"~(logT)-" 
ist fir T, >cy (l=, +1,...,m, +m), wobei T= N(A)T?2 1... TR an, 
gesetzt ist. 


Der Beweis von Satz 6 gelingt, wie wir zeigen werden, wie der von Satz 1 
in [2] mit Methoden von Vrnocrapov [6] und Srecet [5]. 


§ 1. Beweis von Satz 2 
Zur Abkiirzung setzen wir A = N(A), a= logA. Fir ein C 2 0 bedeute 
B<C, 

daB B= O(C) ist. In diesem Paragraphen sollen sich die O-Symbole auf den 
Grenziibergang A -> co beziehen und die O-Konstanten nur von K, r, /, 5, t 
und den nr GréBen v,,;, W,; abhangen, falls nicht ausdriicklich etwas anderes 
gefordert wird. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir f als natiir- 
liche Zahl voraussetzen. 

Hilfssatz 1.. Fiir beliebige reelle Zahlen z, 8, v mit z > 0, s > O und fiir alle 
ganzrationalen y gilt 


f Jyltiz)t+tedu < Min (s?, ys 2-3/2) , 
0 


wobei die O-Konstante nur von v und y abhéngt. 

Beweis: Aus (2, Hilfssatz 21] und [2, (95)] folgt die Behauptung von 
Hilfssatz 1. 

Fir spétere Anwendungen notieren wir uns die triviale Abschatzung 


(8) |J,(x)| < 1 fiir alle reellen xz und ganzrationalen y. 
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Hilfssatz 2. Wird - 


i x mine sae my, i P(1L + t(q1 + iyn)) 
P(yp,. <5 y,) = N(t) mea 1h Otte) TP mma 





. x 
irr +i E (oni + ivn)) 
m=1 


oo 


Mm + My r : : ; 
x JT Il [inn (wz) ulb* i m+ 2ivm dy | J F ve, 7% 42 
6 


t=n,+1 m=1 m= 
0 


gesetzt, so ist P(y,,...,y,) als Funktion der r komplexen Verinderlichen 
Y;,---, Yp holomorph fiir |y,,|< 3/5 (m=1,..., r). 
Beweis: Wegen Re(1 + i(vm; + i¥m)) = 1— Rey, >2/5 >0 fiir |y_|< 
< 3/5(m=1,...,r; l=1,...,m,) geniigt es, die Holomorphie der Integrale } 


oo 


r 
T(t, - «+> Ye) = TT Ini(Ym) J fe (@)2dz (l=n,+1,.. +» My + Mg) 
m=1 aS = 


=1 ' 


nachzuweisen, wobei } 


1 
Int (Ym) = FF seggy (U2) 02 + 1m + Ziv dy 
0 


gesetzt ist. Sei 7,, = Rey,, (m= 1, ..., r). Mit (8) erhalten wir 


1 1 
(9) Imi(Ym) <f udu s fu-du <1. 
0 0 
Mittels partieller Integration folgt fiir z > 1 bei Anwendung von (8) und 
Hilfssatz 1: 
u 1 
Tint (Ym) = [umf Jute) t+ rd + 
0 0 
3 ey 
(10) + 2y_, [ u-}-2¥m (/ Jul t2yt +t) du< 
0 O « 
2° 1 
<2-92 + f yl-2mdu+ f y-W2-2mz-32dy < 2-48 , 
0 ies 


Aus (8), (9) und (10) folgt 


TT Tni(¥m) Ig... (2)2 < Min(1, 2-4/5"+2) 
m=1 mt 


m=1 


fir =n, +1,...,m, +m, wobei diese Abschitzung gleichmaBig in allen 

Ym mit |y,|< 3/5 (m=1,...,r) gilt. Folglich ist in diesem (Hass é &5 Fe}- 
Bereich das uneigentliche Integral J, (y,,. . ., y,) gleichmaBig konvergent und ; 
damit holomorph, gq. e. d. 





id 


en 


Ir) 
nd 
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Setzt man 
gat: 
as,.0= (Sar kc) (k= 0,...5kp 2 0), 
so gilt nach Hilfssatz 2 fiir |y,,|< 3/5 (m=1,...,1): 
(11) Pp. ¥d= 2 ty vat 
Osk,..., k<@ 


Aus der Definition der 6, folgt 


f-1 ri 
d ba-* + O(a’) = J’ b,a-* = A(t) ZS ayant +h 
ied k=0 Osk,..., 


= 
r#zk + +k 


Sy i eee 


ri2k+ 


(12) ee. z Sate HY (He) x 
Stet, Bt... &! () (*) 


x ent +m) dy ...dy,+ Ry, 





wobei 
dy. k, | . - - F. 
Ry < me ype El...&! ~ f (2)" e~ dy I (2 y e-*dy| < 
rizky, +--+ +k mj 
(13) ‘ “at , 
€ fytevdy < fewWdy<Aa. 
a2 a/2 
Ferner ist 
a/2 a/2 


dq . By ++++ + he on = 
(14) <_,2 2 ie BRN at cor. 
Hierbei wurde die Abschaétzung 
os : log (a!) a 2) firk> 0, 
VV vay < (8m) -vd 3) fev (3 
[(@) e-¥ ys ( a )}e ¥ v+(a) Je vdy< (+) a~‘firk>f+1 


und die absolute Konvergenz der in (11) rechtsstehenden Reihe fiir y, =--:=y, 
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1 benutzt. Aus (11), (12), (13) und (14) folgt ’ 


to| 


a , i " Yr 
Ehret a fo [PB Blecortmay..dy Oe. 
0 0 


Hieraus erhalten wir nach einer Variablentransformation in: rechtsstehenden 


Integral 


1 1 
N(a)\r-1 4=} be ey OY ES 
(yay) ~, (log N(A))r** — Vity-? [vo — Yyr--+s 1- Y,) x 
1 1/2 


(15) 





x N(AMtotHn-ldy ---dy, +0f N(Ay-* ). 


\ flog N (Ayr *7 
Geht man auf die Definition von Y(y,,..., y,) zuriick, so folgt aus (15) und 
Satz 1 nach einfacher Rechnung Satz 2. 


§ 2. Beweis von Satz 4 


Dem eigentlichen Beweis schicken wir eine Zusammenstellung einiger be- 
kannter Tatsachen tiber GauBsche Summen voraus. 

Hilfssatz 3. Ist y ein eigentlicher Charakter modm, y eine Kérperzahl mit 
a, = m, so gilt 


(16) IG(y|z,m)|=)/N(m) , 
und fiir jede ganze Kérperzahl « ist 
(17) G(ay|z,m) = x(a) G(y|z, m). 


Beweis: Verlaiuft wie im rotionalen Zahlkérper [1, § 20]. 

Hilfssatz 4. Sei 7 ein Charakter mod m mit dem Fiihrer f und y eine Korper- 
zahl mit a, = Mg, My|m. Dann ist 

) 0, falls fim, 
S(y|xz,m) =} g(m) 
“pim,) O(Y|%o Mo), falls f|m,, 
wobei im letzten Fall y, der von x induzierte Charakter mod m, sei. 

Beweis: Verlauft wie im rationalen Zahlkérper [1, § 20]. 

Hilfssatz 5. Sei y ein Charakter mod m, f sein Fiihrer, x, der von x induzierte 
eigentliche Charakter modf und y,x Kérperzahlen mit a,=m, x = 1 modf, 
mf-!|x. Dann gilt 

mf-!) G(x »f), falls (mf-,f)=1, 
Siyiz.m = {0 f-*) G v\ te f), falls (mf-*, f) 
0, falls (mf-?,f)+1. 

Beweis: Kann gefiihrt werden wie im rationalen Zahlkérper [1, § 20], ist 

aber auch auf folgende Weise méglich : 


(18) G(ylz,m= DY x.(6) DY et*#Sen. 
émod f emodm 
(6,f)=1 e= 6mod f 


(e,m) = i 
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Nach [2, Hilfssatz 18] gilt fir x = 1 modf, mf-*|x: 


0, falls (mf-4,f)+1, 
22S = 
(19) engin #8 (er) ea pie Ay falls (mf-1,f) =1. 
e= 
(e,m) =1 


Aus (18) und (19) folgt die Behauptung des Hilfssatzes 5. 

Hilfssatz 4 und Hilfssatz 5 ergeben zusammen 

Hilfssatz 6. Sei 7 ein Charakter mod m, f sein Fiihrer, y, der von x induzierte 
eigentliche Charakter modf und y, a, x Kérperzahlen mit a, = m,1| a,x = lmodf, 
Mof-*|x, wobet mM, = m(m, «)-* gesetzt ist. Dann gilt 

_  (m\ gm) 
G(ay|z,m) = »( j ) pim,) © (%* ¥| Xo f) 

falls f| mo, (mf-1, f) = 1 ist, G(a y| x, m) = 0 sonst. 

Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen von Satz 4 erhalten wir auf 
Grund der Beziehung 


DY tats eran — 
ymods 


und der Relation (17) die Gleichungen 
RNA, ay - + +r Xe) = W(e)-?_ I e-BatSean IT ( x tm (g) ebntBeern) 
vmod s emods 





N(s) far sla, 
0 fir sta,lle 


m=1 


= N(s) = 1 (%) ia Xr(”) e-2%iS (vAy) Wi G (y| xm» 8) 
» mods m=1 





= N(s)-? GA y| x * + * Xs 8) IT (7 \ tm) , 


woraus mit Hilfssatz 6 und (16) die Behauptung von Satz 4 folgt®). 


§ 3. Beweis von Satz 6 


Da der Beweis von Satz 6 im wesentlichen wie der von (2, Satz 1] verlauft, 
geben wir hier nur die Abanderungen gegeniiber [2] und die wichtigsten 
Zwischenstufen an. Die GréBen A, r, t, s und o,, mégen die Voraussetzungen 
von Satz 6 erfiillen. Die O-Symbole sollen sich in diesem Paragraphen auf den 
Grenziibergang 7, co (l= n,+1,...,%, + m,) beziehen und die O-Kon- 
stanten nur von K, r,s und t abhangen, falls nicht ausdriicklich etwas anderes 
gefordert wird. Wie in [2] seien die Raume ZL, E*, die Zuordnung von gesternten 
zu ungesternten GréBen, die Funktionen S(é), N (&), das Volumenelement d &* 
und das Fundamentalgebiet F zu einer fest gewahlten Basis von }-" erklart. 
Zur Abkiirzung setzen wir 


B=/T, b=logB, h= Bb-%, t=b% far B>1, 
O=r+3, O,=(8n+4)04+8n? +n, O,=(4n+2)04+4n? +n, 
O, = (4n® + 6n? + 2n+ 1)0 + 4n* + 5n® +1. 


5) Alle Ergebnisse dieses Paragraphen kénnen auch mit [2, Hilfssatz 18] abgeleitet 
werden. 
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Fiir eine K6rperzahl y sei B, die Menge aller Punkte £ aus £ mit 
N(Max(h|é — y|, -2)) < N(a,)-*. 
Ferner sei J" ein vollistandiges Restsystem modd-' von Ké6rperzahlen y mit 
N(a,) S t und G die Menge aller Punkte, die in F, aber in keinem Gebiet B, 
(y beliebig aus K) liegen. Zu A und den Zahlen 7 (J =n, + 1, ..., m+ mg) 
gibt es eine totalpositive Einheit « in X, die kongruent 1 mods ist und die 
Ungleichungen 
e.BswMac,B (l=1,...,m), 


20 
9) eeBs |p| T,5¢,B (l=n,+1,...,m + nq) 


mit positiven, nur von K und s abhangigen Konstanten cg, c, erfiillt, wobei 
vy = eA gesetzt ist. Offensichtlich ist 


(21) A, (A, T a+. wae Ta, +0,) = A,(, Ta, +19 ta Pa,+0,) ° 
Setzt man fiir beliebiges § ¢ H undm=1,...,r 
U,(§) = 3) eS, 


wobei summiert wird iiber alle wm aus Q(t) mit w =a,, mods, wa < vr 


(L=1,...,m), |w|< |p| 7, (L=n, + 1,...,m, + 9), so wird analog zu 
[2, (19)): 
r 
A,(%, Tatas s+ +1 Tata) = 2" VD [ esse IT U,.(§) d&* + 
ver. m=1 
(22) , 


m=1 


+ 2" VD] / ett) JT U,,(E) dé. 
Gc 
Bei der weiteren Ubertragung des Beweises von [2, Satz 1] hat man nur f = 1, 
A, =1(m=1,..., 1) zu setzen, A die Zahl » und A die Zahl B entsprechen 
zu lassen, wobei (20) fiir die Abschétzungen wesentlich ist. Wie [2, (113)] zeigt 
man, daB 


(23) fomers Wi U,,(€) ad &* < Br(r-)) p-r-1 


m=1 
Ge 


ist, und wie [2, (107)], daB 


r 
sy e— 2218 (ré) I U,, (€) d&* 
ver m=1 

BY 


(24) 








e~ tatswy (7y6- 5—} 


= (snr) *. Nity 9’ (as, at)-*) TT Pal) Rye) +0 
ist, wobei P,,,() wie in [2] definiert ist, 
R,(v) = f em PSO Wel) de®, 
FF 





Primzahltheorie algebraischer Zahlkérper 107 


F,, die Menge aller ¢ mit ¢ + y € B,, 


my (t) e2ntsird d 
a N(t) ad 
x le (ray) 


und ® die Menge aller t aus Z ist mit 
(6%) ((b2%)] + 1)-2 x < eM < pM (= 1,...,m), 
[6%] ((b?%] + 1)-2 |v] 7, < [rO| < |p| 7, (Lan t1,...,m, +m). 
Hilfssatz 7. Es gilt 
(25) S00) = 2 9 Sab eal 7 It Pa (y) + O(6-) 
und 





C,< S,(v) < cy. 


Beweis: Aus der Definition von @,(A) in Satz 1 und den Ergebnissen von 
(2, § 6] folgt (25); namlich 


e- 2xtsiwy) 


S,(») 4 . Nit) 7 (as@, at)-) ,. iT Puy) 





e-2ntsiy 


= 2 NG vase, at I Pm(y) + O(6-*) ; 


ver 





. wobei das Restglied wie in [2, (111)] gewonnen werden kann. Da mit A auch » 
die Bedingungen (4), (6) und (7) erfiillt, folgt der zweite Teil von Hilfssatz 7 
aus Satz 1. 

Hilfssatz 8. Fiir beliebige reelle Zahlen c, d, wo mit c >d >0 werde 


22 @ 2x e r 
H(c, d, yo) = 2-" al-rceta-n =f i f [ enirecar+ Mududg) x 


v=02z=0 \e=0u=—-0 


x e—txidzcos(y + vo) 2 dz dy 
gesetzt. Dann gilt 


co 


(ed yel= [ J (z) Jo (< e)a- rdz. 
Beweis: Verliuft analog zu [2, Hilfssatz 24]. 
Hilfssatz 9. Fiirl] =n, + 1,..., m+ nq gilt 

1 < H(|v(| 7, |v], argv) <1. 
Beweis: Nach Hilfssatz 8 gilt 
lim ¥ (|r| 7, ||, argv) = Tee) lim J, (F +)? rdz 
Ti> — o 
(26) t é T 
= f Ji(z)2-" dz, 
0 
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wobei die Vertauschung der Grenziibergange gerechtfertigt ist auf Grund der 
gleichmaBigen Konvergenz der Integrale beziiglich 7; diese gleichmaBige 
Konvergenz resultiert z. B. aus (8) und der Abschatzung [7, 3.1 (8)]: 


\J,(z)| <|z| far jel) <1. 
Wenn 


(27) [Jj@e2-"dz>0 fir r2=3 

0 
nachgewiesen ist, folgt aus (26) die Behauptung von Hilfssatz 9. Nach [2, (105) ] 
ist (27) richtig fir r => 4. Fir r = 3 erhalt man mit (8), den Daten [7, Tabelle]: 
Os J,(z) fir 0525 3,8; |J,(z)| 5 0,35 fir 3,8 < 25 7,02; 0< J,(z) 
fir 7,02 < z < 10 und der Abschatzung [7, 3.1 (8)]: 


J(@)2-+ tar 0<2< 2y2 
die Abschatzung 
[aweraz ] ( > gy eae (0,35)%z wsds— [ rsés >0. 
1 


q. e. d. 
Hilfssatz 10. Fiir alle y aus I gilt 


Qr-3qr-ly_ Ht Beer-p 
*,(r) = cm, a Duel Fs rl, arg) aay + O (“par 





Beweis: Wie [2, (108) und (109)] leitet man ab: 
(28) R,(v) = Y mani Br(t) dt* + O(Brr-N}-r-1), 


wobei 
%(C) -_ (nb)-} f e22iS (tl) dr* 
so 


und § die Menge aller t aus E mit 0< tr < op (J=1,...,m), |tO|< 
< |vy| 7, (l= n,+1,..., m + mg) sei. Aus (28) erhalten wir mittels (2, Hilfs- 
satz 23] und Hilfssatz 8 die Behauptung von Hilfssatz 10. 

Aus (22), (23), (24) Hilfssatz 10, Hilfssatz 9, Hilfssatz 7 und der Ab- 
schatzung [2, (106)]: P,,{y) <1 (fiir alle Kérperzahlen +) folgt 


A,(», Tn,40 a | » oe = 





D(_» \y 6) + Been 
(4zy™ (=-=un) (~— DI »_ if DU Pe ||, are) ae=eby 
Bee-v 
of rr) 


Hieraus ergibt sich mit Hilfssatz 7, Hilfssatz 9 und (21) die Behauptung von 
Satz 6. 
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Die Normalisierung komplexer Raume 
Von 


NorBERT KUHLMANN in Miinster (Westf.) 


§ 0 

Von O. ZarRisKI wurden in [21] die in der Folgezeit sich als fruchtbar er- 
weisenden Begriffe der normalen algebraischen Varietaét und der einer algebra- 
ischen Varietat assoziierten normalen algebraischen Varietaét (oder, wie man 
auch sagt, der Normalisierung einer algebraischen Varietat) eingefiihrt und 
untersucht. 

Nun wurde in BEHNKE-STEIN [2], Cartan [5] der dem Begriffe der nor- 
malen algebraischen Varietat analoge Begriff des normalen komplexen Raumes 
definiert') : 

Ein komplexer Raum (im Sinne von SERRE [18]) X’ heiBt ein normaler 
komplexer Raum, wenn fiir jeden Punkt P ¢ X’ der Halm ©, der Strukturgarbe 
© der holomorphen Funktionskeime ein ganz-abgeschlossener Integritatsring ist. 

K. Oxa zeigte in [14] im wesentlichen den einer bekannten Aussage der 
algebraischen Geometrie analogen Sachverhalt (siehe auch H. Cartan [6], 
Exposés X, XI): 

X sei ein komplexer Raum (im Sinne von SERRE [18]) met der Singularitdten- 
menge S. Es existiert ein normaler komplexer Raum X' (die Normalisierung von 
X genannt) mit einer eigentlichen, holomorphen, nirgends entarteten, iiber X — S 
biholomorphen Abbildung x’: X'-> X von X' auf X, 

bzw. den dazu aquivalenten Satz: 
©’ sei diejenige analytische Modulgarbe von meromorphen Funktionskeimen, deren 
Halme Op, P « X, aus den ganz-abgeschlossenenen Hiillen®) der Halme Cp von 
© (0 = Garbe der holomorphen Funktionskeime iiber X) in thren (totalen) 
Quotientenringen bestehen. ©’ ist eine kohirente analytische Modulgarbe. 

Dieser Sachverhalt ist fiir viele funktionentheoretische Untersuchungen 
grundlegend. In dieser Arbeit wird ein weiterer Beweis angegeben. 


1) H. Bennxe, H. Cartan und K. Stern nannten die hier als normal bezeichneten 
komplexen Raume einfach komplexe Raume. Die wesentliche Ubereinstimmung der 
Begriffsbildungen in [2] und [5] wurde von H. Gravert und R. Remmert in [8] nach- 
gewiesen. In der vorliegenden Arbeit werden die Begriffe ,,.komplexer Raum“ (espace 
analytique), ,,holomorpher Funktionskeim“*, ,,Garbe der holomorphen Funktionskeime“* 
(= Strukturgarbe) im Sinne von Serre [18] gebraucht. Zu den weiter in der vorliegenden 
Arbeit benétigten Begriffen siche vor allem [3], [15], [16], ferner u. U. [10], § 3. 

*) Integral closure. Zu den in der vorliegenden Arbeit benutzten Begriffen und Satzen 
der Algebra siehe VAN DER WAERDEN [20], § 131 und Zarisk1-SaMvuEL [23]. 
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Die Beweisidee ist die folgende: Fir P ¢ X ist Op ein endlicher Op-Modul. 
fy, ---» fs seien etwa in einer Umgebung U von P meromorphe Funktionen, die 
ganz-algebraisch iiber J'(U, ©) sind und die iiber Op den ganzen Halm 0% er- 
zeugen®): Op= Op- (f,, .. ., fs). fy, .- -» fs erzeugen auf natiirliche Weise eine 
meromorphe Abbildung yu : U + CS(C = Kérper der komplexen Zahlen). Der 
Graph G, von yu wird durch die Projektion 2: G,-— U eigentlich, holomorph 
auf U abgebildet; 2 entartet nirgends und ist tiber U — S8 biholomorph 
(S = Singularitatenmenge von X). 

Man zeigt nun (und hier liegt die eigentliche Last des Beweises): Die Menge 
der normalen Punkte eines beliebigen komplexen Raumes ist offen (§ 3, Satz 1). 

Da nun nIP)c G,, nur aus (in bezug auf G,) normalen Punkten besteht, 
existiert eine ganze Umgebung V von 7 (P) mit nur normalen Punkten. Da nun 
a(V) eine ganze Umgebung W von P enthilt, erzeugen /,, . . ., fy auch fiir alle 
Q ¢ W iiber Og den Halm (9: Es ist Og = Og: (f,, . . -, fs). — Hiermit ist gezeigt : 
©’ ist tiber © vom Typ fini. Da nun W so gewahlt werden kann, da8 in W ein 
universeller Nenner d existiert (d. h. d e ’'(W, ©), d Nichtnullteiler in '(W, ©), 
also auch Nichtnullteiler in Og fiir Q¢ W, d- 0g ¢ Og). Da durch o(0'(W)) 
= d-0'(W)¢ O(W) die Garbe 0’ (W) isomorph in 0(W) abgebildet wird, ist mit 
0'(W) auch ¢(0’(W)) vom Typ fini. Da ¢(©’(W)) aber zudem Untergarbe der 
koharenten Garbe © (W) ist, ist p(O’(W)) — und damit auch 0’ (W) — koharent. 
Also: ©’ ist eine koharente analytische Modulgarbe. 

Die Normalisierung X’ von X l4Bt sich nun folgendermaBen konstruieren : 

Jedem Punkte P ¢ X ordnet man eine Umgebung W> zu mit endlich vielen 
in bezug auf J°(Wp, ©) ganz-algebraischen Funktionen f(””, . . ., f{? e (Wp, ©), 
die tiber O(W>p) die Garbe 0’(W>p) erzeugen. f{”’, . . ., (2 definieren in natiir- 
licher Weise eine meromorphe Abbildung up: Wp > C*? mit dem Graphen G,,, 
und der Projektion ap:G,,— Wp, die eigentlich, holomorph, nirgends- 
entartet und tiber Wp— S biholomorph ist; G,,, besitzt nur normale Punkte. — 
Die G,,,, P € X, lassen sich nun zu einem normalen komplexen Raum X’ zu- 
sammenheften, der eine natiirliche Abbildung 2’ : X’-- X von X’ auf X besitzt, 
die eigentlich, holomorph, nirgendsentartet und tiber X — S biholomorph ist. 

Das hier beschriebene Verfahren, zu einem komplexen Raum eine Normali- 
sierung anzugeben, wird durch den dazu analogen ProzeB der algebraischen 
Geometrie (siehe etwa S. Lane [12], Chap. V) nahegelegt. Die eigentliche 
Schwierigkeit liegt in dem Nachweis, daB die Menge der normalen Punkte eines 
komplexen Raumes offen ist. 


Ein andersartiger Beweis dieses Satzes (und damit des Satzes von Oka) wurde mir in 
den rohen Grundziigen miindlich von Herrn Prof. Dr. Tarim mitgeteilt, ehe ich den im 
folgenden dargestellten Beweis fertiggestellt hatte (siehe W. Tui [19)). 


Jeder irreduziblen algebraischen Varietat Y tiber dem Grundkérper C der 
komplexen Zahlen*) 1é8t sich in kanonischer Weise ein komplexer Raum }* 


3) Wir werden im folgenden haufig meromorphe Funktionen mit den Funktionskeimen 
identifizieren, die sie erzeugen. 
*) Variété algébrique. Wir legen hier die Sprechweise von Serre [17] zugrunde. 
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zuordnen. Es zeigt sich: Der der Normalisierung (im Sinne der algebraischen 
Geometrie) Y’ von Y zugeordnete komplexe Raum Y’* ist die Normalisierung 
(im komplex-analytischen Sinne) von Y*. — Hieraus folgt unmittelbar: Die 
Normalisierung eines projektiv einbettbaren komplexen Raumes ist projektiv- 
einbettbar’). 

Herrn Dr. Mets danke ich fiir wertvolle Hinweise (siehe Lemma 1 und 2). 


g1 


X sei ein komplexer Raum mit der Strukturgarbe © der holomorphen 
Funktionskeime. Fiir jede in X offene Menge U sei My der (totale) Quotienten- 
ring von J‘(U, ©). Da fiir jede in U offene Menge V ein Nichtnullteiler von 
I'(U, ©) bei der Beschrankung auf V einen Nichtnullteiler in ['(V, ©) ergibt 
(eine Funktion /¢ J'(U,©) ist genau dann Nichtnullteiler, wenn ihre Null- 
stellenmenge F auf U diinn liegt; dann ist aber auch V ~\ F diinn auf V), 
existiert ein natiirlicher Beschrankungshomomorphismus of : My— My. Die 
zu dem Garbendatum {My, of} gehérige analytische Garbe M nennt man die 
Garbe der meromorphen Funktionskeime, und Schnitte in M heiBen mero- 
morphe Funktionen *). 

Es zeigt sich: Fir P ¢ X ist der Halm Mp von M in P in kanonischer Weise 
zum Quotientenring des Halmes (p von © in P isomorph. 

Im folgenden wird daher Mp mit dem Quotientenring von (>, identifiziert 
werden. 

Es sei R eine koharente analytische Modulgarbe von meromorphen Funk- 
tionskeimen. Fiir jede in X offene Menge U sei K5': = {m|me I'(U,M) und 
of (m) - I'(V,R) ¢ I'(V, ©) fir jede offene Menge V ¢ U}. R- sei die zu dem 
Garbendatum {K>;', ef} gehdrende analytische Garbe von meromorphen Funk- 
tionskeimen. Aus der Koharenz von & folgert; Fir P ¢ X ist der Halm (R-*)p 
in natirlicher Weise dem Op-Modul {m|me Mp und m-RpC Op} =: (Rp) 
isomorph. Daher werden wir im folgenden (R-')p mit (Rp) identifizieren und 
Rp schreibén. 

Unter einfachen Voraussetzungen ist auch R-' koharent: 

Lemma 1. & sei eine kohdrente, analytische Modulgarbe von meromorphen 
Funktionskeimen iiber X. Jeder Punkt Qe X besitze eine offene Umgebung Ug 
mit einer Funktion fy, e I'(Ug, R) \ I'(UgQ, ©), die in (Ug, O) Nichtnullteiler ist. 
Dann ist R-* kohdrent. 

Unter den angegebenen Voraussetzungen gilt namlich : R-! ist in kanonischer 
Weise zu Homag(8, ©) isomorph. Hieraus folgt dann nach [17], Seite 210, die 
Koharenz von 8-1. 

Die obigen Aussagen stellen eine leichte Verallgemeinerung von Satz 13 und 
Korollar 1, Seite 19 in Mets [13], dar; das dortige Beweisverfahren l4Bt sich 


5) Ein komplexer Raum hei&t projektiv einbettbar, wenn er zu einer analytischen 
Menge eines (einfach- oder mehrfach-) projektiven Raumes biholomorph Aquivalent ist. 

*) Die hiermit gewahlte Definition der meromorphen Funktion ist zu der in [11] 
gegebenen aquivalent; Schritt d) in [11], Seite 225, ist daher iiberfliissig. 








n 


1) 
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unmittelbar tibertragen ; der Vollstandigkeit halber sei diese Verallgemeinerung 
durchgefiihrt : 

{I'(U, >), oF}, {'(U, Homg(&, O)), 6¥} seien die kanonischen Garbendaten 
von R-! und Hom,(R, 0). Wir zeigen, daB fiir jede in X offene Menge U ein 
kanonischer J°(U, ©)-Isomorphismus gy: J'(U,®“) + I'(U, Homg(&, 0)) 
existiert: 

Fir he I'(U,8) sei gy(h) derjenige O(U)-Homomorphismus von &(U) 
in O(U), der ke I'(V,R), V CU, das Element of (h)- ke I'(V, ©) zuordnet. 
Py ist injektiv; denn ist gy,(h) der Nullhomomorphismus, so muB fiir jeden 
Punkt Qe U auch 0§ 4 0,(pu(h)) (OBA ve(fre)) = (0B n ve(h)) * (OBD ve fue) 
= 0 gelten, falls U -\ Ug+ ©. Wegen der Nichtnullteilereigenschaft der fy, 
folgt hieraus h = 0. 

Wir weisen nun die Surjektivitat von gz nach. 

y:8(U)—+ O(U) sei ein O(U)-Homomorphismus. Man iiberlege sich zu- 
nachst: Fir Ug, Ue, + ®, Q,, Q2€ U, ist 


(GBanvanu (Y)) (08S vans (fve)))/Obs aveanu (fre) 
= (@Fnvenv (vy) (OBS avenu (fue) lobe avens (fue) - 


Der kiirzeren Schreibweise wegen werden wir im folgenden durchweg die Be- 
schrankungshomomorphismen 6}, of fortlassen. 

Also existiert auf U eine meromorphe Funktion h, die auf U ~\ Ug, Qe X, 

Nun zeigt man: Fiir jedes ke '(V,R), VC U offen, ist p(k) =hk. Sei 
namlich fir Q ¢ V die Menge V’¢ V r\ Ug eine derartige offene Umgebung von 
Q, so daB k in V’ die Darstellung 

k “—_ ky/k, ’ 
ky, kye I'(V’, ©), ky Nichtnullteiler in I'(V’, 0), gestattet. Dann ist fy, ky: 
- (kyla) = ylkey* fg) = xy fg)» 4. h. aber yp (ky/ky) = ky/ke y(fue)/fug= kh 
Man sieht sofort, daB h¢ '(U, R~). Damit ist die Surjektivitat von gy nach- 
gewiesen. 

Die Beziehung gy © ef = OY o py(U 2 V seien offene Mengen auf X) ist 
trivial und damit ist Lemma 1 bewiesen. 

Lemma 2. Es sei X ein komplexer Raum, N eine rein 1-codimensionale 
analytische Menge auf X mit der zugehdrigen Idealgarbe N. Die Singularitdten- 
menge S von X sei mindestens 2-codimensional. Es sei Ni") die Garbe derjenigen 
holomorphen Funktionskeime, die auf N mit mindestens n-ter Ordnung ver- 
schwinden. 

Dann ist Ni") in kanonischer Weise zu ((N-*)")-* isomorph. 

Auf diesen Zusammenhang zwischen 2! und ((2t-1)")-! wurde ich von Herrn Dr. Mzts, 
Minster, aufmerksam gemacht. 


Bemerkungen: a) Die Singularitatenmenge S eines komplexen Raumes ist 
bekanntlich analytisch (siehe Cartan [6], Exposé IX; ApHyanxak [1]; oder 
Math. Ann. 144 8 , 
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[10], Seite 33). Da dimS < dimX — 2 und dimpN = dimpX —1, fir alle 
P € N, liegt N — S (offen und) dicht auf NV. Dasselbe gilt auch fir N — S — Sy, 
wobei Sy die Menge der in bezug auf N singulaéren Punkte bedeutet. Zu jedem 
Punkte Pe N — S — Sy gibt es trivialerweise eine Umgebung Up in X mit 
einer in Up holomorphen Funktion wp, die auf Up die Idealgarbe %(U>p) er- 
zeugt. Eine in einer offenen Umgebung V von P holomorphe Funktion / ver- 
schwindet in P auf N mit mindestens n-ter Ordnung genau dann, wenn es eine 
offene Umgebung V’C Upr V mit einer in V’ holomorphen Funktion h gibt, 
so daB f = yh -h. 

Trivialerweise gilt: Ist V ~(N — S — Sy) zusammenhangend und ver- 
schwindet f in einem Pe V ~\ (N — S — Sy) mit mindestens n-ter Ordnung 
auf N, so verschwindet / in jedem Punkte von V ~ (N — S — Sy) mit min- 
destens n-ter Ordnung auf N. 


Es sei nun P ¢ (N 4 S) U Sy und j eine in einer Umgebung V von P holo- 
morphe Funktion. Wir sagen, / verschwinde in P mit mindestens n-ter Ordnung 
auf N, wenn es eine offene Umgebung V’C V von P gibt, so daB f in jedem 
Punkte von V’n (N — S — Sy) mit mindestens n-ter Ordnung auf N ver- 
schwindet. 


Die Garbe Ni") ist nach diesen Bemerkungen leicht durch ein Garbendatum 
zu definieren. 


b) Zu jedem Punkte P « X existiert — wie unschwer einzusehen ist — eine 
Umgebung U, mit einer in Up holomorphen Funktion f/ ¢ (Up, N); die in 


I'(Up, ©) Nichtnullteiler ist. Nach Lemma | ist N-! koharent, also auch @ N-. 


Es existiert ein natiirlicher analytischer Homomorphismus von @ N-* in die 


Garbe M der meromorphen Funktionskeime. Da das Bild (2%-')" in der koha- 
renten analytischen Garbe (%")-' liegt, ist es koharent und es existiert 
((%-?)")-*. Da nun die konstante Funktion 1 ¢ /’(X, (%-*)"), ergibt Lemma 1 
die Koharenz von ((%-*)")—*. Trivialerweise ist ((M-*)")—* eine analytische Un- 
tergarbe von 0. 

c) Aus Lemma 2 erhalten wir also als Korollar: N(") ist koharent. 

Der Beweis von Lemma 2 erfolgt durch vollistandige Induktion nach n. 


n = 1. Trivialerweise ist N@J= MN. Wir zeigen nun (N-)*= N. Unmittelbar 
einsichtig ist (N-)-1(X — S — Sy) = N(X — S — Sy). Denn zu jedem gewohn- 
lichen Punkte P e X — S — Sy gibt es nach Bemerkung a) eine Umgebung Up 
mit einer in Up holomorphen Funktion wp, die tiber 0(Up) die Garbe N(U>p) 
erzeugt. Dann ist 1/yp in Up eine wohldefinierte meromorphe Funktion, die 
hier N-!(Up) erzeugt. Dann erzeugt aber yp wiederum (M-*)-!(U>p), d. h. es ist 
(RA) (Up) = R(Up).. 


Es sei’ hun U eine offene Menge auf X und / eine Funktion aus J‘(U, (M-)-). 
f ist auf U holomorph. Nach dem vorausgehenden verschwindet f auf 
(U — 8 — 8y) 0 N. Da(U — S— Sy) AN auf UN N dicht liegt, verschwindet 





Die Normalisierung komplexer Raume 115 


f auf ganz UnN, da.h. fe T(U,R). Da nun trivialerweise [(U,N) ¢ 
CU, (R*)*) CFU, ©), ist P(U,N) = FU, (N“)). — Hieraus folgert 
leicht (N“)7#= QN. 

Wir machen nun die Induktionsannahme, daB Ni"-") = ((NR-1)"-*)-*. Zu 
zeigen ist, daB dann auch Ni") = ((M-)")-}. 

Analog wie fiir n = 1 zeigt man ((M-)")-? ¢ Ni"). Wir zeigen nun Ni") ¢ 
¢ ((R)")-?. 

Es sei V offen in X und / € [’(V, Nl")). Nach Induktionsannahme ist dann 
fe I'(V,((R4)*-1)-"). Es sei nun V’¢ V eine offene Menge mit meromorphen 
Funktionen «@,...,a%,€D(V',MN>), d. h. aysag...a, e P(V’, (My). 
Wegen fe I'(V, ((R-)"-)-}) ist nun f- a + a... &%,—,=g holomorph in V’. Man 
sieht aber sofort, daB g auf V’7\ N verschwindet; man hat diese Aussage nur 
fir (_V’'— S— Sy)AN nachzuweisen. Wegen g ¢ I'(V',N) = IV’, (N“)) 
ist aber g- «a, holomorph in V’. Mithin liegt f in rv, ((R>)*)- H, also ist 
P(V, (R>)")-3) = FV, RM). 

Damit ist Lemma 2 bewiesen. 

§2 

Lemma 3. X sei ein komplexer Raum mit der Singularitiétenmenge S. S ist 
analytisch und fiir jeden normalen Punkt P ¢ X ist dimpS < dimpX — 2. 

Dieser Satz ist wohlbekannt (siehe H. Cartan [6], Exposés X und XI; 
ABHYANKAR [1]}). Es sei hier ein weiterer Beweis angegeben. 

Aus der Koharenz der zu analytischen Mengen gehérigen Idealgarben wurde 
bereits in [10], Seite 33, die Analytizitat von S gefolgert. Es gibt also nach 
R. RemMeErt [15] eine Umgebung U von P, so dab 8S -4 U in endlich viele ir- 
reduzible Komponenten §,, . . ., S, zerfallt, die tiberdies in P irreduzibel sind. 
Fir 1 < i <r ist dimpS,< dimpX — 2 zu zeigen. 

Angenommen, es sei etwa dimp S,= dimp X — 1. © sei die zu S, gehérige 
Idealgarbe der auf S, verschwindenden holomorphen Funktionskeime. Da Op 
(© sei die Garbe der holomorphen Funktionskeime tiber X) ein ganz-abgeschlos- 
sener Integritatsring ist, bildet 

Ope,: = {Ilg\fe Op, ge Op— Sp} 

einen Stellenring, dessen maximales Ideal Opg,- Gp: = {2 f:9;,f:€ Op|p, Gi Sp} 
nach einem Satze der Algebra (siehe [23], Seite 278, Theorem 16) ein Haupt- 
ideal ist (hier wird wesentlich ausgenutzt, daB Gp in Op ein minimales Prim- 
ideal und Opg, ein Dedekindscher Ring mit dem einzigen echten Primideal 
Ope,’ Gp ist): also Ope,’ Sp = Op* Ope, fiir ein ope Sp. © ist koharent. 
Also gibt es eine Umgebung U’¢ U von P, so daB @(U’) iiber O(U') durch 
endlich viele Schnitte o,,..., 0, erzeugt wird. Ferner gibt es eine Umgebung 
U” ¢ U’ von P mit einer in U’ holomorphen Funktion a, die in P den Keim 
Op erzeugt. Es gibt eine Umgebung U’’ ¢ U” von P mit in U”’ holomorphen 
Funktionen a,, b;, c;,, i = 1, ..., m, die die Relationen 


m 
oC = 2 a;G;, b,0,;= c,d, (b,)p¢ Sp > 
=1 


((b,)p = der von b in P erzeugte Keim) erfiillen. 
8* 
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B sei die Vereinigung der Nullstellen von 6,,...,5,,. Wegen (b;)p¢ Gp 
dringt S, in U’’ ~ B ein. S’ sei die Menge aller in bezug auf S, nichtgewéhn- 
lichen Punkte. Nach [10], Seite 33, ist in S, die Menge S’ diinn, analytisch. 
Wir zeigen: Jeder Punkt Q der (nichtleeren!) Menge 8,~ (U’’ — B — 8’) ist 
gewohnlich in bezug auf X. Das ist ein Widerspruch zu Q « S,. 

Da diese Behauptung lokaler Natur ist, konnen wir annehmen, daB U‘”’ 
eine analytische Menge eines Gebietes G im C* ist. Da die zu U’’’ gehorige Ideal- 
garbe UI iiber G koharent ist, gibt es eine in G offene Umgebung V von Q mit 
endlich vielen in V holomorphen Funktionen u,, . . ., u,, die iber V die Garbe 
U(V) erzeugen. Ferner existiert eine in G offene Umgebung V’¢ V von Q mit 
einer in V’ holomorphen Funktion u,,,, die auf V’r\ U’"’ die Funktion o 
induziert; u,, Ug, ..., Uz, Uz, erzeugen also in einer Umgebung von Q die zu 
V’r\ 8, gehdrige Idealgarbe iiber V’, da o in U’’"’— B die zu S,— B gehorige 
Idealgarbe iiber U’’ — B erzeugt. Da nun Q gewodhnlich in bezug auf 8, ist, 
ist der Rang der Matrix 


’ Ou, t=1,...,¢¢+1 
(3z:)/@: j=l1,...,” 


(der C* sei mit einem (2,, . . ., x,)-Koordinatensystem versehen) gleich n-dimg 4, , 
also = n — dimg X + 1. Hieraus folgt, daB der-Rang der Matrix 


Ou, s=1,...,¢ 
(32:)/¢ fjml,...,8 
2 n — dimgX. Da dieser Rang aber trivialerweise < n — dimgX sein muB, 


ist er gleich n — dimg X. Also ist Q gewdhnlich in bezug auf X, im Widerspruch 
zu Qe &,. 


§3 


Es sei nun wiederum X ein komplexer Raum mit der Strukturgarbe 0, der 
Garbe M der meromorphen Funktionskeime und der Singularitaétenmenge S. 
P sei ein normaler Punkt auf X, d. h. Op sei ein ganz-abgeschlossener Integri- 
tatsring. Also gibt es eine offene, irreduzible Umgebung U von P, die iiberdies 
in P irreduzibel ist (nach R. REMMERT [15]). Nach Lemma 3 gibt es eine offene 
Umgebung U’¢ U (U’ kann wegen der Irreduzibilitat von U in P auch als 
irreduzibel gewahlt werden), so daB dim(S > U’) < dim U’— 2. Nach einem 
bekannten Satze (siehe z. B. [4], Chap. X, § 3) existiert eine offene Umgebung 
U" ¢ U’ von P mit einer in U” holomorphen Funktion d (ein sog. universeller 
Nenner in U"’), die die folgenden Eigenschaften besitzt: 

1. d ist Nichtnullteiler in ['(U"’, 0). 

2. Ist U’’C U" eine offene Menge, «e I(U'’,M) eine in bezug auf 
I’(U’", 0) ganz-algebraische meromorphe Funktion, d. h. geniigt « einer 
Gleichung 

am 4 a,° amnly eee n= 0 


mit a,,...,¢,¢ I(U'", 0), 80 istd- ae IT(U'", 0). 
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U” sei irreduzibel; da U in P irreduzibel, ist auch U" in P irreduzibel. 
Ferner sei U’’ bereits so klein gewahlt, da8 die Nullstellenmenge von d in U” 
in endlich viele irreduzible Komponenten N,,..., N, zerfallt, die ihrerseits 
auch in P irreduzibel sind; nach [15] kann U”’ so gewahit werden. %,, .. ., N, 
seien die N,, ..., N, zugeordneten Idealgarben der auf N, bzw. N,,..., bzw. 
N, verschwindenden holomorphen Funktionskeime. 

Da Op ganz-abgeschlossen ist, ist das von d in Op erzeugte Hauptideal 
Op-d nach einem Satze der Algebra (vgl. etwa [23], Seite 277, Theorem 14, 
oder [20], § 131) Durchschnitt von endlich vielen symbolischen Primideal- 
potenzen n\” minimaler Primideale n, in Op. Die n, konnen wir mit den Halmen 
N,,p der Garben N, identifizieren: Wegen der Ganz-abgeschlossenheit von Op 
gilt nun (siehe etwa [20], § 131, Seite 139) 


RB= (Nip) = (NP) » 
und da sich nach Lemma 2 ((%})”)~ mit Nj"? identifizieren 148t, erhalten 
wie ; 
Op d= A ((RGA™)Ae = 0, APY 
(Nach einer zu Beginn gemachten Bemerkung ist 
((57™)-")p = (RB)™)-?-) 

Da die 2"! koharent sind, ist auch 1, 2"! koharent. Hieraus folgert : 

Es gibt eine offene Umgebung U”’”’ ¢ U’”’ von P, so daB d in U’"’” tiber 
0(U"") die Garbe A 2{"l(U"””) erzeugt. 

Wir behaupten nun, daB jeder Punkt Qe U’’” normal ist. Zum Beweis ge- 
niigt es zu zeigen: Ist V ¢ U’’”’ eine offene Umgebung von Q, ae J'(V, M) eine 
meromorphe Funktion, die einer Gleichung 

a+ as amit -+++a.—0 


mit a,,...,4,eI°(V,©) geniigt, so liegt a in I'(V,0). Nun ist aber g = 
d-aeTI(V, 0). g verschwindet auf V -\ N, mit mindestens derselben Ordnung 
wie d; man hat diese Behauptung nur in (V — 8) ~\ N nachzuweisen, was aber 
trivial ist. Also verschwindet g auf N mit mindestens der Ordnung n,, d. h. 
geT'(V, A 2%) =I(V,0(U'")+d). Jeder Punkt Re V besitzt also eine 
offene Umgebung V’¢ V mit einer in V’ holomorphen Funktion h, so da8 in V’ 
g =d-h gilt, also «=he I'(V'’, 0). Da die V’ die Menge V iiberdecken, ist « 
in V holomorph. — Also sind die Halme 0g, Qe U”’’’, ganz-abgeschlossen in 
ihren Quotientenringen. Nach[8], Satz 21, ist Og ein Integritatsring**). Damit ist 
bewiesen 

Satz 1. Die Menge der normalen Punkte eines komplexen Raumes X ist offen. 
~ ¢a) Es gilt allgemeiner: A sei ein Stellenring ohne nilpotente Elemente. Ist A ganz 
abgeschlossen in seinem Quotientenring, so ist A ein Integrititsring (siehe z. B. P. Sa- 
MUEL, Algébre locale, Mémorial des Sci. Math. Fasc. CX XIII, Paris 1953, S. 58). 








118 NorsBert KvUHLMANN: 


§4 A 
1. X sei ein komplexer Raum mit der Singularitaétenmenge S, der Garbe 0 
der holomorphen Funktionskeime und der Garbe I der meromorphen Funk- 
tionskeime. Fiir jede offene Menge U von X sei Hi, die ganz-abgeschlossene 
Hiille von ['(U, 0) in '(U, M); Hy besteht also aus der Menge aller / e (U,M), 
die einer Relation 


f+ aPpr-i+ --- +a) = 0 


mit Koeffizienten af, ..., af « '(U, ©) geniigen. Die Hy ergeben in natiir- 
licher Weise ein Garbendatum {H 7, of}. Die zugehérige analytische Modulgarbe 
von meromorphen Funktionskeimen bezeichnen wir mit ©’. Fir ein festes 
Pe X laBt sich der Halm ©> mit der ganz-abgeschlossenen Hille von Op in 
Mp identifizieren. 

Es gilt der einfache Satz: > ist ein endlicher 0p-Modul (siehe Cartan [6], 
Exposé X, Theorem 1). Es existiert also eine Umgebung U von P mit endlich 
vielen in U meromorphen Funktionen j,,...,/,¢ J'(U, ©’), so daB Op= Op- 
. (fh .2 ->f,)- 

f,, .- -, f, induzieren eine meromorphe Abbildung yu : U > C*: 

Ist etwa S die Singularitétenmenge von X, so liegt U — S offen, dicht in U 
und /f,,...,f, sind hier holomorph. Also ist fiir jedes Qe U—S p(Q) 
= (f,(Q), ..-, f,(Q)) ein wohldefinierter Punkt des C*. Fiir jedes Qe Ur 8 
sei 4(Q) die Menge aller P ¢ C*, fiir die gilt: Es existiert eine gegen Q konvergie- 
rende Punktfolge Q,e U — S,»=1,2,..., so dab u(Q,) gegen P konvergiert. 
Es sei G,: = {(Q, P)| Qe U, Pe u(Q)} der Graph von uw. G,, ist die in U x CO 
abgeschlossene Hiille von {(Q, u4(Q))| Qe U — S} C(U— 8) x @. 

2. Wir zeigen nun: G, ist in U x C* analytisch und die natiirliche Projektion 
a: G,— U ist eine eigentliche, nirgendsentartete, holomorphe Abbildung, die 
iiber U — S biholomorph abbildet. 

a) Jedem Punkte Q« U 1aBt sich eine Umgebung V ¢ U mit in V holomorphen 
Funktionen f(, {e ['(V, 0), i=1,...,8, { Nichtnullteiler in [(V, ©) und 
{i= f/f in V zuordnen. Sei der C* mit einem (z,, . . ., x,)-Koordinatensystem 
versehen und betrachten wir in V x C* die durch 


a, f-fM=0, i=1,...,8 


beschriebene analytische Menge G@. Ist F die Vereinigungsmenge der Nullstellen 
der /, so liegt F wegen der Nichtnullteilereigenschaft der / in V diinn und 
es gilt trivialerweise [(V — F) x C*]) \ G,= [(V — F) x ©] 1 G. — Beachten 
wir nun den Satz 

F und G seien analytische Mengen eines komplexen Raumes Y. Dann ist die 
abgeschlossene Hiille von (Y — F') r\ Gauf Y ebenfalls analytisch (siehe den Beweis 
von Satz 33 in R. Remmerr [16]; oder [11], Seite 224). 

DanunG,-\ [V xC*]in V x C*die abgeschlossene Hiille von [(V — F) x €*] \G 
darstellt, ist G,-\ [V x C*] in V x C* analytisch. 
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Also ist G,, in U x C* analytisch. 


b) Fiir Qe U besteht 1(Q) aus endlich vielen Punkten: Zu Q gibt es nimlich 
eine Umgebung V mit in V holomorphen Funktionen a,,, i=1,... 
j=1,...,;, 80 daB auf V die Relationen 


»8, 


ffi Gis ft + +++ + ain = 0 
erfillt sind. Sei nun R = (r,,...,7,)e u(Q)C O. Fir 1 < i < s muB dann 
H+ Oey (Qe + +++ + din(Q) = 0 
gelten. Da bei festem Q aber die Gleichung 


y+ ai (Q) y+ «++ + ain, (Q) = 0 


nur endlich viele Lésungen aufweist, kann u(Q) héchstens aus nur endlich 
vielen Punkten bestehen. 

c) a ist eigentlich. Andernfalls gabe es eine kompakte Menge K ¢ U, so daB 
7(K) nicht kompakt ist. Da = (K) in K x C* abgeschlossen und 7,:K x 0" 0" 
eigentlich ist, ist u(K) = (2 (K)) = K’ abgeschlossen, aber nicht kompakt, 
also nicht beschrankt. Nun kann in b. V so gewahit werden, daB fiir S e V die 
Lésungen von 


y™+ ay, (S)y"—?+ --- + a;,,(8)=0,i=1,...,8 


in einem beschrankten Gebiet G, des C' liegen, also u(V) Cc G, x Gy x +++ x G,c ©. 
Wegen der Kompaktheit von K kann diese Menge mit endlich vielen dieser V 
tiberdeckt werden. Also ist u4(K) beschrankt. Widerspruch. 

d) Die Aussage, daB x die Menge n(U — 8) biholomorph auf U — S abbildet, 
ist trivial. 

3. Die endlich vielen Punkte von x (P) sind auf G, normale Punkte. Es sei 
Rex(P): 

a) Zunachst: Istd ¢ On(O = Garbe der holomorphen Funktionskeime auf G,,) 
eine Funktion, die durch Liftung einer in P meromorphen Funktion d,¢€ Mp er- 
halten wird (d.h. d = d,02) und ist d Nichtnullteiler in Op, 80 existiert ein 
Nichtnullteiler d in Mp mitdox=d 

Beweis. d, sei in einer Umgebung U’¢ U von Pholomorph. Nach R. REMMERT 
[15] gibt es eine Umgebung U’”’ ¢ U’ mit der Eigenschaft: U’’ zerfallt in endlich 
viele irreduzible, in P irreduzible Komponenten U,,..., U,. d verschwinde 


etwa identisch auf U,, U,,..., U;, 1 < 1 <r, und verschwinde nicht identisch 
auf U;,,,..., U,8). 


$b) Die meromorphe Funktion d verschwindet identisch auf U,, wenn sie in allen 
Punkten von U,, in denen sie holomorph ist, verschwindet — mit anderen Worten: wenn 
die Beschriinkung von d auf U, identisch verschwindet. — Uber die =a von 
meromorphen Funktionen siehe [10], Seite 37, 38. 
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Dann existiert (siehe z. B. 8S. Hrrorumarv [9], Seite 612) fiir jedes U, ein 
h,€ Mp, so daB h,;, beschrinkt auf U,, die Funktion identisch 1, beschrinkt auf 
U,, i+ j, die Funktion identisch 0 ergibt. — Fir d= h,+ h,+---+h,+ d, 
gilt dom=dé Op. 

b) O. B. d. A. sei U eine lokal-analytische Menge eines (", der mit einem 
2, - ++, Zm Koordinatensystem versehen sei: Fiir 1 < ¢ < m sei Z, die Beschran- 
kung von z, auf U, z, die Beschrankung von z; auf Gc O" x (*, fir l<j<s 
sei Z, die Beschrankung von z, auf G,,; es ist Z;= Zo. 

Die in R meromorphe Funktion / geniige nun einer Gleichung 

{*+ a, f*-*+ a a,= 0 
mit Koeffizienten a, ¢ On, k=1,...,m. Die a, sind holomorphe Funktionen 
in Z,,..., Zm, %,-.-, %,. Da aber die %; ganz-algebraisch in bezug auf nur in 
Z,,. + ~,%m holomorphe Funktionen’) aus O,sind, geniigt f bereits einer Gleichung 
fr°+ db, fr? 2+ +--+ b= 0, 
wobei 5,, ..., 6,+ nur in Z,, ..., Z, holomorphe Funktionen sind, sich also 
durch Liftung von in P holomorphen Funktionen 6,, . . ., 6,,« gewinnen lassen. 


Es ist nur noch zu zeigen, daB f sich durch Liftung einer in P meromorphen 
Funktion / erhalten 14Bt. 


Bemerken wir zunachst: Jede Funktion g « On laBt sich in der Form 


g = ¢,%,+ -- ++ ¢,%, mit in R holomorphen Koeffizienten c,, . . ., c, schreiben, 
wobeic,,...,¢,nurinZ,,...,2Z,, holomorphe Funktionen sind, also Funktionen 
é,.--,&€ Op mit Zom=—c,...,& 0m =, existieren. Dann ist 


9=(G'fit++++%,-f,) On. ; 
f ist von der Form g,/g, mitg, ,g¢ 0 R92 Nichtnullteiler in On. Die vorausgehende 
Bemerkung und a. ergeben die Existenz einer in P meromorphen Funktion / 
mit }/ o x =f. Da wegen 

jot+ 6, foe-l4 ---4+6,,=0 


Fin Op: (fs «- sf) = Op liegt, J= 3! a fi, ae Op, ist f= YI (a0 m) %, also 


t=1 t=1 

in R holomorph. — Also ist On in seinem Quotientenring ganz abgeschlossen. 
Dann ist nach [8], Satz 217°), On ein Integritatsring. 

4. Auf Grund von Satz 1 (§ 3) ist also eine ganze Umgebung W’' von x (P) 
normal. 

5. Jede Umgebung von x (P) wird auf eine Umgebung von P abgebildet. 

Angenommen, es gibe eine Umgebung V’ von x (P), so daB 2(V’) keine 
Umgebung von P enthalt, d. h. daB jede Umgebung W von P einen zu x(V’) 
fremden Punkt Q besitzt. Es existiert also eine gegen P konvergierende Punkt- 
folge P,¢ x(V’), »=1,2,... Dann muB wegen der Eigentlichkeit von x die 

7) Wir nennen eine Funktion holomorph in Z,,...,2,, wenn sie durch: Beschrankung 


einer holomorphen Funktion in den komplexen Veranderlichen z,, : . ., z,, gewonnen wird. 
78) Vgl. FuBnote 6a). 
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Menge x (P,) ,v=1,2,... aber mindestens einen Punkt von x (P) als Haufungs- 
punkt besitzen. Wegen z (P,) ¢ V’ fiir alle » kann dies aber nicht sein. Wider- 
spruch. 

Man iiberlegt sich tiberdies unschwer: Die Anzahl der Punkte von 7 (P) ist 
gleich der Anzahl der irreduziblen Komponenten von U in P. 

6. Wegen 4. und 5. gibt es also eine ganze Umgebung W von P, so daf fiir 
Qe W die Funktionen },, ..+)f, tiber Og die ganz-abgeschlossene Hiille Og von Og 
in Mo erzeugen. 

7. Nach 6. ist ©’ vom Typ fini. In jedem P ¢ X gibt es eine Umgebung W 
mit einem universellen Nennerde I"(W, ©) (d. h. d ist Nichtnullteiler in '(W, 0), 
damit auch fiir Qe W in 09; iiberdies gilt d- Og ¢ Og). Die Abbildung { +d/, 
feOg, Qe W, ergibt einen Garbenisomorphismus von 0’(W) auf die Unter- 
garbe d- 0’(W) von 0(W). Mit 0’(W) ist auch d- 0’(W) vom Typ fini, wegen 
der Koharenz von ©(W) also auch koharent. Also ist auch 0’(W), also 0’ 
kohdrent. 

Satz 2. Die Garbe 0’ iiber X ist kohérent. 

Hieraus folgert: wie in Cartan [6], Exposé X, daB die Menge der nicht- 
normalen Punkte auf X analytisch ist; denn diese Menge ist genau die Trager- 
menge der koharenten analytischen Quotientengarbe ©’/0. Die Tragermenge 
einer koharenten analytischen Garbe ist aber analytisch. 

8. Aus 6. ziehen wir noch eine weitere Folgerung: Jedem Punkt Pe X 
ordnen wir eine Umgebung Wp mit in Wp meromorphen Funktionen 

, Pe T(W, 0’) za, die tiber O(Wp) die Garbe 0’(Wp) erzeugen. 
Gem&B dem vorhin beschriebenen Verfahren induzieren /{”, ..., /?) eine 
meromorphe Abbildung up: Wp>C*? mit dem Graphen G,, und der Pro- 
jektion zp: G,,— Wp. G,, ist ein normaler komplexer Raum. 

Die G,,, lassen sich zu einem tiber X liegenden komplexen Raum X’ zu- 
sammenheften. Fir P,, Pze X, Wy= Wp, Wp, ist namlich tp, (Wis) zu 
ap, (Wy) in natiirlicher Weise biholomorph dquivalent: 

Da f{?, ..., fE? wie auch f(?, ..., fF? tiber O(W,,) Garbe 0’ (W,,) er- 
zeugen, gibt es zu jedem Qe W,, eine Umgebung V9 mit in Vg holomorphen 
Funktionen «,,, B,;,i=1,..., 8p, ¥=1,..., 8p, so daB in Vg 


SP, 
{Po = ZH, + f(Po, 
= 


SP, 
Pe » Bos ff”. 
i=1 
Ordnen wir jedem Punkte 7”’=T x (t,..., hr) € *r,(Vo) den Punkt 


oq(P’) = T= T x (ti’,..., te.) e Wp, x O's mit tf’ = bs B,(T) ti, v=1, 


&p,, zu, so wird durch og die Menge Zp, (Vo) in z,.(Vo) abgebildet : Es ist ja 
oq (xp,(Vo— 8)) = mp,(Vo— 8). 
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Die Abbildung tg: zp,(Vg) > 2p,(Vq), die jedem Punk:te T <“(ti’, i) 
Sp 


den Punkt 7 x(t), ..., 4.) € 2p,(Vq) mit t} = S'a,,(T)-t%,i=1,..., sp, 
° v=1 


zuordnet, erweist sich leicht als die Umkehrabbildung cn Von dg. dg ist also 
biholomorph. 


Jedem Qe W,, laBt sich nun ein Vg ¢ W,, mit einer biholomorphen Abbil- 
dung og: ap,(Vo) > 2p,(Vo) zuordnen und fiir Q,, Q, € Wis, Vie= Vor Vo, 
stimmen og, und gg, auf 2p, (Via) iiberein. Also induzieren lie tg eine biholo- 
morphe Abbildung fp, p,: Zp, Wi) > Zp, (Ws). 

Fir P,, P, ¢ X lassen sich also vermdge fp, p, die Graphen @,,, und G,,,, 
iiber Wp, W>, verheften. Wir erhalten soeinen normalen komplexen Raum X’ 
mit einer eigentlichen, holomorphen, nirgendsentarteten, tiber X — S biholo- 
morphen Abbildung 2: X’'+X. Zum Beweis dieser Aussage ist nur noch zu 
tiberlegen, daB X’ hausdorffsch ist; das ist aber trivial. 

Ist nun X” ein weiterer normaler, komplexer Raum mit einer eigentlichen, 
nirgendsentarteten, tiber X — S biholomorphen Abbildung 2’’: X'’+X, so 
existiert z. B. nach [10], § 3, eine natiirliche bimeromorphe Abbildung von X”’ 
auf X. Da diese aber in beiden Richtungen keine Entartungspunkte besitzt, 
muB8 sie nach R. ReMMERT [16] biholomorph sein. 

Satz 3. Zu einem komplexen Raum X mit der Singularitétenmenge S existiert 
ein normaler komplexer Raum X' mit einer eigentlichen, holomorphen, iiber X — S 
biholomorphen Abbildung x’: X'+X. X’ ist durch diese Eigenschaften bis auf 
Biholomorphie eindeutig bestimmt. 

X’ heiBt die Normalisierung von X. 


$5 


a) *). Es interessiert, ob auBer Analogien noch ein weiterer Zusammenhang 
zwischen dem hier definierten komplex-analytischen Normalisierungsverfahren 
und den entsprechenden Prozessen der algebraischen Geometrie besteht. — 
Es wird gezeigt 

Satz 4. Es sei Y eine irreduzible algebraische Varietét iiber dem Grundkérper C 
der komplexen Zahlen, Y* der zugeordnete komplexe Raum, Y' die Normalisierung 
von Y (im Sinne der algebraischen Geometrie). Dann ist der Y' zugeordnetz 
komplexe Raum die Normalisierung von Y* (im analytischen Sinne ). 

Da mit Y auch Y’ projektiv-algebraisch ist (siehe etwa [12], Chap. V; diese 
Aussage wurde zuerst von O. ZARISKI in [21] bewiesen) folgt aus Satz 4: 

Die Normalisierung eines projektiv-einbettbaren komplexen Raumes ist wieder- 
um projektiv-einbettbar. 

Hierbei heiBt ein komplexer Raum projektiv-einbettbar, wenn er zu einer 
analytischen Menge eines (ein- oder mehrfach-) projektiven Raumes biholo- 
morph aquivalent ist. 


*) Zu den in § 5 benutzten Begriffen und Satzen der algebraischen Geometrie siehe [12], 
[17]; vor allem werden die Ergebnisse in Serre [18] stark herangezogen. 
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In Satz 4 ist enthalten 

Satz 4’. Der einer irreduziblen, normalen algebraischen Varietiét zugeordnete 
komplexe Raum ist normal (im komplex-analytischen Sinne). 

Es geniigt, Satz 4. fiir den Fall einer irreduziblen, algebraischen, affinen 
Varietaét Y in einem (* nachzuweisen ; dieser sei mit einem (y,, . . ., ¥,)-Koordi- 
natensystem versehen; 7,, ..., Y, seien die Beschrankungen von y,, ..., Yp 
auf Y. Dann existieren nach einem bekannten algebraischen Satz endlich viele, 
in 9,, ..-, J, rationale Funktionen /,, ..., f, (man beachte, daB wegen der 
Irreduzibilitat von Y der Ring C [j,, . . ., 7, nullteilerfrei ist), so daB der Inte- 
gritatsring A’: = C[j,, ..-, Yn» fi, ---» f,] ganz-abgeschlossen ist; /,, ..., f, 
induzieren eine rationale Abbildung « : Y + (C* und eine meromorphe Abbildung 
u*: Y +C* mit den Graphen G,, und G,,.. Mit Hilfe von Serre [18] zeigt man, 
da — als Punktmengen betrachtet — G, und G, identisch sind. G, ist eine 
birationale Transformation von Y mit folgenden Eigenschaften 

a) G, ist eine normale algebraische Varietat. 

B) Uber jedem Punkte von Y liegen nur endlich viele Punkte von G.,,. 

y) G, ist vollstandig tiber jedem Punkte von Y. 

G,, ist der G,, zugeordnete komplexe Raum. Gelingt es, Satz 4’ zu beweisen, 
so ist mit G, auch G,. normal. Da aber die natiirliche (mengentheoretische) 
Projektionsabbildung 2 : G,.— Y* eigentlich, holomorph, iiber Y — S (S = Sin- 
gularitatenmenge von Y = Singularitétenmenge von Y* nach Serre [18}) 
biholomorph ist, ist G,- dann die Normalisierung von Y. — Es geniigt also, 
Satz 4’ zu beweisen. 

Es sei also Y bereits normal, d. h. A = C[¥,,. . ., 7, ] sei ein ganz-abgeschlos- 
sener Integritatsring. 

b) O. Zartsk1 hat in [22] (siehe [23], Vol. II, Chap. VIII, § 13) bewiesen: 

Es sei Pe Y, p das Primideal der in P verschwindenden Polynome aus 
A=C[¥,, .--, Jn], Ap= Ay der zugehdrige Stellenring der in P regularen 
rationalen Funktionen in j,, ..., J,. Mit Ap ist auch die Komplettierung 4; 
ein ganz-abgeschlossener Integritatsring. 

Zum Beweise dieser Aussage wird im wesentlichen ausgenutzt, dab 
(Ap, Ap) ein «couple plat» (siehe SERRE [18]) ist. Nun ist aber nach dieser 
Arbeit [18] auch (Ap, Cp) ein «couple plat» (© sei die Garbe der holomorphen 
Funktionskeime tiber Y*; jede Funktion aus A,» fassen wir. als holomorphe 
Funktion in P auf). Das Verfahren von O. Zariskr léBt sich im wesent- 
lichen rein formal iibertragen, um aus der Ganz-abgeschlossenheit von A p die 
von Op zu folgern. Der Vollstandigkeit halber sei der Beweis angedeutet. 

a) Es sei q ein Primideal in Ap; dann besitzt ©p/Cp- q keine nilpotenten 
Elemente. 

Sei N,» namlich der zu q gehérige Nullstellenmengenkeim. Nach Serre [18] 
erzeugt aber q bereits iiber 0» da» Ideal N, der auf Np verschwindenden holo- 
morphen Funktionskeime. 

B) Ein x’’e Ap, das kein Nullteiler in Ap modq ist, ist auch kein Nullteiler 
in Cp/Op- q. — Trivial, da q tiber ©, das Ideal N, erzeugt. 
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y) Es existiert auf Y* ein universeller Nenner d ¢ Ap’). 

Notieren wir noch die bereits erwihnte Aussage: 

6) (Ap, Op) ist ein «couple plat». — Hieraus folgt: Sind a und 6 Ideale in 
Ap, 80 ist Op- (a 7) b) (= das von a b in Op erzeugte Ideal) = (Op- a) \ (Op: b). 

Nach diesen Vorbereitungen laBt sich der Beweis in [23], Vol. II, Seite 315, 
316, rein formal iibertragen ; man ersetze dort A stets durch Op und A durch Ap: 

Da Ap ganz-abgeschlossen ist, ist Ap-d = i) p( Durchschnitt von endlich 


vielen symbolischen Primidealpotenzen p\™; die p; sind minimal. Aus Op: d 
=f (Op: p) 1aBt sich dann durch einfache Uberlegungen schlieBen, daB 
+ 


Op: d Durchschnitt von endlich vielen symbolischen Primidealpotenzen mini- 
maler Primideale p;,; in-Op ist; es ist nimlich Op- p= N p{j°. Hieraus folgt 
i 


unmittelbar (siehe [23], Vol. II, Seite 314 und 315) die Ganz-abgeschlossenheit 
von Op. 

c) Es sei R die Stellenringgarbe iibor einer beliebigen irreduziblen algebra- 
ischen Varietat Y, R’ diejenige algebraische Modulgarbe von rationalen Funk- 
tionskeimen, deren Halme Rp, Pe Y, aus den ganz-abgeschlossenen Hiillen 
der Np bestehen. Y*= X sei der Y zugeordnete komplexe Raum mit der 
Garbe © der holomorphen Funktionskeime und der in § 4.1 erklarten Garbe 0’. — 
Nun erzeugt %’ in naheliegender Weise (siehe [18], Seite 16) eine assoziierte 
analytische Garbe %’*. 

Es ist evident, daB mit dem vorausgehenden bewiesen ist 

Satz 5. Die assoziierte analytische Garbe R’* ist zu O' in kanonischer Weise 
isomorph. 

Mit anderen Worten: ©’ entsteht aus ®’, indem die Operatorengarbe R zur 
Operatorengarbe © erweitert wird. 
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Uberlagerungen und Holomorphiehiillen 
Von 


Hans KERNER in Miinchen 


Bekanntlich kann man jedem unverzweigten Riemannschen Gebiet G tiber 
dem Raum C* von n komplexen Veranderlichen eine Holomorphiehiille H (@) 
zuordnen. H (G@) ist das gréBte G umfassende Riemannsche Gebiet derart, daB 
sich jede in G holomorphe Funktion nach H(@) holomorph fortsetzen laBt. 
Betrachtet man nun nicht nur eindeutige, sondern auch mehrdeutige holomorphe 
Funktionen“, so kann man die Frage stellen, ob auch jede auf G mehrdeutige 
holomorphe ,,Funktion“ zu einer auf H (G@) mehrdeutigen ,,Funktion“ fortsetz- 
bar ist. Genauer: Es sei G eine (unverzweigte und unbegrenzte) Uberlagerung 
des unverzweigten Riemannschen Gebietes G und @ sei mit der durch die 
Uberlagerung induzierten komplexen Struktur versehen. Ist dann die Holo- 
morphiehiille H (G) eine Uberlagerung von H(@) ? 

Wir zeigen zuerst, daB die Holomorphiehiille H(@) einer regularen Uber- 
lagerung @ von G eine regulire Uberlagerung von H (@) ist (Satz la). Insbeson- 
dere ist die Holomorphiehiille der universellen Uberlagerung eines Gebietes G 
gleich der universellen Uberlagerung von H(@) (Satz 1b). Daraus folgt dann, 
daB die Holomorphiehiille H (G) einer beliebigen Uberlagerung G von @ wieder 
eine Uberlagerung von H (@) ist (Satz 1). 

Fir den Fall regularer Uberlagerungen untersuchen wir, welche Beziehun- 
gen zwischen den zugehérigen Fundamentalgruppen bestehen. Unter der Be- 
dingung, daB G holomorph-separabel ist, sind 2, (@)/2, (@) und, (H (@))/2,(H (@)) 
zueinander in natiirlicher Weise isomorph. Besteht umgekehrt diese Isomorphie 
zwischen 2, (@)/2,(@) und 2,(H (@))/2,(H (@)) und ist @ holomorph-separabel, 
so ist auch @ holomorph-separabel (Satz 2). Daraus ergibt sich folgendes 
Kriterium: Die universelle Uberlagerung eines holomorph-separablen Gebietes 
G ist genau dann holomorph-separabel, wenn die Fundamentalgruppen 2, (@) 
und 2,(H (G)) in natiirlicher Weise isomorph sind (Satz 2a). 

Alle diese Aussagen gelten auch, wenn G ein unverzweigtes Gebiet tiber einer 
Steinschen Mannigfaltigkeit ist. Wir fiihren daher die Beweise fiir den allgemei- 
neren Fall unverzweigter Gebiete tiber Steinschen ae. 


1. Ist G@ eine Mannigfaltigkeit, so definiert man ({12], [13]): (G, ®, G) heiBt 
eine Uberlagerung von G, wenn G ein zusammenhangender Hausdorffscher Raum 
und @: G +G eine lokal-topologische surjektive Abbildung ist und es zu jedem 
Punkt z € G eine Umgebung U (z) gibt, so daB jede zusammenhangende Kom- 
ponente von o(U (x)) durch gp topologisch auf U (x) akgebildet wird. 

Eine topologische Abbildung ¢:@+>@ mit goo = ¢ heiBt Decktransfor- 
mation von (G, 9, @). 
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Eine Uberlagerung (G, py, @) heiBt regulér, wenn es zu je zwei Punkten 
x, y € @ mit ~(x) = —(y) eine Decktransformation o gibt, so daB a(x) = y gilt. 

Im folgenden bezeichne S immer eine Steinsche Mannigfaltigkeit'). Ein 
(unverzweigtes) Gebiet iber einer Steinschen Mannigfaltigkeit S ist ein Tripel 
<@,®, 8), wobei G ein zusammenhingender Hausdorffscher Raum und 
® : G +S eine lokal-topologische Abbildung ist ;@ werde mit der durch ® : G + S 
induzierten komplexen Struktur versehen. Wir schreiben zur Abkiirzung an 
Stelle von (G, ®, 8) oft nur G. Ist S = C*, so heiBt (G, ®, C) ein unverzweig- 
tes Riemannsches Gebiet. 

Jedem Gebiet (@,®, 8) kann man eine Holomorphiehiille zuordnen, die 
wir mit H(G@) bezeichnen (vgl. [1], [3], [4], [15]). H(@) ist ein unverzweigtes 
Gebiet tiber S und es gibt eine holomorphe lokaltopologische Abbildung 
a: G—+H(G@). H(G) ist holomorph-vollstandig?*). 

Sind G,, i = 1, 2, Gebiete iiber S, a,: G; +H (G,), so existiert zu jeder holo- 
morphen Abbildung ¢ : G,->+G, genau eine holomorphe Abbildung ¢ : H (G,) > 
+ H(G,) mit «4,0 » = G © a, (vgl. [9], Satz 2 und Satz 4). Ist @ lokal-topolo- 
gisch, so auch g@; wenn @ biholomorph ist, ist auch ¢@ biholomorph (vgl. dazu 
H. Cartan und P. THULLEN [4], Satz 3, sowie H. Cartan [3], VII, théoréme 2). 


Es sei nun (G, g, @) eine Uberlagerung des Gebietes (G, ®, S) und H(@) 
die Holomorphiehiille von (G,®o g, 8), &: @+H(G). Dann gibt es genau 
eine holomorphe lokal-topologische Abbildung ¢: H (G)+H(G@) mit ao@ 
= ¢ © &. Wir beweisen: 

Satz 1. Hs sei G ein unverzweigtes Gebiet tiber einer Steinschen Mannigfaltig- 
keit. Ist dann (G, p, G) eine Uberlagerung von G, so ist (H(G), ¢, H(G)) eine 
Uberlagerung der Holomorphiehiille H (G). 

Satz la. Ist (G, ~, G) eine reguldre Uberlagerung, so ist auch (H (G),¢,H (G@)) 
eine reguldre Uberlagerung. 

Satz 1b. Ist (G, p, G) die universelle Uberlagerung von G, so ist (H (@),¢, H (G)) 
die wniverselle Uberlagerung von H (GQ). 

2. Wir beweisen zuerst Satz la und Satz 1b, daraus ergibt sich dann Satz 1. 

Es sei in diesem Abschnitt (G, p, G) eine regulére Uberlagerung und A die 
Gruppe der Decktransformationen von (G, y, G). Zuo € A existiert genau eine 
biholomorphe Abbildung é: H(@) +H(@) mit 200 =G0% und Goé =@. 
Die Gruppe aller &, « € A, sei mit J bezeichnet. Durch J wird eine Aquivalenz- 
relation in H (G) erzeugt: Zwei Punkte z, y € H(G) heiBen aquivalent beziiglich 
6 1) Eine komplexe Mannigfaltigkeit X heiBt holomorph-konvex, wenn es zu jeder 
Punktfolge z, € X, die in X keinen Hiufungspunkt besitzt, eine in X holomorphe Funktion / 
gibt, so daB |f(z,)| nicht beschrankt ist. X heiBt K- vollstandig, ' wenn es zu.jedem Punkt 
x, € X eine in X holomorphe Abbildung #: X — C* gibt, so daB ry (P(x_)) A U = {x9} ist. 
X heiBt eine Steinsche Mannigfaltigkeit oder holomorph-vollstandig, wenn X K-vollstandig 
und holomorph-konvex ist. Vgl. dazu [3], [6], [13]. 

*) Die Aussage, daB H(@) holomorph-vollstandig ist, wurde fiir (unverzweigte) Gebiete 
iiber dem C* von K. Oxa [10] bewiesen und von F. Docguter und H. Gravert [5] auf 
Gebiete iiber Steinschen Mannigfaltigkeiten verallgemeinert. 
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A (in Zeichen: x ~ y), wenn es ein & € J gibt mit ¢(x) = y. Es seiZ: = H(G)/A 
der Zerlegungsraum, versehen mit der Quotiententopologie, und » : H (@G) > Z 
die natiirliche Abbildung von H(@) auf H(G)/4; es existiert eine Abbildung 
0:2 H(G) mit 90 n= ®@. 

Es gilt: 

(1) »: H(@) + Z ist eine offene Abbildung. 

Ist namlich 0 eine offene Teilmenge von H(@), so ist a0 ) offen und 
dies bedeutet genau, daB 7 eine offene Abbildung ist. a 

Wir bendétigen nun folgende Aussage: 

(2) Es seien R und R' Hausdorfjsche Réume und wy: R- R’ eine lokal- 
topologische Abbildung. Ist dann U eine offene zusammenhingende Teilmenge 
von R, die durch w topologisch auf w(U) abgebildet wird, so ist U eine Zusammen- 
hangskomponente von v(yp(U )). 

Beweis: Da U offen in v(y(U )) ist, geniigt es zu zeigen, daB U in 
v(p(U)) abgeschlossen ist. Es sei x, € p(p(U)) — U und 2;,: = p(y(2,)) nu. 
Dann gibt es Umgebungen V, von x, und V, von a, mit V,C w(y(U )), 
V,.cU, Vin Vg= 2, so daB y(V,)= y(V,) ist und die Abbildungen 
y|V,— p(V,) sowie y|V,— y(V,) topologisch sind. Ist y, ein beliebiger Punkt 
von V, und yg: = p(p(¥:)) 0 Va, 80 gilt p(y,) = (Ya) 1 Ya Ye U. Da y|U 
nach Voraussetzung eineindeutig ist, folgt daraus V,-\ U = 2. Damit ist ge- 
zeigt, daB U in w(y(U)) abgeschlossen ist. 

Als nachstes zeigen wir: 

(3) Die Menge C: = {(x, y) € H(G) x H(G): x ~ y} ist abgeschlossen in 
H(@) x H(@). 

Beweis: Es sei (2%, yo) € C, wobei C die abgeschlossene Hiille von C in 
H(G) x H(G@) bezeichnet. Wegen der Stetigkeit von ¢ gilt G(x.) = G(yo). Weil 
¢ lokal-topologisch ist, gibt es zusammenhangende offene Umgebungen 0 von 
to, V von yp mit ¢(0) = ¢(P) = : W derart, daB die Abbildungen ¢|0 > W 
und ¢|? — W topologisch sind. 0 x P ist eine Umgebung von (2», yo), daher 
ist (0 x 0) C nicht leer. Wir wahlen einen Punkt (z,, y,) €(0 x P) nc, 
dann existiert ein ¢ € A mit &(2z,) = y,. Nach (2) sind 0 und V zusammen- 
hangende Komponenten von Fi W); daher ist auch (0) eine Zusammenhangs- 
komponente von GW). Wegen &(z,) = y¥,€4(0) A P ist (0) A V + @, also 
6(0)= 0. Somit ist G(x,)€V und G(é(x)) = G(yo). Da GV > W eine 
topologische Abbildung ist, folgt ¢(2,) = yo. Das bedeutet, daB 2, ~ y, ist, 
also (2, Yo) € C. Damit ist gezeigt, daB C = C ist, d. h. C ist abgeschlossen. 

Aus (1) und (3) folgt nach BourBak1 ([2], § 7,18): 

(4) Z ist ein Hausdorffscher Raum. 

Weiter zeigen wir: 

(5) Die Abbildungen n: H(G)-> Z und 0: Z > H(G) sind lokal-topologisch. 

Beweis: Die Stetigkeit von o folgt aus der Stotigheit von 90» = @ (vgl. 
Bounnaki [2], § 7,19). Ist W c Z offen, so ist o(W) = ¢(m(W)), weil 7 surjektiv 
ist. 7n(W) ist offen und ¢ ist eine offene Abbildung, also ist 9(W) offen. Damit 
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ist gezeigt, daB o eine offene Abbildung ist. Nach (1) ist 7 offen. va ¢ lokal- 
topologisch ist, folgt aus 90 » = G, daB die Abbildungen o und 7 lokal- 
eineindeutig und somit lokal-topologisch sind. 

Wir versehen nun Z mit der durch 9: Z + H(@) induzierten komplexen 
Struktur; 7 und g sind dann holomorphe Abbildungen. R(Z) bzw. R(H(@)) 
bezeichne den Ring der in Z bzw. H(G@) holomorphen Funktionen. Setzt man 
*o(f):=foe, f € R(A(G@)), so ist *o : R(A(G@)) + R(Z) ein Homomorphismus 
von R(H(@)) in R(Z). Es gilt: 

(6) *o: R(A(G)) +R(Z) ist bijektiv. 

Beweis: Der Homomorphismus *o ist injektiv, weil o(Z) eine nichtleere 
offene Teilmenge von H(G) ist. Wir haben also nur noch zu zeigen, dab *o 
surjektiv ist. Sei h € R(Z) eine in Z holomorphe Funktion, dann ist ho n 0 & 
in G holomorph. Fiir a ¢ A gilt wegen nOoG =n: honokog=honosoe 
=ho 70 &. Weil die Uberlagerung (@, y, G) nach Voraussetzung regular ist, 
existiert eine in G holomorphe Funktion h, mit ho 70 2=h,o ¢. A, ist in 
die Holomorphiehiille H (G) fortsetzbar, d. h. es gibt eine in H(G@) holomorphe 
Funktion h mit h,= ho «. Es gilthogono&=hoacop=hogp=hono4g. 
Daraus folgt h o 9 = h oder *o(h) = h; d. h. *o ist surjektiv. 

Nun zeigen wir: 

(7) (H(@), n, Z) ist eine reguldre Uberlagerung. 

Beweis: Ist z,€ Z vorgegeben, so existiert ein YoEN (20) Wegen (5) gibt es 
Umgebungen 0 von y, und V von zp, so daB O durch 7 topologisch auf V ab- 
gebildet wird. Es sei (, eine Zusammenhangskomponente von 7(¥). Ist y, 


ein Punkt von 0, und y: = 7(n(m)) A 0, so existiert wegen »(y,) = (y) ein 
& € A mit &( y) = y,. Nach (2) ist CU eine zusammenhangende Kom ponente von 
a V). Daher ist auch &(() eine Zusammenhangskomponente von a V). Aus 
a(C) > 0,+ o folgt dann ¢(0) = 0,. Somit ist ¢ = ¢ o €-"|0,—> V eine topo- 
logische Abbildung; d. h. (H(@), », Z) ist eine regulare Uberlagerung. 

Wir beweisen nun den 

Hilfssatz 1. Ls sei X ein unverzweigtes Gebiet iiber einer Steinschen Mannig- 
faltigheit S und (X, py. X) eine Uberlagerung von X. Ist dann X holomorph- 
vollstindig, xo ist auch X holomorph-vollsténdig. 

Wir fiihren den Beweis in zwei Schritten. Zuerst wird der Hilfssatz fiir den 
Fall S = C" bewiesen. 

1. Es sei S = C" und X das Gebiet (X. ®, C"). Ist x € X und r eine positive 
reelle Zahl, so sei H,(®(2x)) c C" die Hyperkugel mit dem Mittelpunkt ®(z) und 
Radius r. Mit 7,(2) bezeichnen wir die zusammenhangende Komponente von 


®(H,(®(.x))). in der x liegt. Das Supremum aller r mit der Eigenschaft, deb 
P| H,(x) > H,(@(.r)) eine topologische Abbildung ist, heiBt die Distanzfunktion 
d(2) des Gebietes (X, ®. C"). 

Bezeichnen wir mit 6 die Distanzfunktion von (X,@Do y, C*), so gilt 
6(#) < 4(w(#)) fiir jedes # ¢ X. Ist namlich A,(@) eine Umgebung von é, dic 
durch ® © p topologisch auf die Hyperkugel 1,(® o p(#)) abgebildet wird, 
so ist auch die Abbildung ®! y(H,(#)) > H,(® > y(#)) topologisch. — Ist 
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andererseits r< 6(y(#)) und A, (2) die @ enthaltende Zusammenhangskompo- 
nente von y(H,(y(4))), so ist (A,(4),® 0 y, H,(® o p(4))) eine Uberlagerung. 
Da H,(®o y(#)) eine Hyperkugel ist, ist (A,(2), Bo y, H,(Po y(z))) die 
triviale Uberlagerung. Also ist Do y|H,(#) > H,(® o p(4)) eine topologische 
Abbildung und somit 5(#) => 4(w(#)). 

Damit ist gezeigt, daB 6 = 40 y ist. 

Es gilt folgender Satz von K. Oxa [10]: Ein unverzweigtes Riemannsches 
Gebiet (X,®,C") mit der Distanzfunktion 4 ist genau dann holomorph- 
vollstandig, wenn — logé eine plurisubharmonische Funktion ist*). 

Aus diesem Satz folgt, da8 —logd plurisubharmonisch in X ist. Ist nun 
2€X und @ € (2), so existieren Umgebungen U von zx und 0 von é derart, 
daB wy:=y|0—-U eine biholomorphe Abbildung ist. Es gilt —logd|U 
= —logdo wz!, und daraus folgt, daB —logé|U plurisubharmonisch ist‘). 
Da eine Funktion genau dann plurisubharmonisch ist, wenn sie in einer Um- 
gebung jedes Punktes plurisubharmonisch ist®), ergibt sich, daB —logé eine 
in X plurisubharmonische Funktion ist. Nach dem Satz von K. Oxa ist dann 
X holomorph-vollstandig. 

2. Nun sei S eine beliebige Steinsche Mannigfaltigkeit. Nach einem Satz 
von R. Remmert [11] und F. Docqgurer-H. Gravert [5], Satz 3, gibt es zu 
jeder Steinschen Mannigfaltigkeit S ein unverzweigtes holomorph-vollstandiges 
Riemannsches Gebiet (S,, 4, C") und eine in S, singularitatenfrei eingebettete 
analytische Menge S’ mit folgenden Eigenschaften: Es existiert eine biholo- 
morphe Abbildung von S auf S’ und eine holomorphe Abbildung o: S, > S’ 
derart, daB die Beschrinkung o|S’— S’ die identische Abbildung ist. Wir 
dirfen annehmen, daB S = 8’ ist. Ist nun (X, ®, 8) ein Gebiet tiber S, so 
definieren wir X,: = {(z, y): x € X, y € Sp, D(x) = o(y)} und o9(z, y): = z, 
®, (x, y): = y (vgl. Docquter-GraveErt [5], p. 113). Versieht man X, mit der 
durch X,c X x S, induzierten Topologie, so werden 0,: X,-> X und M,: X,> 8, 
stetige Abbildungen; ®, ist lokal-topologisch. (X,, ®,, S,) ist dann ein Gebiet 
tiber S, und g, eine holomorphe Abbildung. 

Entsprechend definiert man zu (& &, 8), }@:=@Do y, das Gebiet 
(X,, By, S,) mit der holomorphen Abbildung 6,: X, X. Es gilt: 

(a) X, ist eine Uberlagerung von X,. 

Um diese Aussage zu beweisen, setzen wir y,(2, y): = (y(#), y) fiir 
(4, y) € Xq; wegen (2) = Do w(#) = 0(y) ist ((2), y) € Xp. Es gilt Bo yw. = By, 
daher ist y): X,-> X, lokal-topologisch. Die Abbildung y, ist surjektiv, weil y 
surjektiv ist. Ist p € Xo, so gibt es zum Punkt 0,(p) € X eine offene zusammen- 
hangende Umgebung U, so daB jede Zusammenhangskomponente von y(U ) 








%) Zur Theorie der plurisubharmonischen Funktionen s. H. Gravert und R. Rem- 
MERT [7]. Zum Satz von K. Oxa vgl. auch [8], Satz A, E, G. 
*) Es gilt der Satz (H. Gravert und R. Remmert [7], § 1, 5. g)): Sind X, Y komplexe 





Mannigfaltigkeiten, p eine in Y plurisubh ische Funktion und t: X — FY eine holo- 
morphe.Abbildung, so ist p O t in X plurisubharmonisch. 
5) Vgl. H. Gravert und R. Remmert [7], § 1, 5. e) 
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durch yp topologisch auf U abgebildet wird. Dann ist 

U,: — {(z, y): ze U, y€ So, (2) = o(y)} 
eine Umgebung von p und Yo(Us) ist die Vereinigung von offenen disjunkten 
Mengen 0,: = {(4, y): 2 € 0, y € Sy, (2) = e(y)}, wobei 0 die Zusammen- 
hangskomponenten von »( U) durchlauft. Jedes 0, wird durch y, topologisch 
auf U, abgebildet. Daraus folgt, daB (X,, yo, X,) eine Uberlagerung ist. 

(b) X, ist holomorph-vollstindig. 

Ein Beweis von (b) ergibt sich aus allgemeineren Aussagen von F. DocQuieR 
und H. Gravert [5], p. 114, (2), (5). Der Vollstandigkeit halber sei fiir den 
hier benétigten Spezialfall der Beweis angegeben: 

Da X, offensichtlich K-vollstandig ist, haben wir nur noch zu zeigen, daB 
X, holomorph-konvex ist. Es sei p,€X, eine Punktfolge, die in X, keinen Hau- 
fungspunkt besitzt. Wir nehmen an, es existiere eine Teilfolge p,, von p,, so daB 
sowohl 6,(p,,) als auch ®,(p,,) konvergiert; es sei limé,(p,,) =: #¢€X und 
lim $,(p,,) = : y € Sp. Dann gilt 6, (#) = lim $,0 69(p,,) = lime o B4(p,,) =e(y), 
also ist (#, y) € X,. Offensichtlich ist (#, y) ein Haufungspunkt von p,. — Damit 
ist gezeigt: Besitzt p, inX, keinen Haufungspunkt, so existiert eine Teilfolge p,, 
von p, derart, daB 69(p,,) keinen Haufungspunkt in X oder ,(p,,) keinen 
Haufungspunkt in S, besitzt. Im ersten Fall existiert, weil X holomorph- 
konvex ist, eine in X holomorphe Funktion g, so daB |g o 6,(p,)| unbeschrankt 
ist ; im zweiten Fall gibt es eine in S, holomorphe Funktion h, so daB |ho®,(p,)| 
nicht beschrankt fst. Damit ist Aussage (b) bewiesen. 

Nun sind (X,, 40 @, C") und (Xp, uo Dy, C*) unverzweigte Gebiete iiber 
dem CO". Aus (a), (b) und dem bereits bewiesenen Spezialfall von Hilfssatz 1 folgt 
dann, daB .X, holomorph-vollstandig ist. X ist biholomorph dquivalent zur 
analytischen Menge {(x, ®(x)): « € X} in Xy. Daraus folgt, daB auch X holo- 
morph-vollstandig ist, und damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 

Aus (7) und Hilfssatz 1 folgt unmittelbar: 

(8) Z ist holomorph-vollstandig. 

Damit kénnen wir zeigen: 

(9) Die Abbildung 0 : Z > H(G) ist biholomorph. 

Beweis: Sind x, y zwei verschiedene Punkté aus Z, so gibt es wegen (8) ein 
{ € R(Z) mit f(x) + f(y)*). Nach (6) existiert *g(/) = : ? € R(H (@)) und es gilt 
7(o(x)) + F(e(y)), also ist 9 (x) + o(y). Damit ist gezeigt, daB 9 einéindeutig ist. 

Wir zeigen nun, daB o(Z) abgeschlossen in H (@) ist. Angenommen, dies sei 
nicht der Fall. Dann gibt es eine Punktfolge x, ¢ Z, die in Z keinen Haufungs- 
punkt besitzt, so daB o(z,) gegen einen Punkt y ¢ H(G@) konvergiert. Es gibt 
wegen (8) ein h € R(Z), so daB |h(zx,)| unbeschrankt ist. Dann ist aber auch 
|h(o(z,))|, 4: =*o-(h), nicht beschrankt; es gilt aber limh(o(z,)) = h(y). 
Damit ist ein Widerspruch hergestellt und gezeigt, daB 9(Z) abgeschlossen ist. 

Da 0(Z) auch offen in H (@) ist, folgt o(Z) = H (@). Daraus ergibt sich, daB 0 
eine topologische Abbildung ist. Nach Definition der komplexen Struktur in Z 
ist @ lokal-biholomorph. Daraus folgt, daB 9 biholomorph ist. 


*) Jede Steinsche Mannigfaltigkeit ist nach H. Gravert [6] holomorph-separabel. 
g* 
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Aus (7) und (9) folgt, daB (H(@), ¢, H(@)) eine regulare Uberlagerung ist 
und damit ist Satz la bewiesen. 

3. Wir betrachten nun die Fundamentalgruppe 2,(@), die in bezug auf 
einen beliebigen Punkt 2,¢€@ gebildet sei. Die Abbildung «:G— H(@) in- 
duziert einen natiirlichen Homomorphismus «&: 2,(@)— 2,(H(@)), wobei 
2,(H(@)) mit dem Bezugspunkt «(x,) gebildet sei. 

Es gilt der 

Hilfssatz 2. Ist G ein unverzeigtes Gebiet iiber einer Steinschen Mannig- 
faltigkeit, so ist der durch die Abbildung «: G+ H(G) induzierte Homomorphis- 
mus & : 2, (G@) > 2,(H (G@)) ein Epimorphismus. 

Der Beweis wird analog zu dem Beweis von K. Stern [14], Satz 2.1, gefiihrt 
und sei der Vollstandigkeit halber hier angegeben. Es sei (Y, 8, H(G)) die zur 
Untergruppe «(z,(@)) von 2,(H(@)) gehérende Uberlagerung von H(@). Die 
Abbildung « : G > H(@) kann in bekannter Weise zu einer Abbildung «,:G—>Y, 
a = BO %, geliftet werden. Nach einem Satz von K. Stern [13], Satz 2.1, ist Y 
holomorph-vollstandig. *8: R(Y)— R(H(@)) ist ein Isomorphismus, weil 
*%,0 *8 = *« ein Isomorphismus ist. Wie in (8) ergibt sich, daB 8 biholomorph 
ist. Daraus folgt «(2,(@)) = 2,(H (@)). 

Als Folgerung von Hilfssatz 2 ergibt sich, daB die Holomorphiehiille eines 
einfach-zusammenhangenden Gebietes wieder einfach-zusammenhangend ist. 

Aus dieser Aussage und Satz la folgt Satz 1b. 

4. In diesem Abschnitt beweisen wir Satz 1. 

Es sei (G, y, G) eine (nicht notwendig regulare) Uberlagerung des unver- 
zweigten Gebietes (G, ®, S). (G,, ¢,, G) sei die universelle Uberlagerung von @. 
Es gibt dann holomorphe Abbildungen @,: G,-> H(G,) und ¢,: H(G,) > H(@) 
mit G,0 %= %0 g; wir setzen YO g,=: Ye, G O G,;=: Gg. Nach Satz 1b ist 
dann (H(G,), ¢,, H(G)) baw. (H(G,), Ge, H(G)) die universelle Uberlagerung 
von H(G) bzw. H(G). Daher sind die Abbildungen ¢,, @, und ¢ surjektiv. 

Es sei x,¢€ H(G@) und U eine offene zusammenhangende Umgebung von 25, 
so daB ¢, jede zusammenhangende Komponente von G.(U ) topologisch auf U 
abbildet. 0 sei eine Zuasammenhangskomponente von Z| U). Esist Gs (O)c $.(U ) 
und rs (0) ist nicht leer, weil G, surjektiv ist. Es sei 0, eine zuasammenhangende 
Komponente von 72(U) mit 0,40 9,(0) + 2. Die Abbildung ¢,|0,— U ist 
topologisch, daher ist auch ¢|G,(0,) > U eine topologische Abbildung. Nach (2) 
ist ¢,(0,) eine zusammenhangende Komponente von ¢ (U ). Aus¢,(0,)\0 +0 
folgt ¢,(C,) = 0. Damit ist gezeigt, daB jede Zusammenhangskomponente 0 
von E (U) durch ¢ topologisch auf U abgebildet wird. Damit ist Satz 1 bewiesen. 

5. Im folgenden sei (G, y, G) eine regulére Uberlagerung des unverzweigten 
Gebietes G@ iiber der Steinschen Mannigfaltigkeit S. Wir bezeichnen die Gruppe 
der Decktransformationen von (G, y, @) bzw. (H (@), ¢, H(@)) mit A(G) bzw. 
A(H(G)). Setzt man %(o): = 6, o € A(G), (vgl. Abschnitt 2), so erhalt man 
einen Homomorphismus % : 4(@) > A(H(G)), den wir in diesem Abschnitt 
niher untersuchen. Es gibt Isomorphismen A(G) ~ 2,(@)/2,(@), A(H(@) = 








Uberlagerungen und Holomorphiehiillen 133 


~ 2,(H (G))/2,(H (@)) (vgl. [12], p. 197) und daher erzeugt « einen Homomor- 
phismus «*: 2, (@)/2,(@) > 2,(H (@))/x,(H(G)). Aus Hilfssatz 2 folgt, daB a* 
und & Epimorphismen sind. Wir beweisen: 

(10) Ist @ holomorph-separabel, so ist % : A(G) > A(H (Q)) ein Isomorphismus. 

Beweis: Es geniigt, zu zeigen: Ist & nicht injektiv, so ist & nicht eineindeutig. 
Wenn & nicht injektiv ist, dann existiert ein o,¢€ A (G), o,+ Identitaét, so daB 
& (09) = : é€ A(H(Q)) die identische Abbildung von H (@) ist. Es gibt also einen 
Punkt 2) € G@ mit o9(x») + 2%. Wegen & 0 o9= G0 & = & ist &(ay(xq)) = &(%p), 
d. h. & ist nicht eineindeutig. 

Unter einer zusatzlichen Voraussetzung gilt auch die Umkehrung der Aus- 
sage (10): 

(11) Ist G holomorph-separabel und ist &: A(G) > A(H(G)) ein Isomorphis- 
mus, so ist G holomorph-separabel. 

Beweis: Wenn G nicht holomorph-separabel ist, dann gibt es zwei verschie- 
dene Punkte 2, y€@ mit %(x) = @(y). Aus «0 p(t) = G0 a(x) = Go aly) 
= «0 p(y) folgt, weil « nach Voraussetzung eineindeutig ist, g(x) = p(y). 
Daher gibt es ein o,€ A(@) mit o,(x) = y. Wegen & 0 y= 60 & ist G(%(x)) 
= &(o,(x)) = &(y) = &(x), also besitzt 6, den Fixpunkt a(x). Eine Deck- 
transformation mit Fixpunkt ist aber die Identitat und damit ist gezeigt, daB x 
nicht injektiv ist. 

Wir fassen die Aussagen (10) und (11) zusammen in 

Satz 2. Es sei G ein unverzweigtes Gebiet iiber einer Steinschen Mannigfaltigkeit 
und (G, p, G) eine regulére Uberlagerung. Dann gilt: Ist G holomorph-separabel, 
8o ist a*: 2, (G@)/2,(@) > 2,(H (G))/2,(H (G@)) ein Isomorphismus. Ist G holomorph- 
separabel und ist «*: 2, (G)/2,(@) > 2,(H(G@))/2,(H(G@)) ein Isomorphismus, so 
ist G holomorph-separabel. 

Als Spezialfall erhalt man 

Satz 2a. Die universelle Uberlagerung eines holomorph-separablen Gebietes G 
ist genau dann holomorph-separabel, wenn der Homomorphismus « : ,(@) > 
> 1,(H(G)) ein Isomorphismus ist. 
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Uber periodische multiplikative 
zahlentheoretische Funktionen 


Von 
Hans-Joacuim KANoLD in Braunschweig 


Wir wollen in dieser Note mit /(n) eine eindeutige zahlentheoretische 
Funktion bezeichnen, die fiir alle natiirlichen Zahlen erklart ist, deren Werte- 
vorrat dem Kérper der komplexen Zahlen angehéren und nicht nur aus der 
Null bestehen soll. Ferner soll /(n) multiplikativ sein, d. h. es soll fiir je zwei 
teilerfremde natiirliche Zahlen a und b 


(1) f(a + b) = f(a) - f(6) 
erfillt sein. Aus den bisherigen Annahmen folgt 
(2) j()=1. 


Wir sagen weiterhin, /(n) sei periodisch, wenn es zwei natiirliche, nicht not- 
wendig voneinander verschiedene Zahlen n, und m gibt, so daB 
(3) f(n + m) = f(n) 
fir alle n = n, gilt. Unser Ziel ist, fiir solche Funktionen kennzeichnende 
Eigenschaften zu finden. Wegen (1) sind unsere Funktionen vollstandig be- 
stimmt, wenn wir sie an allen Primzahlpotenzen p* (« = 1, ganz) kennen. 
Wir denken uns sémtliche Primzahlpotenzen in einer unendlichen Matrix (B) 
angeordnet, bezeichnen dabei die r-te Primzahl in der nach der GréBe an- 
geordneten Folge aller Primzahlen mit p, und setzen 

sf... 

3 3* 3... LS 
(4) (B)=| 5 ot 5... |= (Hm). 


Das Element p? steht in der r-ten Zeile und in der s-ten Spalte von ($). Zu 
jedem /(n) erkliren wir die Matrix 


(5) * (&) = Gp). 
Den Rang von () bezeichnen wir mit R(F). 

Satz 1. {(n) set eine periodische multiplikative zahlentheoretische Funktion, 
geniige also (1), (2) und (3). Dann ist entweder {(n) ,,rein periodisch*', d.h. 
{(n + m) = f(n) ist fiir allen = | erfiillt, oder es ist {(n) = 0 fiirn => no. In diesem 
Fall ist R(G) < V2logny. 
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Beweis. Es sei a eine zur Periode m teilerfremde natiuvliche Zahl. Dann 
durchlaufen die Zahlen a, 2a, ..., ma ein vollstandiges Restsystem (modm). 
Ist nun n=r(modm), 1< rs m, so kénnen wir nacl: unseren Voraus- 
setzungen 
(6) f(ng+i)=f(ngtit+vm); OSism—1; n+ i=r(modm); 

(» = 0,1,2,...) 
als richtig feststellen. Durch Vorgabe von r bestimmt sich i sindeutig und 
umgekehrt. Nach den obigen Uberlegungen existiert eine natiirliche Zahl 
“Sm so, dab 
(7) a= r (modm) 
gilt. Es ist nach (6) und (7) 
(8) f(my + t) = f(ua + kam) = f(n + In®m), 


wenn wir die nichtnegativen ganzen Zahlen k, | so wahlen, daB a(u + km) und 
n(1 + lnm) beide nicht kleiner als n, + ¢ sind. Wegen (a, m) = 1 kénnen wir k 
noch so wahlen, daB 


(9) (u + km,a)=1 
erfiillt ist. Dann liefert (8) wegen der Multiplikativitat von /(n) 
(10) f (mo + t) = f(a) f(u + km) = f(m) f(1 + lmn). 


Aus (10) 1aBt sich sofort ablesen: Wenn fiir irgendeine zur Periode m teiler- 
fremde natiirliche Zahl a der Funktionswert f(a) gleich Null ist, dann ist 
f(n) = 0 fiir alle n > ny. Wenn es daher Argumente n = x, geben soll, an 
denen der Funktionswert nicht verschwindet, so mu8B 


(11) f(a)+0 fir (a,m)=1 

gelten. Wahlen wir speziell a = 1 + lmn, dann ist nach (7) und (10) 
(12) w=r(modm); f(no + t) = f(a) f(r + km) = f(n) f(a). 
Wenn (11) erfiillt ist, so ist 

(13) f(n) = f(r + km) 

fiir jedes n der Restklasse r (mod m); somit ist auch 

(14) f(n)= f(r) fir n=r(modm) 

richtig. Fir n = 1 folgt im besonderen 

(15) f{(vm + 1) = f(1) = 1 (v = 1, 2,3, ...). 


Wir setzen fiir den Augenblick zur Abkiirzung R(F) = R. Aus (F) muB sich 
eine von Null verschiedene Unterdeterminante der Ordnung R bilden lassen: 


(pr) Her) ~~~ Mepey) 
(16) ew ee: +O. 


Heh) ee ee eke f (pt 
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Nach der Summendefinition der Determinante folgt, daB mindestens ein von 
Null verschiedenes Produkt der Gestalt 


(17) f(p&:) f(p8:) «+ fpas) = (pes «+ * pee) 
existieren muB, worin ,...,a@,z eine Permutation von r,,...,r7z und f,,..., Bp 
eine Permutation von 8,,..., 8, darstellen. Wenn /(n) = 0 fiir alle n = ny 
erfiillt ist, dann ergibt dies 
(18) Pi py ++: Pk-iPr S Pai" ** PAE < No. 
Aus (18) erhalten wir 
R R 
Rlog2+ D (R+1—0)s JY (R+ 1— 0) logp, < log(n,— 1); 

e=2 e=1 

(19) By FRY < log(ng—1); R< 2 loging « 


Damit ist Satz 1 bewiesen. 
Satz 2. /(n) sei eine rein periodische multiplikative Funktion mit der Periode 
k 
m= IJ] p. Wenn fiir einen Teiler d von m die Ungleichung {(d) + 0 erfiillt 


x=1 
m 
ist, dann ist fiir alle zu m teilerfremden a die Gleichung (f (a))’ (a) = 1 richtig. 


m m 
Ferner ist (f (p*)) (a) =(f (py)” (a) fiir B, = «, und x=1,..., k; bezeichnen 
wir mit 2(m) die Anzahl der verschiedenen Primzahlen, die m nicht iibertreffen, 
so gilt schlieBlich noch die Ungleichung R(F) < x(m). 
Beweis. Es sei (a,m)= 1, o(m) = gy. Dann ist a*= 1 (modm). Aus der 
Restklasse a (modm) wahlen wir die paarweise teilerfremden verschiedenen 
Zahlen a,, a, . . ., ag. Wir erhalten 


(20) f(a) = f(a) =---=fla); (f(@ = fle). 
Wahlen wir § = 9, so folgt mit Hilfe von (15) 
(21) (f(a))” = 1 (f(a) = p-te Einheitswurzel) . 


Nun betrachten wir fiir eine beliebige Zahl x (< k) die Restklasse p% (modm). 


Fir jedes n dieser Restklasse gilt 
(22) n=pixn' mit B,2>a, und (n’,m)=1. 


Dabei kénnen wir durch passende Wahl von n erreichen, daB £, jeden Wert 
= a, annimmt. Also folgt fiir zwei geeignet gewahlte n, = pin; und n, = pny 
(23) f (nm) = f (Pe) f(mi) = (PH) f(ms); (ming, m)=1; Bz am. 

Nach (21) ist 


(24) If (m3)| = |f(mg)| = 1. 

Somit liefert (23) 

(25) \f (p8*)| = |f(p%)| fir B,2a, und x=1,...,k. 
Ist im besonderen 


(26) (pr) = 0, 
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so ist pe 
(27) ip) = f(r) =0 fir p, = a,. 

Es sei jetzt 

(28) m=dm'; f(d)+0. 

Wenigstens fiir d = 1 ist (28) erfillt. Wir haben zuniachst 

(29) f(d) = f(d + wm) = f(d(1 + ym’)) fir »=0,1,2,.... 


Es 148t sich » immer so wahlen, daB (1 + »m’, d) = 1 erfillt ist. Dann folgt 
nach (28) und (29) 


(30) {(1 + ym’)=1 (fir alle »y mit (1 + »m’,d)=1). 
Sei wieder (a, m) = 1. Dann folgt 
(31) f (ad) = f(a) f(d) = f(ad + vm) = f(d(a + vm’). 


Es la8t sich auch hier vy so waihlen, daB (a + ym’, d) = 1 erfillt ist. Dann er- 
halten wir wegen (28) 


(32) f(a) = f(a + vm’). 

Wir haben nun 

(33) (a+ vm',dm’)=(a+vm',m)=1; (a+ ym’)? = 14 »'m’; 
(1 + »'m’,d)=1. 

Aus (30) und (32) folgt damit 


(34) = (f(a) )?") = (ia)? (a) = f(a + vm’)™)) = f(1 + vm’) =1. 
Nach (23) ergibt sich 


(35) Genta)’ @) = Geom’ (2). 

Sind p, p’ zwei verschiedene Primzahlen, so zieht 

(36) p= p' (modm) 

sogleich 

(37) (pp’,m)=1; f(p*)=f(p' far «21 


nach sich. Die Anzahl der verschiedenen p < m mit pim ist 1(m)—k. Also 
gewinnen wir die Abschatzung R(F) <= 2(m). Damit ist Satz 2 bewiesen. Wir 
wollen uns jetzt mit der Umkehrung der bisherigen Untersuchungen befassen. 
Zunachst nehmen wir nur an, da8 f(n) genau die endlich vielen verschiedenen 
Funktionswerte a,, a, . . ., @y annimmt. Es seien n, (j = 1, . . ., N) die kleinsten 
natiirlichen Zahlen mit der Eigenschaft 


(38) f (ms) = a;. 
AuBerdem seien die a, und n, so geordnet, daB 
(39) 0S |a,| S |a,| = --- S |ay| 
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gilt und aus j <j’ und |a,| = |a,| auch n, < ny folgt. Wir wollen einige Fol- 
gerungen aus der Multiplikativitét von /(n) herleiten. Fir jede Primzahl p 
mit (p, my) = 1 und « = 1, 2, 3, . . . gilt 


(40) If(p*ny)| = lanl |f(P*)| S lay] - 


Da wir nach den eingangs gemachten Voraussetzungen /(1) = 1 annehmen 
kénnen, muB |ay| + 0 sein. Also folgt aus (40) _ 


(41) f(m)|S1 far a21 und (p,ny)=1. 


Wenn a, + 0 erfiillt ist, dann gilt fiir jede Primzahl p mit (p,n,) = 1 und 
a= 1,2,3,... 


(42) If (p*m)| = lay! |f(m*)| = las |f(*)| = 1. 
Aus (39) folgt immer a, + 0. Fiir jedes p mit (p, n,.) = 1 und « 2 1 gilt 
(43) —|f(p*mq)| = |as| |f(P*)| S lag] oder = 0; If(*)| = 1 oder = 0. 
Wir erhalten damit als erstes Zwischenergebnis: 
Aus a,+0,(p,mny)=1 folgt |f(p*)|=1 fir «21; 
(44) aus a,=0,(p,nyny)=1 folgt |f(p*)|=1 oder f(p*)=0 
fir a21. 


Wir wollen (39) noch etwas genauer formulieren. Es gelte 


I. O< |a,| = lag] = +++ = Jay) < |ay41] =*** = [O45] < °° 
(45) < Wit st teatal = "°° = etal htigt *+n=N. 
Tl.a,=0; |ag| = +++ = lay] < lay 4a] =*** = ajay) < °° 
< [6j.4---tiatal="°'= IO,4--eals At oo +h=N. 


Wir betrachten jetzt eine Primzahl p, fiir welche die Bedingung (p,n,n,...ny)=1 
erfillt ist; weiterhin sei fiir ein « > 1 auch noch f(p*)+ 0, 1. Dann ist nach (44) 


(46) fp) =e? mit 0< p< 22. 
Wir gewinnen aus (45), I, indem wir uns n,, . . ., ;,, . . ., %y mit p* multipliziert 
denken und die dazugehérigen Funktionswerte betrachten 
(47) G,4,°** a, ef? = adg*+* a, ; ethe — as 9-4, 
entsprechend 
_ 2a», a a epee 2x», 
(48) ign h ye oe a 
wobei »,, . . ., ¥, natiirliche Zahlen sind. Aus (46) folgt sofort 
(49) 0< 274-95; O<mH<j, (A=1,...,). 


Aus (46) und (47) ersehen wir 
(50) ((p))2=1 far A=1,....1. 
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Fir den gréBten gemeinsamen Teiler j von },, . . ., j; gilt als zweites Zwischen- 
ergebnis : 

(51) (f(p))=1; i|N.- 

Im Fall (45), II ergibt sich ahnlich fiir den gré6Bten gemeinsamen Teiler j* von 
hi—1, jes. -F, und (p, ngng...ny)= 1, f(p*)+ 0,1 das dritte Zwischen- 
ergebnis: 

(52) (pay =1; i*|N-1. 

Mit weiteren Voraussetzungen iiber f(n) erhalten wir zum AbschluB den 


Satz 3. Es sei f(n) eine multiplikative zahlentheoretische Funktion, die nur 
endlich viele verschiedene Werte a,, dg,...,@y annimmt. Es sei fiir jede Prim- 


zahl pder lim  f(p*) vorhanden. Wenn 0 < |a,| = «++ = |a;.| < ja; 44) =**° 
@ = 1,2,3,... 
tt = [Ones] <i ts S [Oe.-gal (a thet sts +h = N) und g.g.T. 


(jus Jes « « «> 92) = 1 erfiillt sind, dann ist f(n) rein periodisch, d. h. es existiert eine 
natiirliche Zahl m so, daB fiir alle natiirlichen Zahlen n die Gleichung f(n + m) 
= f(n) gilt. 

Beweis. Nach (51) haben wir 


(53) f(p*) = 1 

fiir alle Primzahlen p mit (p, n, . . . my) = 1 und & 2 1. Fiir alle zu nn... . ny 
teilerfremden n ist also f(x) = 1. Es besitze n,n, . . . ny genau die verschiedenen 
Primteiler p,,..., p,. Wegen der Existenz von lim f(p%) fir x=1,...,k 
existiert zu jedem x ein Exponent «, so, daB 

(54) f (ph) = tp) fir B, = a, («= 1,...,&) 
gilt. Wir setzen jetzt 

(55) Py PS eee Pi =m. 


Nun sei » eine beliebige natiirliche Zahl. Dann kénnen wir n schreiben in der 
Gestalt 


k 
(56) n=n' IT pix ; B, 20; (n’,m)=1. 
x=1 
Daraus ergibt sich 
k k k 
(57) f(n + m) =f ( IT py (w TT pix-™+ IT n*)), 
x=1 x=1 x=1 
mit y, = min(«,; 8,). Wir setzen zur Abkiirzung 
k k 
(58) n’ [] poem 4 [] ptm = ni". 
x=1 x=») 


Ist, fiir ein x, 

(59) B,<«,, alsoauch f= y,, 
so erhalten wir 

(60) (Pn) = 1. 
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Aus (53) und (56) ergibt sich 

(61) f(n) = a t (ph) . 
Aus (53), (54) und (57) bis (60) folgt 

(62) {(n + m) = i t (pf) . 
Hiermit ist Satz 3 bewiesen. 


(Eingegangen am 15. Februar 1961), 


Anmerkung bei der Korrektur: Die Mébius-Funktion u(n) nimmt die Werte a, = 0, 

a, = l,a, = —1 an. Es ist lim u(p*) = 0; u(n) ist aber nicht periodisch, da wir fiir eine 
a--oco 

Primzahl p der Restklasse 1 (mod m); wobei m eine angenommene Periode bedeuten soll, 

den Widerspruch —1 = u(p) = w(1 + ym) = w(1) = 1 erhalten. Die durch i) = = 1, 


{(2) = 2, f(p*) = 1 fiir alle Primzahlen p und alle ganzzahligen « > 1, /(p) = (—1) a 
fiir ungerade p definierte Funktion erfiillt alle Bedingungen von Satz 3 bis auf (j,,. . ., j,) = 1; 
f(n) ist nicht periodisch. Sei m eine Periode, die genau durch 2° (8 > 0) teilbar sein soll. 


Dann ist /(2°+ vm) = f(28) = “ran i(i+y 35) ’ i(1 +» 35) = 1. Ist aber p eine 
Primzahl der Restklasse 14+2— gp (mod 4 m), so folgt f(p) = — 1. Die angefiihrten Bei- 


spiele zeigen, daB Satz 3 in Kia issem Sinn ,,scharf* ist. 











Kuntze, H. 
Math. Annalen 144, 142—161 (1961) 


Zur projektiven Kinematik der Kurven 
des n-dimensionalen projektiven Raumes. I 
Von 
Heinz Kuntz in Freiburg i. Br. 


Altere Behandlungsweisen der projektiven Differentialgeometrie ein- 
parametriger Gebilde (Kurven, Regelflachen usw.) gingen oft davon aus, durch 
Festlegung eines invarianten Parameters zu einer Vereinfachung des zugrunde 
gelegten Formelapparates und zu Invarianten zu gelangen. 

In neuerer Zeit hat nun G. Bot?) durch die Einfiihrung halbinvarianter 
Methoden auf die Méglichkeit hingewiesen, ohne Komplizierung des Kalkiils 
das einparametrige Gebilde zusammen mit der Gesamtheit seiner Parameter- 
verteilungen zu betrachten. Auch auf diesem Wege gelangt man zu Invarianten 
des Gebildes und iiber die bisher bekannten Ergebnisse hinaus zu neuen Aus- 
sagen einer Geometrie der Parameterverteilungen des einparametrigen Gebildes, 
zu der auch die vorliegende Arbeit fiir den Fall der Kurven des projektiven 
n-dimensionalen Raumes P,, einen Beitrag liefern will. 

Unter Heranziehung gewisser von G. Bow [9] in der Kurventheorie des ‘P, 
eingefiihrter Kurvenscharen (Harmonikal-Scharen), deren Definition in Ab- 
schnitt 1 ohne spezielle Festlegung des zugehérigen einparametrigen Gebildes 
angegeben ist, werden wir den Kurven des P,,*) projektive Bewegungen 
(Harmonikal- Bewegungen) zuordnen (Abschnitt 2). Sie stellen eine projektive 
Beziehung zwischen den Schmiegraumen S, (r = 0, . . ., n) langs der Kurve her 
und fiihren einerseits auf kinematische Fragestellungen, andererseits im Rah- 
men der Kurventheorie auf Kennzeichnungen verschiedener Typen von 
Kurven. 

Weiter wird in Abschnitt 3 die Gesamtheit der momentanen Fixpunkte 
solcher Bewegungen untersucht und sodann in 4 gezeigt, wie sich der von 
M. BarNnER*) mehrfach verwendete Begriff der Zentralbewegung in weitgehend 
verallgemeinerter Gestalt auf Harmonikal-Bewegungen iibertragen laBt. Die 
kinematischen Eigenschaften solcher verallgemeinerter Zentralbewegungen 


1) Man vgl. fiir die Kurventheorie des zwei-, drei- und mehrdimensionalen Raumes [9], 
{11}, [12], [14], fiir die Streifentheorie [9|, [13] und fiir die Theorie der Regelflachen [9], 
[10]. Es sei weiter auf die analoge Behandlung der Doppelverhiltnisscharen auf Regel- 
flachen [5] und der Kurven auf Quadriken [7] durch M. BaRNER sowie auf [16], [17] ver- 
wiesen. Herrn G. Bot méchte ich fiir seine wertvollen Anregungen zu dieser Arbeit 
herzlich danken. 

*) Auf ahnliche Fragen bei anderen einparametrigen Gebilden wollen wir bei spiterer 
Gelegenheit eingehen. 

3) M. Barner hat Fragen der projektiven Kinematik behandelt in [2], [3], [4], [6], [8]. 
Man vgl. auch H. Prave [15]. 








ch 
de 


ter 
ils 
or- 
en 
18- 
88, 
en 


les 
en 
ve 
er 


on 


on 
nd 
ie 
en 
9], 
9], 
el- 
er- 
eit 


rer 








Kurven des n-dimensionalen projektiven Raumes. I 143 


hangen eng mit dem differentialgeometrischen Verhalten der Ausgangskurve 
zusammen. Insbesondere ergeben sich auch neue Aussagen fiir die Kurven 
des P, und P3,. 

In der hier vorliegenden Note ist der Fall r= n bevorzugt behandelt. 
Wir werden dann in einem spiteren zweiten Teil auf solche Fragestellungen 
und Ergebnisse eingehen, die sich auch auf die Harmonikal-Bewegungen der 
Schmiegraume S, mit r < n beziehen. 


1. Harmonikal-Scharen in der Grundebene 


1.1. Die differentialgeometrische Behandlung einparametriger Gebilde mit 
halbinvarianten Methoden macht Gebrauch von Ableitungsgleichungen, in 
denen neben den das Gebilde bestimmenden Vektoren zweierlei Arten von 
Funktionen auftreten. Die Funktionen der ersten Art sind Halbinvarianten, 
das bedeutet, daB sich eine solche GréBe g(t) bei einer sogenannten ,,Stern- 
transformation“ des fiir das Gebilde gewahlten Parameters 


dt* 1 ¢ 
(1.1) t=f(*), G-=9, o> 
gemaB 
(1.2) g*= 9° "9 


transformiert; y hei®t dabei das Gewicht der Halbinvarianten g. 
Eine GréBe a(t) der zweiten Art zeigt dagegen bei Sterntransformation das 
Transformationsverhalten 


(1.3) a* = g-*(a + A’ — A?) 
und hangt also wesentlich von der Parameterverteilung ab. 

Wiahrend namlich nach (2) das Verschwinden einer Halbinvarianten 
parameterunabhangige und somit geometrische Bedeutung besitzt, kann man 
nach (3) durch geeignete Wahl von A(t), also durch passende Parameterwahl 
erreichen, daB 


(1.4) a*=0. 
1.2. Mit G. Bot [9] verallgemeinern wir dies auf die folgende Weise; 


g(t) sei eine Funktion des zugrundeliegenden ,,Urparameters“ t, die sich bei (1) 
halbinvariant vom Gewicht 2 verhalten soll, 


(1.5) g* = 9 *g. 

Wir wollen alle Parameterverteilungen bestimmen, fiir die 

(1.6) a*=g*. 

Nach (3) und (5) fiihrt das auf eine Riccatische Differentialgleichung fir 4, 
(1.7) A'—Atia=g. 


Die Lésungen A (t) stellen in einer (t, A)-Ebene, die wir auch die Grundebene 
nennen, Kurven einer einparametrigen Schar dar, die die Geraden t = const 
projektiv aufeinander abbilden. 
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Herz Kune: 


Zu jedem g(t) gehdrt eine eindeutig bestimmte solche Kurvenschar, und 
zu verschiedenen g,, g, gehéren auch verschiedene Scharen. Wir sprechen von 
der zu g gehérigen Harmonikal-Schar (H-Schar), und dies auch dann, wenh 
diese Kurvenschar nicht in der Grundebene, sondern auf einer mit dem be- 
trachteten Gebilde verkniipften Fliche gedeutet wird, die auf dieselben 
Parameter t, A bezogen ist. f 

Es zeigt sich naémlich*), daB bei den Anderungen (1) der Parameterver- 
teilung die Begleitsimplexe des Gebildes, betrachtet an einer festen Stelle 
t = ty, sich ebenfalls andern kénnen, und zwar gibt es an jeder Stelle eine ein- 
parametrige Gesamtheit solcher Simplexe, als deren Parameter man A an- 
sehen kann. Jeder Lésungskurve A(t) von (7) entspricht dann ein Bezugs- 
system, d.h. an jeder Stelle ¢ ein Begleitsimplex, und jedes Begleitsimplex 
bestimmt eindeutig das zugehérige Bezugssystem (bzw. die entsprechende 
Kurve) in der zu g gehérigen H-Schar, da eine Lésung von (7) durch Vorgabe 
eines Anfangswertes bestimmt ist. 

Andererseits bestimmt ein beliebiges Bezugssystem, also eine beliebige 
Kurve A(t) der Grundebene eindeutig eine H-Schar, der sie angehért. Denn 
durch (7) wird g festgelegt. 

Damit zerfallt die Gesamtheit der Bezugssysteme in Klassen von je co! 
Bezugssystemen, jeder Klasse entspricht eineindeutig eine Funktion g(t) und 
auch eine H-Schar. Wir bezeichnen die zu g gehérige Klasse mit dem Symbol {g} 

Diese Klasseneinteilung der Bezugssysteme bewirkt weiter eine Klassen- 
einteilung der Parameterverteilungen. Sei namlich g(t) und damit die zugehérige 
H-Schar (7) gegeben. Greifen wir eine Lésung A (t) von (7) heraus, so liefert (1) 
zugehérige Parametertransformationen t = /(t*), wo t* ein zur Klasse gehoriger 
Parameter ist. Wir diirfen also annehmen, daB schon der Urparameter ¢ zur 
Klasse gehért, so daB (6) bereits fiir ¢ gilt, 





(1.8) @=g. 

Dann reduziert sich (7) auf 

(1.9) A’— A*=0. 
Nach (9) und (1) gilt also fiir die zur Klasse {g} gehérigen Parameter 

(1.10) ea Pre ps—qr+0, p,q,7r,8= const. 


Die zur Klasse {g} gehérigen co* Parameter hingen projektiv zusammen >). 

Von besonderer Bedeutung ist natiirlich der schon eingangs hervorgehobene 
Fall g = 0. Wir sprechen hier von der Null-Klasse {0} mit co! Null- Bezugs- 
systemen und oo® Null-Parametern, um die verschiedenartigen Bezeichnungs- 
weisen zusammenzufassen, die bei den verschiedenen einparametrigen Ge- 
bilden iiblich sind (Koinzidenz-, Torsal-, Cartansche Parameter usw. ®) ). 

Beschrankt man sich auf Parametertransformationen innerhalb der 
gleichen Klasse {g}, so ist wegen (8), (9) und (3) jetzt auch a eine Halbinvariante. 

*) Man vgl. 2.1. 


‘) Vgl. G. Bor [9], § 48. 
*) Man vgl. [9], [10]. 
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Man hatte statt der oben angestellten Uberlegungen auch von der Frage aus- 
gehen kénnen, bei welchen speziellen Parametertransformationen a(t) sich 
halbinvariant verhalt, und ware auch so zu unserer Klasseneinteilung gelangt. 

Zur genaueren Untersuchung einer Klasse {g} und ihrer H-Schar wird man 
zweckmaBigerweise einen speziellen Parameter der Klasse als Urparameter 
zugrunde legen; dann legt a nach (8) die Klasse fest, 


(1.11) {g} = {a}, 


weiter gilt (9), und die H-Schar ist in der Grundebene gut zu iiberblicken 
(Fig. 1). 

Gelegentlich ist es von Vorteil, die (t, A)-Grundebene durch eine (t, B)- 
Ebene mit 


(1.12) B= A-} 
zu ersetzen. Man hat dann statt (9) 
(1.13) B’+1=0 


und als H-Schar in‘dieser Ebene eine Schar paralleler Geraden (Fig. 2). 


Pepe an oh 
ae INN 


Fig. 1 Fig. 2 
Fig. 1 und 2. Die Harmonikal-Schar in rg (t, A)- bzw. (t, B)-Grundebene, wenn der gewihite Parameter 
zur Klasse (g) gehdrt 
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Diese allgemeinen Uberlegungen werden wir nun im folgenden auf die 
Kurventheorie des n-dimensionalen projektiven Raumes anwenden. 


2. Harmonikal-Scharen und Harmonikal-Bewegungen 


Wir wollen in diesem Abschnitt zunaichst den. Bolschen halbinvarianten 
Kalkil zur Behandlung der n-dimensionalen Kurventheorie skizzieren und 
definieren dann die fiir alles weitere grundlegenden Begriffe Harmonikal- 
Bewegung und Harmontkal-Fliche. 

2.1. Nach G. Bot [14] la8t sich einer Kurve des n-dimensionalen projek- 
tiven Raumes P,, 


(2.1) £(t) = {xo(t),.--, Zn(t)} 
fiir jeden Wert des Parameters ¢ ein Begleitsimplex 
(2.2) Fo =F, 8p Fay -- +> Bn 


Math. Ann. 144 
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zuordnen, das den Ableitungsgleichungen . 
r 
(2.3) te=Zrait D Pyulle—p; See1= 0; 7=0,...,” 
w= 


geniigt. Hierin sind die e, Funktionen von ¢, die wir als Kurveninvarianten be- 
zeichnen wollen, und die a?,, haben fiir ganzzahlige nichtnegative n, r, u die 
konstanten Werte 





ri(n—r-+ p)! a 
fir n> rZ=un, 
(2.4) at, -{ B 


(r— pz)! (n—r)! 
0 sonst . 


Insbesondere ist also 


-- 
ao = 


(2.5) fir nr. 


ap = at, =r(n—r+ 1) 
Den oberen Index bei a?, geben wir in Zukunft nur dann ausdriicklich an, 
wenn er von der Dimension n des zugrunde gelegten Raumes P,, abweicht. 

Eine wesentliche Eigenschaft der Ableitungsgleichungen (3) ist die Konstanz 
der Determinante der Vektoren r,, also 





(2.6) (Xo, -- +» Fn) = const + 0. 
Soll (6) bei einer Parametertransformation 
di* l¢” 
(2.7) t=/(*), F=9, ¥a"* 


erhalten bleiben, so hat man gleichzeitig eine Umnormung des Vektors x vor- 
zunehmen und gelangt so zur Bolschen Sterntransformation: Bei einer solchen 
transformieren sich die in den Ableitungsgleichungen auftretenden GréBen 
gemaB 


(2.8) ef = g-*(e, + A’— A), 
(2.9) ef = gle, , p= 2,...,n, 
(2.10) om ot E | 
mit”) 
(2.11) Fm 2 Ong Sr Fian' r=0,...,n. 
€y, - - -, €, Sind also halbinvariant, wahrend e, der in 1 genannten Funktion 


a(t) entspricht. 

Wir heben fiir spéter noch hervor: Die Kurve x(t) ist genau dann eine 
rationale Normkurve C,, der Ordnung n, wenn 
(2.12) e=+:+=e,=0. 


Gilt (12) lokal, also an einer Stelle t = t), so spricht man von einer C,,-Stelle 
der Kurve. 


7) Aus (11) entnimmt man den in 1.2 erwahnten Sachverhalt, daB an jeder Kurven- 
stelle die Begleitsimplexe eine einparametrige Gesamtheit mit A als Parameter darstellen. 
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Fir das Folgende ist es bequem, wenn wir noch setzen 
(2.13) e=0, Cn+i = 1 . 

2.2. Den Ableitungsgleichungen (3) fiir Punktvektoren lassen sich weiter- 
hin nach G. Bot Ableitungsgleichungen fiir Hyperebenenvektoren zur Seite 
stellen. Wenn wir die Vektoren der Hyperebenen des Begleitsimplexes (2) 


durch die Produkttabelle 
Ko Ba -++%n-a In 


%, | 0 +1 


(2.14) %, —-. ras 
x, | (—1)" 0 

also bei Verwendung des Kronecker-Symbols durch 

(2.15) Xt, ~ (— 1" On, uty 


erklaren, dann haben ihre Ableitungsgleichungen die Gestalt 


r 
(2.16) %, = Xeait p , .€,Xp—ys X41= 0 ° 
n=l 
Sie entsprechen den Formeln (3) vollkommen, man hat bei dualem Ubergang 
lediglich e,, durch 


(2.17) é, = (—1)'He, 


zu ersetzen. Insbesondere bleibt (10) auch fiir Hyperebenenvektoren unver- 
andert giiltig. 
2.3. Der Vektor f, in (11) oder auch bei Verwendung von (1.12) der Vektor 
a - . Br-v 
(2.18) 'r= Bt, = DY Oey a Brn 


— 
w=0 


beschreibt bei festem ¢ in Abhangigkeit von A bzw. B eine rationale Norm- 
kurve C, der Ordnung r (r= 0,...,%), die den r-ten Schmiegraum S, der 
Dimension r aufspannt. Wir nennen diese C, die Harmonikal-C, (H-C,) der 
Kurve. 

Der Zusammenhang zwischen den H-C, und der H-C,, ist einfach: Die 
Schmieghyperebenen der H-C, schneiden den Schmiegraum 8S, in Unter- 
riumen U,_,, die gerade die Schmiegraume (r— 1)-ter Dimension der H-C, 
sind. Man kann das sofort aus unseren Formeln entnehmen, wenn man die 
wichtige Beziehung 
(2.19) tra = 7 (n—r + 1)¥,-, = G,F,-1; r= U,...,% 
beachtet. (19) folgt aus (11) durch partielle Differentiation nach A,a, war in (5) 
erklart. 

Da sich die H-C,, der Kurve in einfacher Weise geometrisch charakterisieren 
14Bt*), so ist damit auch die geometrische Beziehung aller H-C, mit r< n zur 
Kurve geklart. 


8) Vgl. M. Barner [1]. 
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Langs der Kurve r(t), also in Abhangigkeit von t, beschreibt nun jede H-C, 
eine Flache, die wir die r-te Harmonikal-Fliche (H-Flache) nenneti und mit (C,) 
bezeichnen wollen. (C,) entartet dabei in die Kurve x(t) selbst, (C,) ist deren 
Tangentenflache, (C,) die Flache der Harmonikal-Kegelschnitte usw. 

Ist nun eine Halbinvariante g vom Gewicht 2 vorgegeben, so kénnen wir, 
wie in 1 ausgefiihrt wurde, t als Parameter der Klasse {g} wahlen, und die zu g 
gehérige H-Schar 
(2.20) A’'’—A*=0 bzw. B’+1=0 


1aBt sich jetzt als Kurvenschar auf der r-ten H-Flache deuten. Ihre Dar- 
stellung ist durch (11) bzw. (18) gegeben, wenn man dort A bzw. B als Lésungen 
von (20) auffaBt. (20) sind Riccatische Differentialgleichungen: Jede H-Schar 
bildet die H-C, projektiv aufeinander ab. 

Diese projektive Beziehung zwischen zwei H-C, la8t sich nun erweitern zu 
einer projektiven Abbildung der entsprechenden Schmiegraume S, aufeinander! 
Es lassen sich nimlich zwei H-C, durch eine Projektivitaét ihrer Riume S, 
so projektiv aufeinander abbilden, daB sich je drei beliebig vorgegebene Punkte 
der beiden H-C, entsprechen. Denn zunachst sind je zwei Normkurven C, stets 
projektiv aquivalent, und weiter gibt es stets eine Projektivitat einer C, auf 
sich, die drei ihrer Punkte auf drei beliebig vorgegebene abbildet. Wahlt man 
diese drei entsprechenden Punkte auf denselben Kurven der H-Schar von (C,), 
so werden alle entsprechenden Punkte der beiden H-C, ineinander iibergefihrt. 
Offenbar gibt es auch nur eine derartige Projektivitat, da sie durch n + 2 Punkte 
der H-C, in allgemeiner Lage bestimmt ist. Sie ordnet nicht nur die Punkte 
der H-C,, sondern nunmehr alle Punkte der beiden Schmiegriume S, einein- 
deutig einander zu. Daher: 

Eine zu g gehérige H-Schar auf der H-Fliche (C,) bestimmt eindeutig eine 
projektive Beziehung aller Schmiegriume S, lings der Kurve aufeinander. 

Wir sprechen von einer projektiven Bewegung, genauer von der r-ten Har- 
monikal- Bewegung (H-Bewegung) B, der Schmiegraume S, (r = 0,.. ., »). 

%, 1aBt sich analytisch erfassen durch Angabe einer Basis, d. h. durch r + 1 
Vektoren a,(t) (9 = 0,...,r) mit a,(t) € S,(t), die so beschaffen sind, da8 ihre 
Linearkombinationen mit konstanten Koeffizienten 


(2.21) p= D4,a,, A,= const 
e=0 


die Bahnkurven der Bewegung sind. Eine solche Basis ist nun durch 


ey Bg-* 
(2.22) a, = Xi Gee +8 Fen e=0,...,Ff 
u=0 . 

gegeben, wo B,(t) eine beliebig gewahlte Lésung von (20) ist. (Man findet 
diese Basis, indem man zwei der Ecken, namlich a, und a,, auf zwei Kurven 
der H-Schar von (C,) wahlt; das Simplex der a, baut sich dann lokal aus den 
aufeinanderfolgenden Schmiegriumen der H-C, in a, und a, auf.) 

DaB (22) wirklich eine Basis der H-Bewegung %, auch in der richtigen 
Normierung darstellt, bestatigt man, indem man zeigt, daB sich die Kurven 
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der H-Schar (18) in der Gestalt (21) darstellen lassen. Setzt man namlich 
(2.23) 4, = (") (B— B,)r-¢, 


so ist A, wegen (20) konstant, und andererseits ist 


r 


Zu ZZ (last B— By Bys,, 


e=0 n=0 
r r 
(2.24) = Lm (0 —),) (B— Bors ‘ On ai em 
- te 7" 
= f,. 

Wir bemerken noch, daB r, stets, dagegen (fiir r > 0) r, niemals eine Kurve 
der H-Sck + von (C,), also eine Bahnkurve von %, durchlauft. 

2.4. Unsere Uberlegungen und Definitionen lassen sich simtlich auch 
dualisieren : 

Einer H-C, in S, mit der Parameterdarstellung (11) oder (18) entspricht 
dual eine Hyperebenenschar C, ebenfalls von r-ter Ordnung mit einer zu (18) 
analogen Darstellung in Hyperebenenvektoren. ,,Kern“ dieser Hyperebenen- 
schar ist dabei der zu S, duale Raum, das ist der Schmiegraum S,,_,_,, wie 
man aus (14) entnehmen kann. 

Insbesondere ist die H-C, als H-C,, zu sich selbst dual als Punkt- und 
Hyperebenengesamtheit, es wird sich daher auch der Fall r = n im folgenden 
immer als besonders wichtig herausstellen. Zwischen der H-C,, und den H-C, 
bestehen dual analoge Beziehungen zu jenen, die nach 2.3 schon fiir die H-C, 
und H-C, gelten. 

Setzt man in (18) B wieder als Lésung von. (20) ein, so gelangt man analog 
zu H-Scharen in der Hyperebenenmannigfaltigkeit (C,) und zu den dualen 
H-Bewegungen &,. Fiir r = n und nur in diesem Fall liefern B, und B, dieselben 
Bewegungen des P,, in sich, da ja &,, die Schmieghyperebene der H-C, in f, ist. 
Die zu (22) dual analog gebildete Basis 





(2.25) a, = Pir rte ie = 


der Bewegung %, besteht fiir r= aus den Seitenhyperebenen des Basis- 
simplexes (22) von %,,, weil namlich 


A, a, = s E at,a, — 


(2.26) g=@ oe h! vy! a ae 


e! o! ‘xee pee +0 fir p+o=n 
(e+o—n)! ~ 2 1y( ‘) =0 fir p+o+n. 


+o-"-9 








a (—1)" Be+ -n 


Wir werden im folgenden nicht immer auf die dualen Verhaltnisse eingehen. 
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2.5. Wir wollen die Formeln (21), (22) nun noch dazu verwenden, die Fort- 
schreitungsrichtung der Bewegung %, in einem beliebigen Punkt p € S,, also 
die Bahntangente in p zu bestimmen. Nach (21), (22) ist 


Tr 
(2.27) p= D Pty 
u=0 
mit 
r 
2 1 ee 
(2.28) Py, = Ps AQ n° G— pt Po ete. 


e=T—h 


Wegen By + 1 = 0 findet man hieraus durch Differentiation nach t¢ 





, r—p+l 
(2.29) 9. — se tT Pet p.,=0; w=0,...,7. 


Verwenden wir nun (29) und die Ableitungsgleichungen (3), so folgt bei 
Differentiation von (27) 


r+i1 
r Tr ana-—rfr = 
(2.30) p’= D Dd’ p,b,,,-,%,+ res eee fir r<n 
title 0 fir r=n. 
Dabei haben wir zur Abkiirzung 
(2.31) wn = 4,,€,; 


gesetzt. (30) gibt die gesuchte Fortschreitungsrichtung an. 


2.6. Man gewinnt (30) auch auf folgende, weniger formale Weise: Wenn zuniachst 
r =n ist, so gibt es aus p genau nm (nicht immer verschiedene) Schmieghyperebenen an 
die H-C,. Die Schmieghyperebenen der H-C,, werden nun aber dual zu (18) durch 





Aa Ld Be-# 

(2.32 &,= F a,,—— &, - 
w=0 - u! ad 

dargestellt. Fiir die mit p inzidierenden unter ihnen gilt also 
(2.33) E.p=0, 
was nach (14) auf 

n 
(2.34) 2 (—1)" py, 2* Br-u = 0 

u=0 BH: 


fiihrt. Normiert man p, zu 1, 14Bt also Punkte in %,, zundchst auBer acht, so folgt hieraus 
weiter 
Bh! 
(2.35) Hos EY 
ny 
wo Ef die yu-te elementarsymmetrische Funktion der Wurzeln B,,..., B, von (34) be- 
deutet: 


(2.36) En = 1, Et = B,+---+ B,,..., 28 = B,-+: B,. 


Man fiihrt also p vermége der Beriihrpunkte der Schmieghyperebenen der H-C,, 
die durch p gehen, projektiv-starr mit. 

Ist r <n, so kann man entsprechend die Schmiegraume der Dimension r— 1 der 
H-C, heranziehen, die durch p gehen. Nach einer friiheren Bemerkung in 2.3 sind das 
aber die Spuren der Schmieghyperebenen der H-C, in S,. Man braucht demnach nur 





(2.37) Bi4, = Bg = = B, =0 





> 





' 
| 
| 
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zu setzen. Aus den el tarsymmetrischen Funktionen Z7 in den B,,..., B, werden 
aber dann die el tarsy trischen Funktionen £7, in den B,, . . ., B,, also gilt statt (35) 
allgemeiner 

_ sp! ; r= 0,....8, 
(2.38) Pu = Onn E',; p=zO,...,f. 


Hieraus gewinnt man jetzt (29), (30) einfacher als aus (28). Wegen der erforderlichen 
Zusatzbetrachtungen fiir p, = 0 und hinsichtlich der Realitétsverhiltnisse haben wir 
aber doch obiger Methode den Vorzug gegeben. 


3. Die momentanen Fixpunkte von Harmonikal-Bewegungen 


Eine naheliegende und fiir das Folgende wichtige Frage ist die nach den 
momentanen Fixpunkten der r-ten H-Bewegung %,. 
3.1. Wenn wir von der Darstellung 


r 
(3.1) p= 2’ p,t, 
u=0 


fiir eine Bahnkurve von %, mit (2.28) ausgehen, so besitzt diese genau dann 
an der Stelle ¢ einen momentanen Fixpunkt, wenn 


(3.2) p’+Ap=0. 
Wir betrachten zunichst den Fall r = n. Hier schreibt sich (2) mit (2.30) 


ausfiihrlich 


(3.3) po+Ap=D »D (Ad,,+ 5,,.-) Pt, =9, 


w=O0 r= 


ergibt also das in den p, homogene System 


n 
(3.4) d (Ad,, + 5,,,-,)P, = 0; wp=0,...,”, 
v= 
oder ausgeschrieben 
APy + by, P, + bee Po + re ee » Ban Pn = 0 


(3.5) 


APn—1 + Dai Pn =0 
Ap, = 0. 


Das System-ist nur fiir 4 = 0 nichttrivial lésbar. 
Wir wollen nun unter Beachtung von (2.13) fiir alles weitere festsetzen: 
Diewganze Zahl h sei erkliirt durch 


(3.6) Co=Q == Qe =0, &4,+0; Oshsn. 


€n+1 ist also die erste Kurveninvariante, die an der Stelle ¢ (oder lings eines 
Kurvenstiickes) nicht verschwindet. 
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Jetzt reduziert sich (5) auf ein System von n—h Gleichungen fiir die 
GréBen p,+,,.--, Pn» das nur die Nullésung zulaBt: 


(3.7) Pati = Pate =***' = Pr =O. 


Also haben wir: Die momentanen Fixpunkte der n-ten H- Bewegung ®,, erfiillen 
bei Beachtung von (6) genau den Schmiegraum S,. Wir nennen 8, den Fizraum 
von &,,. 

In unserem Ergebnis liegen Kennzeichnungen einerseits fir spezielle 
Kurvenklassen, andererseits fiir Parameterverteilungen auf ihnen. So gilt 
etwa: 

Der Kurvenpunkt x = S, ist immer momentaner Fixpunkt der durch ihn 
gehenden Bahnkurve von G,,. Denn e, = 0 gilt nach Definition. 

Weitere Fixpunkte gibt es genau dann, wenn an der betrachteten Kurven- 
stelle e, = 0 gilt, also*) wenn die zur H-Bewegung gehérende Halbinvariante g 
dort eine Nullstelle hat. Gibt es lings der ganzen. Kurve auBer dem Kurvenpunkt 
noch weitere Fixpunkte, so gehért B,, zur Nullklasse und umgekehrt. Dann ist 
(mindestens) die Kurventangente S, mit momentanen Fixpunkten besetzt. 

Im Falle von »=3 Dimensionen sind beispielsweise die durch e, = 0 
charakterisierten Komplexkurven™) dadurch ausgezeichnet, daB bei Ein- 
fiihrung eines Nullparameters (Torsalparameters) die Schmiegebene an jeder 
Kurvenstelle mit momentanen Fixpunkten besetzt ist. 

An einer C,,-Stelle mit 


(3.8) é,=**'=¢e,=0 


brauchen auBer x keine momentanen Fixpunkte zu existieren. Das gilt auch 
dann, wenn die Kurve x(t) eine C,, ist. Aber: 

An einer C,,-Stelle sind genau dann alle Punkte des P,, momentane Fixpunkte 
von G,, wenn die zu B,, gehdrige Halbinvariante g dort eine Nullstelle hat. Ins- 
besondere lat lings einer C,, die zur Nullklasse gehérige n-te H-Bewegung und 
nur sie alle Punkte des P,, fest. 

3.2. Wir wollen noch auf einige der dualen Satze hinweisen. Das Ver- 
schwinden einer Kurveninvarianten e, ist dual invariant, da sich bei dualem 
Ubergang nach (2.17) héchstens das Vorzeichen andert. Daher: 


1. Die momentanen Fixhyperebenen von %,, sind bei Beachtung von (6) 


die Hyperebenen des Hyperbiindels mit dem Kern S, _,_,, den wir daher den 
dualen Fixraum nennen. 

2. Die Schmieghyperebene X%, = S,,_, der Kurve r(t) ist stets momentane 
Fixhyperebene der Bahnschar, in der sie enthalten ist. 


3. Weitere momentane Fixhyperebenen besitzt %, dann und nur dann 
langs der ganzen Kurve, wenn ein Nullparameter eingefiihrt ist. 


*) Man beachte, daB bei der Herleitung von (2.30) die Formel (1.13) verwendet wurde, 
daB also (1.8) gilt und somit der Parameter ¢ bereits der zu untersuchenden Klasse {g} 
angehort. 

1°) Eine Kurve des P, hei8t Komplexkurve, wenn ihre Tangenten einem linearen 
Komplex angehéren. Man vgl. [9]. 














Kurven des n-dimensionalen projektiven Raumes. I 153 


4. An einer C,,-Stelle sind genau dann alle Hyperebenen des P,, beziiglich 
%,, momentan fest, wenn die zugehérige Halbinvariante g dort verschwindet. 

Als Beispiel sei angefiihrt, daB die Komplexkurven des dreidimensionalen 
Raumes dadurch ausgezeichnet sind, daB bei Verwendung eines Nullparameters 
alle Ebenen durch den jeweiligen Kurvenpunkt ¢ momentan fest sind. 

3.3. Wir wenden uns abschlieBend dem Fall r < n zu und zeigen: 

G, besitzt fiir r << n keine momentanen Fixpunkte. 

Wir kénnen namlich (2) mit Hilfe von (2.30) in der Gestalt 


: r e—yr r 
(3.9) p + Ap - Prtr4i > ~, ba ere-s + AP, ~ p 7 Pobnel Kn = 0 


a= =n 
schreiben. Hieraus folgt zunachst p, = 0. 
Sei schon gezeigt, daB 
(3.10) Pe = Pei = °° = 7, =0; O<esr. 
Da der Faktor von x, gleich Null ist, 
at r 
(3.11) SET Po + AD + J Pb, = 9, 
v=s8 
so verschwindet auch p,_,. Also gilt 
(3.12) Pp=***=p,=0. 


Es kann demnach keine momentanen Fixpunkte in S, geben. 
Auch das dual Entsprechende gilt natiirlich. 


4. Zentralbewegungen 


Nachdem wir soeben die momentanen Fixpunkte, also die Punkte ohne 
zugehérige Fortschreitungsrichtung ermittelt haben, wollen wir uns nunmehr 
der Untersuchung der Gesamtheit der wohldefinierten Bahntangenten von 3, 
an der Stelle t zuwenden. Dabei wird sich ein bemerkenswerter Zusammenhang 
zwischen dem Verhalten dieser Tangentengesamtheit und der in (3.6) erklarten 
Zahl h ergeben. 

4.1. Da sich wieder die Falle r= n und r < n wesentlich unterscheiden, 
nehmen wir zunachst r = n an, betrachten also die n-te H-Bewegung %,, des 
Gesamtraums P,, in sich, die zu einer vorgegebenen Klasse {g} gehéren mdge. 
Bei Beachtung von (3.6) gehért dann zu jedem Punkt 


(4.1) p= 2 Pt, 
w=0 


des P,, auBerhalb des Fixraumes S, nach (2.30) eine wohldefinierte lokale Bahn- 
tangente durch 

n—h—-1 n 
(4.2) P= FS 2  Pbue-pk- 

p=Ov—n+h+i 

Wir definieren: Zentralraum von B,, heiBe jeder Unterraum des P,,, der von 

allen lokalen Bahntangenten getroffen wird. Triviale Zentralriéume sind also 
immer die Hyperebenen des P,,. 
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Unter einem minimalen Zentralraum verstehen wir einen Zentralraum 
kleinster Dimension m, falls m < n— 1. 

Uber Existenz und Eindeutigkeit minimaler Zentralriume wird bald zu 
sprechen sein. Die Zusatzforderung, die wir an m stellen, scalieBt die trivialen 
Zentralraume aus. 

4.2. Wir beweisen zuniachst einige im folgenden bendétigte und auch an sich 
interessante Aussagen. 

(A,) Die Bahntangenten aus den Punkten p € S, (k > h) treffer. den Schmieg- 
raum S;,_-1- 

Wegen p € S, ist 


(4.3) Presi="''=Pr=9, 
und (2) geht tiber in 


k—-h-1 k 
P= SL Prd rh 
e=Or—n+h+1 
on (Pr+1.0nd1,n41 eee eee ewww eens + PrOx,n)¥o 


(4.4) + (PrseOngenca + °°* + PeOe,eia)hh 


+ Pidy, nti le—n-1 - 
Also liegt p’ in S,_,_,, und (A,) ist bewiesen. 

Fir h = n besteht nach Abschnitt 3 der ganze P, aus momentanen Fix- 
punkten, und es gibt also keine Bahntangenten; wir kénnen daher h < n an- 
nehmen. Aus (A,) folgt dann fiir k = n unmittelbar: 

(A,) Sémtliche Bahntangenten von B,, an der Stelle t treffen den Schmieg- 
raum 8, _,~,. Der duale Fixraum S,,_,_,") ist also Zentralraum von B,,. 

Fiir die Dimension eines minimalen Zentralraumes gilt demnach 


(4.5) m<n—h—1. 


Um Genaueres iiber minimale Zentralriume aussagen zu kénnen, bendtigen 
wir einige weitere Hilfssatze. 

Erganzend zu (A,) zeigen wir zunachst, daB auch umgekehrt nur die 
Punkte des S, die Eigenschaft haben, daB ihre lokalen Bahntangenten den 
S,_,-, treffen. 

(A,) Der Schmiegraum S,,_,_, wird genau von den Bahntangenten aus den 
Punkten p € S,, getroffen. 

Nach (A,) diirfen wir beim Beweis k < n voraussetzen. 

Fiir einen (nicht in S, gelegenen) Punkt (1) des P,, ist die zugehérige Bahn- 
tangente durch p’ in (2) bestimmt. Soll nun die Gerade (p, p’) den Schmiegraum 
S,_,-, treffen, so muB gelten 


(4.6) ap + Bp’ = 0 (mod fo, se 8, Sanaa) . 
1) Man vgl. 3.2. 
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Das ist nach (1) und (2) mit folgendem System gleichwertig: 


aPe—nr + B(PesrPesanga t+ °* + PnOnn—een) = 0 
2Pn—n—1 v B Pn On, nat =0 
2Pn—h =0 

(4.7) 
xP, =0 


Ist « = 0, so folgt 
(4.8) aor S 


also p € S,. Ist aber « + 0, so liegt p sogar in S,_,_,, und (A,) ist bewiesen. 

Wir kénnen die Aussage (A,), daB die Bahntangenten aus Punkten p € S, 
den S;_,_, treffen, noch in einer anderen Richtung verschirfen. Aus (4) geht 
namlich hervor, daB sogar jeder Punkt q € S,_,_,, 


k—h-1 
(4.9) q= 2D Ulu 
uw=0 


von einer Bahntangente aus einem Punkt p ¢€ S, getroffen wird. Denn das 
lineare System 


Go™ Pasr®anrnacat *°°°°s"°*° + Prbee 
(4.10) n= Prs2”nsensit °° * + PeOese—s 
Wk-a-1—= PrOe rsa 


hat eine von Null verschiedene Determinante, vermittelt also einen umkehrbar 
eindeutigen Zusammenhang zwischen p, und qg,, und somit an jeder Stelle ¢ eine 


Projektivitét der beiden Unterréiume (fo, . . ., ,~,~,) wnd (T,44,..-, Ty) auf- 
einander : Ist q in (9) vorgegeben, so laBt sich der zugehérige Punkt 
k 

(4.1 1) r on y Pukyu 

wo=h+i1 
eindeutig bestimmen. Da po, ..., p, noch willkiirlich sind, haben wir: Die 
Bahntangenten aller Punkte p € S, mit 
(4.12) p =t(modfp, .. ., fq) 


gehen durch denselben Punkt q € S,_,_,. Die Punkte (12) gehdren offenbar 
einem (A + 1)-dimensionalen Unterraum U, ,, an. 
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Es gilt sogar: 

(A,) Alle Punkte p des P,,, deren zugehérige Bahntangenten von B,, einen 
vorgegebenen Punkt q€ S,_,_, treffen, liegen entweder in S,_,_, oder in 
Uys, = t US). Dabei ist tr der Punkt, der in der oben definierten Projektivitat 
q entspricht. 

Zuniachst liegt nach (A,) p in S,. Mit der Beziehung 


(4.13) q= ap + Bp’ 
ist dann das folgende System gleichwertig : 


Yo = “Po + B(PasrOncaagat ’*oeet oe + Pybgx) 
“n= “Py + B(Pr+2On+2,nei1+ "+++ Deby, y_s) 
Gk-n-1 = XPe—n—1 + Bprbx, nos 
(4.14) 0 = A2Pe—r 
0. = aD, ° 


Ist « + 0, so folgt p € S,_,_,. Ist aber « = 0, so kommt man wieder auf (10) 
und (12) zuriick, und p liegt in U,,,. 

4.3. Nun wenden wir uns den minimalen Zentralriumen zu. Sei M,, 
(m < n — 1) ein minimaler Zentralraum von &,, an der Stelle ¢. Dann 14Bt sich 
jetzt zeigen: 

(A;) Die Ecken fo, 1, ..-,%n—n—, des Begleitsimplexes an unserer Stelle t 
liegen in M,,. 

Wir fiihren den Beweis indirekt. Es sei x, die erste nicht in M,, enthaltene 
Ecke; genauer: 


(4.15) Teo-++»Fe-3€ MM, %,¢M,; Osssn—h—-l. 
Wir betrachten die Schnittriume von MY, mit den Schmiegriumen, 


(4.16) M,, (\ 8, = U®; s+his+lsksn, 


und weisen mittels der Annahme (15) nach, daB U“ die Dimension k — 1 hat. 
I. Fir k=s+h+1 hat der Schnittraum M,,-% 8,,,,,= U@+?*» 
wegen (15) héchstens die Dimension s + h. 
Die Schnittdimension ist aber auch nicht kleiner! Ware sie namlich 
<= s+ h—1,s0 betrachteman U¢+*+» und S,. Deren Schnittraum ist offenbar 
genau S,_,, ihr Verbindungsraum V hat somit héchstens die Dimension s + A. 
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Nun treffen die Bahntangenten aller Punkte p ¢S,,,,, einerseits S, 
wegen (A,), andererseits U@+*+», weil M,, Zentralraum und U¢+*+» dessen 
Schnitt mit S,,,,, ist. Jene Bahntangenten, die S,_, nicht treffen, liegen 
also notwendig in V. Diejenigen Bahntangenten aber, die S,_, treffen, liegen 
nach (A,) ganz in S,, ,. 

Da es doch aber sicher Punkte p € S,,,,, und zugehérige Bahntangenten 
gibt, die weder im Unterraum V noch in S,,, liegen, haben wir einen Wider- 
spruch, und die Dimension von U@+*+» ist wirklich s + h. 

II. Sei schon gezeigt, daB U™ = M,,. 8S, fir s+hi+lsk<n die 
Dimension k — 1 besitzt. Die Dimension von U“@+ = M,, - 8, ,, ist jedenfalls 
héchstens k. 

Ware sie kleiner, so wire nach Induktionsvoraussetzung U(*+») = U{*,. 
Als nichtzusammenfallende Unterriume des S, haben Uf, und S,_, einen 
(k —h— 1)-dimensionalen Schnittraum 7,_,_,; ihr Verbindungsraum ist 
V = &. 

Nun treffen die Bahntangenten aller Punkte p ¢€ S,,, einerseits S,_, 
wegen (A,), andererseits U{*),, weil M,, Zentralraum ist. Jene Punkte p € S,,,, 
deren Bahntangenten 7',_,_,= S,_,7 U{®, dabei nicht treffen, liegen daher 

‘in V = &,. 

Betrachten wir jetzt einen Punkt p ¢€ S,,,, dessen Bahntangente 7',_,_, 
etwa in q trifft! Dann liegt p wegen 7',_,_,C S,_, und nach (A,) entweder in 
S,_, oder im Verbindungsraum rt U S,. Dabei ist r in der friiher erwihnten 
Projektivitat zwischen den Unterriumen (fp, ...,,—,) umd (I, .4, - ~~, Peas) 
dem Punkt q € 74-1 (%o---,%x—a) zugeordnet. Sei 7,1 C (Taais---s Tear) 
der dem Unterraum 7',_,_, bei dieser Projektivitaét entsprechende Bildraum; 
der Verbindungsraum W = 7,_,_, US, hat offenbar die Dimension k. Also 
liegen die in Frage stehenden Punkte p entweder in S,_, oder in W,. 

Wir haben einen Widerspruch, denn es gibt ja sicher Punkte in 8, ,,, die 
weder in W, noch in S, liegen. Also hat in der Tat U“+ die Dimension k. 

Insbesondere hat dann der Schnittraum M,, > S, = U‘\™, die Dimension 
n—1, also ist m=n—1 im Widerspruch zur Definition des minimalen 
Zentralraums. Somit ist (15) widerlegt und (A,;) bewiesen. 

Aus (A;) folgt nun aber S,_,_, ¢ M,,, also 
(4.17) m>n—h—1l, 
so daB wegen (5) und (17) jetzt gilt 
(4.18) m=n—h—1. 

Da nach Definition m < n— 1 ist, mub h > 0 sein. 

(A,) Zinen minimalen Zentralraum fiir B,, an der betrachteten Stelle gibt es 
nur dann, wenn e, = 0, wenn also die zugehdrige Halbinvariante g dort ver- 
schwindet. Gibt es an jeder Kurvenstelle einen minimalen Zentralraum, so gehért B,, 


notwendig zur Nullklasse. 
Weiter lassen sich (A,), (A;), (Ag) folgendermaBen zusammenfassen : 
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(A,) Wenn die zu &,, gehérige Halbinvariante g an der betrachteten Stelle 
verschwindet, gibt es dort genau einen minimalen Zentralraum, und zwar den 
dualen Fizxraum S,,_,_, der Dimension n — h — 1. 

Wir nennen daher S,,_,_, auch kurz das Zentrum von &,,. 

Gilt (3.6) mit h > 0 lokal, d.h. an einer Stelle ¢, so wollen wir sagen, die 
n-te H-Bewegung G,, habe dort eine Zentralstelle mit dem Zentrum S, _,_,. 
Gilt (3.6) mit h >0 sogar langs der ganzen Kurve, so nennen wir %,, eine 
Zentralbewegung mit dem (verinderlichen) Zentrum S,,_,_,"*). 

In der Existenz einer Zentralbewegung %,, und ihres Zentrums liegt wieder 
eine Kennzeichnung spezieller Kurvenklassen (bei eingefiihrtem Nullpara- 
meter); es werden solche Kurven ausgezeichnet, die die Eigenschaft (3.6) 
haben. Bemerkenswert ist, daB nur das Verhalten der zuerstkommenden 
Kurveninvarianten e, (bis zur ersten nichtverschwindenden) eine Rolle spielt. 

Besonders tritt noch der Fall extremer Entartung 4 = n— 1 hervor"*), 
wo also gilt 
(4.19) = eg="°°=G.,5=0, o+0. 

Hier ist Sy, d. h. der Kurvenpunkt r das Zentrum. Man kann die Ausgangs- 
kurve x(t), falls (19) fiir alle ¢ gilt, als die Zielkurve der Zentralbewegung 
bezeichnen. 

4.4. Wir formulieren noch fiir die hauptsachlich interessierenden Spezial- 
fille n= 2 und n= 3 unsere Ergebnisse, wobei wir uns auf globales Ver- 
schwinden der Invarianten beschranken. 

Bei einer beliebigen ebenen Kurve sind die Parameter der Nullklasse (die 
Koinzidenzparameter) geometrisch dadurch gekennzeichnet. da8B die zugehérige 
H-Bewegung %, der Ebene in sich eine Zentralbewegung mit der Ausgangs- 
kurve ¢ (¢) als Zielkurve ist. 

Auf einer beliebigen Kurve des P, sind die Nullparameter (Torsalparameter) 
dadurch ausgezeichnet, daB G, eine Zentralbewegung mit der Kurventangente 
S, als Zentrum ist. 

Die Komplexkurven des P, (e, = 0) sind dadurch charakterisiert, daB die 
zu einem Nullparameter gehérige H-Bewegung %, eine Zentralbewegung mit 
der Kurve r(¢) als Zielkurve ist. Sinngema8 14B8t sich eine Komplexstelle, 
d. h. lokales Verschwinden von e,, kennzeichnen. 

SchlieBlich sei noch kurz auf die dualen Resultate hingewiesen. 

Bei Beachtung von (3.6) mit h >0O lapt sich B,, = B,, als duale Zentral- 
bewegung auffassen. Eine (nicht momentan feste) Hyperebene J bestimmt dabei 
mit threr in der Bewegung ,,benachbarten“ ein Hyperebenenbiischel (%, J’), das 
mit dem als Hyperebenengesamtheit betrachteten Dual-Zentrum 8S), d.h. mit dem 
Fixraum von &,, eine Hyperebene gemeinsam hat. Das Dual-Zentrum ist als 
maxtmaler Dual-Zentralraum eindeutig bestimmt. 

12) Dies ist eine naheliegende Verallgemeinerung einer Begriffsbildung von M. Bar- 
NER [8]. Bei einer Barnerschen Zentralbewegung wird eine Hyperebene des P, derart 
projektiv bewegt, daB die Bahntangenten aller Punkte der Hyperebene fiir t = t, den- 
selben Punkt auBerhalb der Hyperebene treffen. 

18) Fiir A = n, also bei einer C, mit Nullparameter, laBt 3, den P, punktweise fest. 
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4.5. In den vorangéhenden Uberlegungen haben sich (fiir h > 0) besonders 
zwei Schmiegraume als wichtig herausgestellt, einerseits das Zentrum oder der 
duale Fixraum S,_,_, von %, und andererseits das duale Zentrum oder der 
Fixraum S, von %,,. Wir wollen noch etwas genauer auf die Lagebeziehungen 
dieser beiden Schmiegriume Z = S,_,_, und F = S, eingehen. 

Zentrum und Fixraum sind genau dann identisch, wenn 2h = n — 1. Das ist 
also nur in Raumen ungerader Dimension méglich; das einfachste Beispiel ist 
n = 3, h= 1 (vgl. 4.4): Auf einer Kurve des P,, die nicht Komplexkurve ist, 
ist ein Nullparameter eingefiihrt, Z und F fallen mit der Kurventangente S, 
zusammen. 

Fir 2h >n—1 ist das Zentrum echt im Fixraum enthalten, Z c F. Das 
einfachste Beispiel ist hier n = 2, h = 1 (vgl. 4.4), also eine ebene Kurve, die 
nicht Kegelschnitt ist, auf der aber ein Nullparameter eingefiihrt wurde. Alle 
Bahntangenten gehen durch den Kurvenpunkt r; duales Zentrum ist S,, das 
bedeutet, daB sich jede Gerade und ihre in der Bewegung ,,benachbarte“ auf 
der Kurventangente schneiden. 

In beiden Fallen waren wegen Z C¢ F alle Punkte des Zentrums momentane 
Fixpunkte. Dies ist anders im dritten Fall 


(4.20) 2h<n—l, 


in deni F c Z. Nach (A,) treffen die Bahntangenten aus den nicht momentan 
festen Punkten des Zentrums den Schmiegraum S,, _»,_ ». 


Kann es sein, daB diese Bahntangenten simtlich den Fixraum F treffen ? 
Dazu ist nach (A,) 


(4.21) h=>n—2h—2 


notwendig und hinreichend. Zusammen mit (20) gibt das 








(4.22) + <a57>. 

Die Bahntangenten der nicht festen Zentrumspunkte treffen genau dann den 
Fizxraum, wenn (22) gilt. 

Das einfachste Beispiel ist n = 4, h = 1, also eine allgemeine Kurve des P, 
mit Nullparameter. Da jetzt das Zentrum Z = S,, der Fixraum F = S, ist, 
so ist unmittelbar klar, daB die Bahntangenten der nicht festen Zentrums- 
punkte den Fixraum treffen. 

4.6. Bisher hatten wir ausschlieBlich die n-te H-Bewegung %,, betrachtet. 
Wir wenden uns nun zum Schlu8 noch den H-Bewegungen %, mit r< n zu 
und wollen zeigen, daB ein Analogon zu den Zentralbewegungen %,, hier nicht 
existiert. 


Fiir einen Punkt 


(4.23) p= X Pubs € 8, 
= 
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haben wir jetzt nach (2.30) - 
r+1 e 9 a r 

4.24 = omepnpteoeee Centie eu a 

(4.24) p , a=pti ik, ~ P yom php 


Wir beweisen zunachst zwei Hilfssitze, die im Vergleich zu den friiheren 
(A,) und (A,) zeigen, daB fiir r << n und r = n in gewissem Sinne gegensatzliche 
Verhialtnisse vorliegen. 

(H,) Die Bahntangenten von B, aus den Punkten p€S, mitOsksr 
liegen ganz in 8, ,,- 

Denn setzt man in (24) p,.,, = ++: = p,= 0, so sieht man unmittelbar, 
daB p’ € S;,,. 

Das la8t sich noch folgendermaBen verscharfen : 

(H,) Liegt p in S,, aber nicht in S,_, (0 < k < 1), 80 ist die Bahntangente 
aus p nicht in S, enthalten. 

Setzt man namlich p, + 0, p,.,, = +++ = p,= 0 in (24) ein, so findet man 


(4.25) p’ = ——— patny1(modty, .. ., t) ¢ Se - 


Nach (H,) sind alle Bahntangenten aus p ¢ S, in S,,, enthalten, und der 
friiheren Definition entsprechend haben wir also jeden r-dimensionalen Unter- 
raum von S,,, als (trivialen) Zentralraum von G, anzusehen. Wir wollen nun 
zeigen : 

G, besitzt keine nichttrivialen Zentralriiwme in S,,,, deren Dimension also 
kleiner als r ist. 

Wir nehmen an, es gabe einen (r— 1)-dimensionalen Zentralraum 
Z,-1C 8,41. Z,_, kann nicht in S, enthalten sein! Denn die Bahntangente aus 
einem Punkt p € S,, ¢ S,_,, ¢Z,_, trafe sonst nach (H,) den S, nur in p, kénnte 
also Z,_, nicht treffen im Widerspruch zur Zentralraum-Eigenschaft. 

Auf Grund der eben gemachten Bemerkung kénnen also fp, . .., t,_, nicht 
simtlich in Z,_, liegen. Sei etwa r, die erste nicht in Z,_, enthaltene Simplex- 
ecke, also 


(4.26) To “* #9 ¥e-1€ Z,_1, ¥.¢Z,_3; 0 Ss 8 Ss f— 1 . 


Daher ist der Schnittraum S,- Z,_, = S,_, (8 — 1)-dimensional. 

Sei schon gezeigt, daB der Schnittraum S, 7 Z,_, = T,_, die Dimension 
k—1 hat (s < k<_r). Dann folgt weiter auch, da8 der Durchschnitt S,,, 
(\ Z,_, = T;, k-dimensional ist! Andernfalls wire nimlich 7',_, Schnittraum. 
Wahlt man nun p € S,, ¢ S,_,, ¢ T,_, so liegt die Bahntangente aus p nach 
(H,) ganz in S,,,, nach (H,) aber nicht in S,, trifft S, also nur in p und trifft 
Z,-, somit nicht. Das steht im Widerspruch dazu, daB Z,_, Zentralraum sein 
sollte. 

Fir k=r folgt aus unserem InduktionsschluB S,>Z,_,= 7,_,, das 
bedeutet, daB Z,_,c S,. Dieser Widerspruch zur eingangs des Beweises ge- 
machten Bemerkung beweist unseren Satz. 
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§ 1. Introduction 


In this paper there is given a real analytic family of analytic diffeomorphisms 
into a euclidean n-space E,, of an (n — 1)-sphere S = S,,_, in Z,. One seeks to 
define an analytic family of analytic Schoenflies extensions of the given family 
of mappings of S into Z,. One admits the possibility that the Schoenflies 
extensions may fail to be analytic at the center of S, although one requires 
that all Schoenflies extensions be homeomorphisms. The principal theorem is 
Theorem 2.1. In order to state Theorem 2.1 it is necessary to introduce appro- 
priate notation and conventions. 

Notation. We shall suppose that the center of the (m — 1)-sphere S is at 
the origin 0 in Z,, and that the radius of S is 1. Given a topological (nm — 1)- 
sphere M in E, let JM denote the interior of M and J M the closure of JM. 
In particular JS and JS are thereby defined. If / M contains 0 we shall set 


(1.1) JM-O0=J,M, JM-O0=J,M. 


Let (x) = (2,,..., 2) be rectangular coordinates in £,. Let x be a vector 
whose components are the coordinates of (x). We identify x with (x) and 
speak of x as a point in Z,,. Let ||x\} be the length of the vector ||x}. 

Conventions. An analytic or C“-mapping F into E,, u>0, of an open 
subset X of E, or an analytic or C*-diffeomorphism of X into Z, is defined in 
the usual way. We shall extend these definitions to any subset X of EZ, such 
that X c Cl X. For such a set we say that F is an analytic or C*-mapping of X 
into £, or an analytic or C*-diffeomorphism of X into £,, if F admits an 
extension F* over an open subset Y > X such that F* has the respective prop- 
erties on ¥. When X Cc Cl X a mappiag F of X into E which is analytic in the 
above sense, is uniquely determined by the restriction of F to X. 

A, or Ch-diffeomorphisms, 4 > 0. Let X be a subset of E, such that X 
contains the origin and X c Cl X. Among such sets are JS and JS. Set 
X — 0 = X,. An A, or Ch-mapping F of X into Z,, is a continuous mapping 
of X into E,, whose restriction to X, is an analytic or C“-mapping respectively 
of X, into Z,. Such a mapping will be called an A, or Cj-diffeomorphism of X 
into E,, if it is a homeomorphism of X into £,, and if F| X, is an analytic or 
C«-diffeomorphism, respectively, of X, into E,. 
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The following theorem was proved by Morse in [5]. 

Theorem 1.1. Corresponding to a C*-diffeomorphism @ of S into E,, with 
> 0, there exists a Cf -diffeomorphism of JS into E,, which extends . 

Making use of this theorem RoyDEn in [7] proved the following theorem. 

Theorem 1.2. Corresponding to an analytic diffeomorphism of S into E,, 
there exists an A,-diffeomorphism of JS into E,, which extends ¢. 

In [3] Hvuessce and Morse have given a second proof of Theorem 1.2 
using modes of approximation different from those used by RoypENn. We have 
found Royden’s mode of approximation of differentiable Schoenflies extensions 
difficult to extend to analytic families of Schoenflies extensions without major 
modifications. The proof of Theorem 1.2 which we give in [3] will serve as a 
model for a proof of Theorem 2.2 in this paper. 

Theorems 1.1 and 1.2 are theorems on a simple Schoenflies extension 
problem, as distinguished from a problem in which there is given a family of 
diffeomorphisms of S into Z, depending on a parameter p in a topological 
space J. This more general problem will be called a J-problem. In the next 
section we consider J-problems. 


§ 2. I’-problems 

Let J" be a real analytic proper, regular, r-manifold in a euclidean m-space 
E,,,0 <r < m. The condition that I” be proper, cf. [6], implies that I" derives 
its topological structure from that of Z,,. The condition that I” be regular 
implies that in some neighborhood relative to I’ of a prescribed point g ¢ J" 
the rectangular coordinates in £Z,, are real analytic functions of r of these 
coordinates. 

p-Sections of a subset of E,, x I’. Let X be a non-empty subset of Z,, x J’. 
The projection pr, X of X into J’ is well-defined. Cf. [1], p. 20. For each p € pr, X 
set 
(2.1) X? = {x|(x, p) € X} (x €£,). 
We term X? the p-section of X. 

p-Sections of a mapping F. If F is a mapping 


(2.2) F:X+E,; (x, p) > F(x, p) 
then for each p € pr, X, the partial mapping 
(2.3) F?: X?+E,; x— F(x, p) = F?(x) 


will be called the p-section of F. 

Ar or Ch-mappings, 14> 0. The (n+ 1)-manifold EZ, x I’ is assigned a 
differential structure derived in the usual way from the differential structures 
of E,, and I’. An analytic or C*-mapping into Z, of an open subset of Z, x J" 
is then defined as usual. More generally if X is a subset of Z,, x J” such that 
X c CX, an analytic or C*-mapping of X into E,, is defined as in § 1, replacing 
E,, by E, x I. Suppose that X>/JS x JI’ and set X — (0 x I’) = Xp. Note 
then that 

Xrc Cl(Int Xp) . 
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It is by virtue of this inclusion that the notion of C” or analytic mappings 
of X; into E,, is well-defined in accord with the above conventions. If F is a 
continuous mapping of X into Z, such that F| X; is an analytic or C“-mapping. 
then F will be termed an 4, or C}-mapping, respectively, of X into E,,. 

The principal theorem of this paper follows. It parallels Theorem 1.2 of [3] 
and is an analytic analogue of Theorem 1.2 of [4]. 

Theorem 2.1. Corresponding to an analytic mapping 


(2.4) g:SxIT+E,; (x. p)> g(x, p) 


whose p-sections g” are analytic diffeomorphisms of S into E,,. there exists an 
A,p-mapping 
(2.5) G:JSxI>E,; (x, p) > G(x, p) 
whose p-sections G” are Ay-diffeomorphisms of JS into E,, extending the respective 
diffeomorphisms g” of S into E,,. 

In proving Theorem 2.1 we prove a theorem which a priori is somewhat 
stronger. 

Theorem 2.2. Under the hypotheses of Theorem 2.1 there exists a neighborhood 
N of JS » I. open relative to E,, 1. and an Ayp-mapping 


Gi: N+ E,: (x. p)->~ @(x, p) 


whose p-sections G” are Ay-diffeomorphisms of N” into E,, extending the respective 
diffeomorphisms g” of S into E,,. 


$3. An equivalent ’-problem 

The r-manifold J’ is in E,,,. 

Definition, The problem of finding an extension & of g of the type affirmed 
to exist in Theorem 2.2 will be called the problem (g, J"). Such an extension G, 
together with its domain of definition .V, will be called a solution of problem 
(g, 1°). If (g’, 7”) is a second such problem we shall say that the problems (g, /’) 
and (g’, [’) are equivalent if the existence of a solution of (g’. J”) implies the 
existence of a solution of (g, J") and vice versa. 

We shall pfove the following lemma. 

Lemma 3.1. Corresponding to an arbitrary I’-problem (g, Ll’) there exists an 
equivalent I’-problem (g’, I’) in which I’ is an open subset of E,,. 

If the dimension r of J” equals m there is nothing to prove. Suppose then 
that r< m. We shall find an equivalent /-problem (g’, J”) in which J” is a 
“tubular” neighborhood of J’, open relative to EZ,,. 

The “tube” I’. Let 2(p) be the (m — r)-plane orthogonal to J’ in E,,, at the 
point p ¢ I’. For s > 0 let a(p, s) be the subset of points of (p) whose distances 
from p are less than s. The set 2(p. s) is an open (m — r)-dise. Corresponding 
to an arbitrary continuous mapping, p— o(p) of J’ into R., we introduce the 
subset 


(3.1) = U.2(p, o(p)) 


of EF. The following lemma is of familiar type. A proof is given in [6]. 











—— 
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Lemma 3.2. For a suitable choice of the above mapping a the following is true: 

(i) There corresponds to each point gq IX, a unique point p=w(q) in I 
such that q is in x(p, o(p)). 

(ii) The set I”, is a neighborhood of I’, open relative to E,,,. 

(iii) The mapping q > w(q) of I", onto I is analytic. 

The problem (g’, I’). We define an analytic mapping 


(3.2) ge: SxIl,>E,; (x,q)>8'(x, 9) 
by setting 
(3.3) g’ (x, g) = @(x, w(qg)) ((x,g) €S xI). 


For fixed g € I, the g-section g’* of g’ has the values 
(3.4) g’*(x) = g(x) (|x| = 1) 


and is an analytic diffeomorphism of S into Z,. Set [°, = I”. 

A problem (g’, J”) is thus defined in the sense in which the problem (g, J”) 
is defined. 

Suppose that K: U > E, is a solution of the problem (g’, J”), that is, an 
A,;-mapping into Z, of some neighborhood U of JS x I”, open relative to 
E,, x I", a q-section K*, q€ J”, being an A,-diffeomorphism of U* into E,, 
which extends the diffeomorphism g’*. If one puts U ~ (EZ, x I) = N and sets 
G = K|N, one sees that G is a solution of the problem (g, J’). 

Conversely, suppose that G@: N + E, is a solution of the problem (g, J’). 
Here N is a neighborhood of JS x I’, open relative to EZ, x I’. Let U be the 
open subset of EZ, x J” defined by 


U = {(x, q) | (x, w(q)) €N} ((x,q) € 2, x I”) 
and let K be the mapping of U into Z, with values 
K(x, g) = G(x, w(q)) ((x, g) € VU). 


It is readily seen that K, so defined, is a solution of the problem (g’, J”). 
This establishes Lemma 3.1. 
We shall assume throughout this paper that I’ is an open subspace of E.,,. 


§ 4. Paracompact spaces 


The r-manifold J’, introduced in § 2, may be regarded as a metric subspace 
of E,, and hence is paracompact. [2], § 4, No. 5. 

Definition. Let X be a topological space. With each point p of X let there 
be associated an interval (0,c,) with c, >0. Any value on this interval will 
here be termed admissible at p. The indexed set of intervals (0,c,), p¢ X, 
will be termed locally consistent, if corresponding to each point g € X, there 
exists an open neighborhood JN, of g and an open interval (0, 6,) such that each 
value in (0, b,) is admissible at each point p € N,. 

Lemmas 4.1 and 4.2 belong to a class of lemmas well-known in the theory 
of paracompact spaces. Proofs of these lemmas are given in [6]. 

lla 
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Lemma 4.1. With each point p of a paracompact space W let there be asso- 
ciated an interval (0,c,), ¢, > 0, of admissible values. If this indexed set oj 
intervals is locally consistent there exists a continuous mapping p > k(p) of W 
into R, such that for each p € W, k(p) is admissible at p. 

Definition. A mapping p> F(p) of a topological space X into R, will be 
said to be locally bounded from zero if corresponding to each point q € X, there 
exists an open neighborhood U, of:q and a positive constant c, such that 
F(p) > ¢,, for p€ U,. 

Lemma 4.2. Jf F is locally bounded from zero on a paracompact space W, 
there exists a continuous mapping p> h(p) of W into R, such that h(p) < F(p) 
for p€ W. 

We state a useful lemma. 

Lemma 4.3. Corresponding to an arbitrary continuous mapping 


(4.1) [> R,: p> y(p) 
of I’ into R,, there exists an analytic mapping 


[> Ry: p> C(p) 
such that ¢(p) < (p) for each p € I’. 
This lemma can be inferred from Lemma 25 of [8]. 


§ 5. The four lemmas used in proving Theorem 2.2 


In this section we shall state four lemmas which lead to a proof of Theorem 
2.2. These lemmas will be established in §§ 6, 7, 8, 9, respectively. In accord 
with Lemma 3.1 we are assuming without loss of generality in proving Theo- 
rem 2.2 that J’ is an open subset of a euclidean space Z£,,,. 

The first lemma used in proving Theorem 2.2 parallels Theorem 2.1 of [3]. 
It is as follows. 

Lemma 5.1. Under the hypotheses of Theorem 2.2 there exists a C7? -mapping 


(5.1) H:2-+E,; (x, p)>H(x, p) 


of a neighborhood @ of JS x I’, open relative to E,, x I’, such that for each p € I’, 
the p-section H? of H is a Cy-diffeomorphism of 2” into E,, which extends g”. 

The second lemma used in proving Theorem 2.2 parallels Lemma 4.1 of [3]. 
In Lemma 5.2 a parameter ¢ € (— 1, 1) is introduced. One sets 


(5.2) 9r=23-(O0xT). 
The mapping H given by Lemma 5.1 is approximated in the proof of Lemma5.2 
for ¢ € (0, 1) by an A;-mapping 

(x, p) > B(x, p; t) ((x, p) € 2) 


which converges to H(x, p) as ¢}0, uniformly for (x, p) € Z. Lemma 5.2 is 
proved in § 7. 
Lemma 5.2. There exists a continuous’ mapping 


B:9x(-1,1)>£,; (x, p;t)> B(x, p;#) 
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which satisfies the following conditions: 
(5.3) B(x, p;t)=H(x,p) ((x, p; t) €D x (—1, 0)) 
(5.4) B(O,p;t)=H(O,p) (pe l;-1<t<1). 


B is of class C' on the set Dp x (—1, 1). The restriction of B to Dr x (0, 1) is 
analytic. For fixed t€(—1,1) and p€I the Jacobian of B as to the variables 
(a, .. +, %), evalwated for ||x|| + 0, does not vanish. 

For ¢ fixed in (0, 1) the ¢-section 


(5.5) (x, p) > B(x, p; t) = B,(x, p) ((x, P) € 2) 
cannot in general be expected to serve as a mapping G satisfying Theorem 2.2, 
for two reasons. 

(I) For 0 < t < 1, a p-section BP of B, will not in general be a homeomorphism 
of D? into E,,. 

(II) For 0<t<1, a p-section BP of B,, restricted to S, will not in general 
coincide with g?. 

The deficiency (I) will be met by Lemma 5.3, the deficiency (II) by 
Lemma 5.4. 

Disc neighborhoods of JS x I’. Lemma 5.3 refers to disc neighborhoods of 
JS x I’. Such neighborhoods are defined as follows. Let p> a(p) be a con- 
tinuous mapping of I" into the interval (1, 2). The closed set 


(5.6) A, = {(x, p) | |x] < «(p)} 


in EZ, x I’ will be called a disc neighborhood of JS x I’. The p-section A? of A, 
is a closed n-disc in E, with center at the origin and radius «(p). 

A disc neighborhood A, c D. Let D be the neighborhood of JS x I affirmed 
to exist in Lemma 5.1. For p € I’, let h(p) be the maximum value of a number r 
on the interval (1, 2] such that the subset {x | |x| < r} of Z, is included in 9?. 
Since J includes J S x I and is open, relative to Z, x I’, h(p) — 1 is locally 
bounded from zero for p € J’. It follows from Lemma 4.2 that there exists a 
continuous mapping p> 8(p) of I’ into (1, 2) such that 1 < B(p) < h(p) for 
each p € J’. For such a £, 4, C 9. This choice of A, is permanent. 

Definition of L*. Let p—e(p) be an arbitrary mapping of I into (0, 1). 
For 0 <¢t< 1 set 
(5.7) B(x, p; e(p)f) = L*(x, p; t) = Ly (x, p) [(x, p) € 4p) - 

We shall choose the mapping p > ¢(p) in various ways. 

Lemma 5.3 is proved in § 8. It parallels Lemmas 5.1 and 5.2 of [3]. 

Lemma 5.3. There exists a continuous mapping p-> n(p) of I’ into (0, 1) 
with the following property. 

If p> C(p) is a mapping of I into (0, 1) such that € < n, then, for0<t <1, 
each p-section of L} is an A -diffeomorphism Li-? of A% onto a set J MP in E,, 
such that 
(5.8) JM? >g?(8) (p€T). 
Moreover L}-?(Q) is not a point of g?(8). 
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The mappings L} will not in general have the property thet 
Lp? |S = g” (pel). 
This deficiency is met by Lemma 5.4. Lemma 5.4 parallels Lenima 6.1 of [3]. 


In Lemma 5.4 we shall refer to an arbitrary disc neighborhocd A, of JS x 
such that 1 < y < f. For such a choice of y 


(5.9) ISxDP' CACM CAC. 


This choice of A, is permanent. Lemma 5.4 is proved in § 9. 

Lemma 5.4. There exists a continuous mapping p—> n,(p) of i° into (G. 1) 
such that yn, = » (Lemma 5.3) and the following is true. 

Corresponding to any analytic mapping p> C(p) of I’ into (0, 1) such that 
€ S m, and to L*, there exists a continuous mapping 


(5.10) Q°: A, x (0,1) > £,; (x, p:t) > Q(x, p; 0) 


each of whose t-sections Q?, 0 < t <1, is an Ap-mapping of A, into E,, with a 
p-section Q':? which is an Ay-diffeomorphism of A” into A’, leaving the origin 
fixed, and such that 

(5.11) a” (2) = (Lp? Q7-?) (2) (2 € 8) 
for each p € I’. 


$6. Proof of Lemma 5.1 


We take over the following definitions from § 2 of {3}. 

The bands B,S and B,. Let .@ be the image of S in #, under a C*- 
diffeomorphism, u > 1, f of S into Z,,. With « a constant such that 0 < « < 1, 
let B,S be the open set of points in £, within a distance « of S. Similarly 
let B,.@ beé the open set of points within a distance « of #. 

Let ¥(z) be the straight line which is normal to S at the point z ¢ S. 
We suppose V(z) so sensed that V(z) crosses S at z from the interior to the 
exterior of S, and term V (z) a normal to S at z e.cteriorly directed at z. Regarding 
z as an origin on V (z) let s be the signed algebraic coordinate of a point on V (z). 
Similarly, corresponding to a point {(z) of .#, let ¥ (f(z)) be a straight line 
normal to .@ at f(z), exteriorly directed at f(z) relative to .@. Let f(z) be taken 
as an origin of coordinates s on ¥ (f(z). 

A canonical band mapping f,. Cf. [5], $5. If x is a sufficiently small 
positive constant there exists a C*~'-diffeomorphism f, of the band B,S onto 
the band B,.@ such that 


(6.1) ,j|S=tf 


and such that the point on the exteriorly directed normal | (z) to S at 2 with 
algebraic coordinate s €(—«, x) corresponds to the point with algebraic 
coordinate s on the exteriorly directly normal 7 (f(z)) to .@ at f(z). We term 
this mapping 

(6.2) t,: BLS B,a (M = f(S)) 


a canonical band mapping. 
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In Lemma 6.1 we return to the analytic mapping g of S x I’ into Z,, given 
in Theorem 2.1. In terms of the p-sections g? of g set 


(6.3) g?(S) =.” (pel). 


Given a point g ¢€ J’ and a sufficiently small neighborhood U, of g we can 
define an extension of g | (S x U,) as follows. 

Lemma 6.1. Corresponding to an arbitrary point q € I’, there exists an open 
neighborhood U, of q, a constant a(q) € (0, 1/2) and an analytic mapping, 


(6.4) Bq: (Bai) XU, > Ey; (X, p) > Bq(X, P) 

which extends g\(S x U,) and whose p-section g?, for p€ U,, is a canonical 
band mapping 

(6.5) e: Big 8 a> Bai 4” (pe U,) b 


This lemma differs from Lemma 5.1 of [5] principally in the dependence 
of the mapping g? on the parameter p ¢ U,. However the proof of Lemma 5.1 
of [5], with trivial modifications, gives a proof of the above Lemma 6.1. 

A neighborhood W of S x I. Set 


(6.6) W= U [( Baie 8) x Ug). 
er 


The subset W of EZ, x I’ so defined, is a union of subsets of Z, x I’, indexed 

by q¢€ I. The set with index g is a neighborhood of S xq, open relative to 

E,, x I’. Hence the set W is a neighborhood of S x I’, open relative to Z, x I. 
The p-section W® of W is the open band 


(6.7) {x | 1 — A(p) < |x] <1+ A(p)} (x € £,) 
where for fixed p € I" 
(6.8) A(p) = sup a(q) , 

a 


taking the sup over all g € J’ such that p € U,. Hence 
(6.9) W? = ByyS. 


Lemma 6.1 accordingly leads to the following lemma. 

Lemma 6.2. The mapping g of S x I into E,,, given in Theorem 2.1, admits 
an analytic extension gw over the above neighborhood W of S x I" such that, for 
each p € I, the p-section ghy of Zw is a canonical band mapping of W” into E,, 
of the form 
(6.10) Biv: Byip) S > By) 4”. 


Proof of Lemma 5.1. Lemma 5.1 will follow from Lemma 6.2 with the aid 
of Theorem 1.2 of [4]. 


To that end recall that a mapping @ of a subset X of EZ, x I into E, x I 
in which (x, p) + ®(x, p) is termed “‘p-invariant” in [4] if 


(6.11) pr2(P(x, p)) = p ((x, p) € X). 
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Corresponding to the mapping gy : W — E,, affirmed to exist in-Lemma 6.2, 
there exists a p-invariant mapping ® of W into Z, x I’ in which 


(6.12) pr, ((x, p)) = gw (x, p) ((x, p) € W). 


Conditions (6.11) and (6.12) together uniquely define ®. It follows from 
Lemma 1.2 of [4] that @ is a C*-diffeomorphism of W into EZ, x I. 

One can accordingly apply Theorem 1.2 of [4] and affirm the following. 
Corresponding to a sufficiently small neighborhood X c W of S x J’, open 
relative to EZ, xJ, there exists a p-invariant homeomorphism A,» of 
XuU(J8 xT) into Z, x I’ which extends ®| X and has the following prop- 
erties. Its projection 


(6.13) pr, (49) = H 
is a Cr-mapping into £Z,, of the open subset 
(6.14) 9=XuU(SxT’) 


of Z,, x I’ which extends gy | X and hence g, and has p-sections H? which are 
Cy -diffeomorphisms into E,, of the respective p-sections 9? of 9. 
Thus 2, as defined in (6.14), and H, as defined over D, satisfy Lemma 5.1. 


§ 7. Proof of Lemma 5.2 


We refer to the mapping H of Lemma 5.1. This mapping extends g (given 
in Theorem 2.1) over the open neighborhood 9 of JS x I, introdticed in 
Lemma 5.1. As affirmed in Lemma 3.1 we can suppose that J" is an open 
subset of Z,,. Let a point p of I’ now be represented as a point with coordinates 
(Py, - - -» Pm). We now regard EF, x I" as a subset of the euclidean space £,, , ,, 
of points 
(7.1) (X, p) = (2, . . -> Les Pas - + +> Pm) + 


The mapping H of @ into £Z, will be approximated by mappings B,, 
0 <¢ <1, in a manner which we now make precise. We begin with the defini- 
tion of a mapping 6 of 9, (cf. (5.2)) into R, which will be used to condition 
the nearness of our approximations to H. 

The mapping 6. Recall that the Jacobian 


D(A,,..., 


H, 
(7.2) SNORE (x, p) 


never vanishes for (x, p) € Zr. Suppose that K is an arbitrary analytic mapping 
of Dy into E,,. Corresponding to an arbitrary point (x, p) € Dr there exists a 
maximum positive number e(x, p) on the interval (0, 1], independent of the 
choice of K, such that if 


(7.3) oe (x, P)- i (x, »)|| < e(X, p) (¢=1,...,m) 
then 

D(K,,..-, Ky : 
(7.4) a a (x, p) +0. 
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We shall apply Lemma 4.1. The open subset 9, of £,,,,,, is a metric space 
and hence paracompact. [2], §4, No. 5. In the sense of §4 we term each 
number on the interval (0, e(x, p)) ‘“‘admissible” at the point (x, p) of Dr. 
The indexed set of intervals (0, e(x, p)) is “locally consistent” in the sense of 
Lemma 4.1-as is readily seen. That is, corresponding to a point (y, gq) € Pr 
there exists a neighborhood U (y, q) of (y, q) relative to 2, and an open interval 
(0, a(y, q)) of values admissible at each point (x, p) € U(y, g). It follows from 
Lemma 4.1 that there exists a continuous mapping 


(7.5) (x, p) > 6(x, p); Gr (0,1) 

such that each value 4(x, p) is admissible at the corresponding point (x, 7). 
We can further suppose that 6(x, p) tends to zero uniformly with the 

distance of (x, p) in Z,,,,, from the boundary, relative to Z,4,, of Pr. 


The definition of B. Let t be a parameter on the interval (— 1, 1).‘In the 
euclidean space Z,,, 4, of coordinates 


(7.6) (x, p; t) = (24, 2 -s Za» Pr - + +5 Pm #) 
the product 9, x (0,1) is an open subset. On this subset let an auxiliary 
mapping A into £,, be defined by setting 

A(x, p;t)= H(x, p); [(x, p; #) €9r x (0, 1)). 


Let D,F indicate the first partial derivative of a mapping F into EZ, with 
respect to the j-th of the n + m + 1 variables (7.6), whenever D, F exists. 

It follows from Lemma 6 of [9] that there exists an analytic mapping 
into E,, 


(7.7) (x, p; t) > B(x, p;t); Dr x(0,1)> £, 
such that for j = 1,...,%+ m+ 1 and (x, p;t) € Dr x (0, 1) 
(7.8) |B(x, p; t) — A(x, p; ¢)| = | B(x, p; t) — H(x, p)] < ¢6(x, p) 


(7.9) |.D,B(x, p; t) — D,A(x, p; t)|| = |D, B(x, p; t) — D,H(x, p)|| < ¢6(x, p). 
When j = m + n + 1 the condition (7.9) takes the special form 


(7.10) loa (x, pt) - (x, p; 0| - le (x, p; 0| <t8(x, p). 

The mapping B, so chosen, can be extended over 9 x (-—1, 1) by setting 
(7.11) B(x, p;t) = H(x, p) [(x, p; #) €@ x(—1, 0)] 

(7.12) B(O, p;t) = H(0,p) [(p, t) € I x (0, 1)]. 


So extended B will be of class C1 on the open set 9, x (— 1, 1). The mapping 
B then satisfies Lemma 5.2, as one verifies readily. 


§ 8. Proof of Lemma 5.3 


If the word “continuous” were deleted from Lemma 5.3, the resulting 
Lemma 5.3 (a) would hold by virtue of Lemmas 5.1 and 5.2 of [3]. Let p > w(p) 
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be a mapping which satisfies Lemma 5.3 (a), with w replacing 7, and set 


a (p) = sup w(p) ’ 
taking the sup over all mappings w for which Lemma 5.3 (a) is valid. 

We shall apply Lemma 4.1, taking values on the interval (0, «(p)) as 
“admissible” at p € I’. The proof of Lemma 5.1, in [3], modified in an obvious 
manner, shows that this set of intervals indexed by p € I’is “locally consistent”’. 
That is, corresponding to any point qg € I’, there exists a neighborhood U, of q¢ 
and a positive constant c such that if Lemma 5.3(a) holds for a mapping 
p — w(p) of I’ into (0, 1) it also holds if the values w(p) for p € U, are replaced 
by the constant c. 

It follows from Lemma 4.1 that there exists a continuous map p— n(p) 
of I’ ito (0, 1), such that for each p € I’, n(p) is admissible at p. That is to 
say, Lemma 5.3 holds as stated. 


§ 9. Proof of Lemma 5.4 


Recall that in Lemma 5.4 there is given a “disc” neighborhood A, of 
JSxI such that A,c A,. There is also given the continuous mapping 
p— n(p) of I into (0, 1) introduced in Lemma 5.3. From Lemma 6.1 of [3] 
we get a lemma similar to Lemma 5.4 but in which 7, is not required to be 
continuous, and in which ¢ is replaced by an arbitrary mapping p— e(p) of I" 
into (0, 1) with e < . This lemma follows. 

Lemma 9.1. There exists a mapping p > n,(p) of I” into (0, 1), with yn, < n, 
such that the following is true. 

Corresponding to any mapving p— e(p) of I” into (0,1) such that e < m, 
and to L'-”, p € I’, there is a continuous mapping 


(9.1) Q*?: AP x (0,1) + 45; (x, t) + Q*?(x, 2) 
which is the “conjugate” of L*? on A? x (0,1) relative to g?, in the sense of §6 
of (3). 

The mapping Q*-” in (9.1), as “conjugate” of L*”, has the following prop- 
erties. For 0 < t < 1, the t-section Q-? of Q*” is an A,-diffeomorphism of A? 
into A% which leaves the origin fixed and is such that 
(9.2) g? (z) = (Lp? Q?”) (2) (z€ 8). 

Completion of proof of Lemma 5.4. Taking the sup for all mappings 7, 
which satisfy Lemma 9.1, set 
(9.3) "a(P) = sup 7, (P) (per), 


and term values in (0, 7,(p)) “admissible” at p. The proof of Lemma 6.1 of [3] 
is readily modified to show that this set of intervals, indexed by p€J, is 
“locally consistent”. It follows from Lemma 4.1 that Lemma 9.1 can be 
satisfied by a mapping 7, which is continuous. 
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Suppose now that p— C(p) is an analytic mapping of I into (0,1) with 
¢ = m. Then L/, as defined in (5.7), is continuous on 4, x (0, 1), and Lf is 
analytic on the set 4; — (0 x J’) for fixed ¢ € (0, 1). 

With L‘ so defined, Lemma 9.1 implies the existence of a mapping 


(9.4) Q: A, x (0,1) > E, 


whose p-section Q*.” is the conjugate of L‘-? on A? x (0, 1) relative to g®, for 
p € I’. The explicit construction of Q'-? as conjugate of L‘-”, in § 6, [3], shows 
that Q‘ is continuous on A, x (0, 1), and that each t-section Q is analytic on 
A, — (0 x I) for 0<t<1. The affirmations of Lemma 5.4 concerning Q':?, 
and the relation (5.11), follow directly from Lemma 9.1, with e replaced by ¢. 


This completes the proof of Lemma 5.4. 


§ 10. Completion of proof of Theorem 2.2 


Given g as in Theorems 2.1 and 2.2 we shall present a continuous family G@,, 
0 < t < 1 of solutions of the corresponding J-problem (g, J”). To this end let the 
dise-neighborhood A, of JS xI° be chosen as in (5.9), and let an analytic 
mapping p— €(p) of I’ into (0, 1) be chosen so that ¢ < 7, (Lemma 4.3). The 
mapping L‘ of A, x (0, 1) into Z, is then defined in (5.7). Let Q° be the mapping 
of A, x (0, 1) into EZ, associated with L‘ as in Lemma 5.4. For fixed ¢, chosen as 
above, and 0 < ¢ < 1 we set 


=a, Ii =L, 


and state a lemma paralleling Lemma 6.2 of [3]. 
Lemma 10.1. Let a mapping 


G,: A,+> E£,; (x, p) > G(x, p) (0<t<1) 
be defined by setting 
G? (x) = (L? QP) (x) (x € 49) 


for each pel. If one sets N = A, then, for 0<t<1, G,| N will serve as a 
mapping G of N into E,, which will satisfy Theorem 2.2. 

The mapping G, is.an Ar-mapping of A, into EZ, for each t € (0, 1). For Q, 
is an Ar-mapping of A, into Z, such that Q? leaves the origin fixed and is 
biunique (Lemma 5.4). Moreover Q? maps 4? into 4% and 4% is the domain of 
definition of L?. Since L, is an Ar-mapping of A, into E,, (cf. (5.7)) we infer 
that G, is an Ay-mapping of A, into E,, for each ¢ € (0, 1). 

Moreover G? is an A,y-diffeomorphism of 4? into E, for p €¢ and 0<t<1. 
For Q? is an A,-diffeomorphism of 4? into 4% (Lemma 5.4) and L? is an 
A,-diffeomorphism of A} into EZ, (Lemma 5.3). 

Finally G? | S = g® in accord with (9.2). 

This completes the proof of Theorem 2.2. 
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Beitrige zu einer Reduktionstheorie 
in Positivitatsbereichen. II 


Von 
Max Koecuer in Minster (Westf.) 


Einleitung 


Wie in Teil I (vgl. [1]) bezeichne X auch in dem vorliegenden zweiten Teil 
stets einen n-dimensionalen Vektorraum tiber dem Ké6rper der reellen Zahlen, 
o eine symmetrische positiv definite Bilinearform und Y einen Positivitats- 
bereich von X. Q sei eine diskontinuierliche (I, § 5.1) Untergruppe der Gruppe 
2 (Y) der linearen Automorphismen von Y (I, § 1.4). 

Denken wir uns wie friiher eine in X diskrete Teilmenge D von Y — {0} 
gegeben, von der sofort 2D = D vorausgesetzt werden soll (I, § 5). Mit Hilfe 
von D wurden fiir y aus Y die Minima 


u(y) >= mp(y) := inf{o(a, y); a € D} 
gebildet, und die Menge 


M(y):= Mp(y):= {a; 4 € D, u(y) = o(a, y)} 

der Vektoren, die eine Darstellung des Minimums vermitteln, untersucht. Im 
Mittelpunkt stand der Begriff der vollkommenen Punkte, d.h. der Punkte v 
von Y, fiir die es n linear unabhangige Vektoren in M{v) gibt. Die Menge V (D) 
der vollkommenen Punkte v mit u(v)=1 ist bei der aus 2 abgeleiteten 
Gruppe 2* (I, § 5.2) invariant. In Teil I wurde einerseits dargelegt, wie die 
Annahme, da8 es nur endliche viele nach 2* iniquivalente Punkte aus V (D) 
gibt, zu Ergebnissen iiber 2 und einen Fundamentalbereich von 2 in Y fihrt 
(I, § 5 und 7). Andererseits wurde gezeigt, daB diese Annahme in allen wichtigen 
Beispielen erfiillt ist (I, § 8—10). In diesem Teil II soll eine erneute Anwendung 
dieser Endlichkeitsannahme gemacht werden. Die Ergebnisse sind bisher nur 
im Spezialfall der positiv definiten quadratischen Formen bekannt und gehen 
in diesem Fall auf eine wenig beachtete Arbeit von B. A. WenKov [2] zuriick. 
Wir formulieren dieses Ergebnis in § 3.4. 


§ 1. Ein weiteres Prinzip zur Konstruktion von Fundamentalbereichen 


1. In diesem Paragraphen sei lediglich eine diskontinuierliche Unter- 
gruppe 2 von 2(Y) gegeben. Die Menge D — und die daraus abgeleiteten 
Begriffe — wird jetzt also noch nicht benétigt. Da 2 nach Teil I, Lemma 2, 
eine Gruppe von Isometrien ist, ist 2 nach einem bekannten Satz genau dann 
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diskontinuierlich, wenn Q als Untergruppe der Gruppe 2(Y) — versehen mit 
der natiirlichen Topologie — diskret ist. Mit Q ist daher auch 2* (I, § 5.2) 
diskontinuierlich. 

Zu einem gegebenen Punkt u von Y bilden wir die Menge 


Dy := Qtu:= {P*u; De Q} 
aller nach 2* zu u aquivalenten Punkte. Wir wollen stets annehmen, da8 D, 
in X diskret ist. 

2. Zu D,, kann man jetzt nach I, § 2, die Minima 

My, (y):= inf {o(a, y); ae D,} 
bilden. Nach Definition von D, kann man hierfiir auch 

4 (y) = inf{o(u, By); ® € Q} 
schreiben. Die Mengen 

M,(y) := {P* uw; wy (y) = o(u, Dy), B € Q} 

sind endlich und es gelten alle Ergebnisse von I, § 2, mit D, an Stelle von D. 


In den interessanten Fallen ist D, abér*keineswegs zulassig im Sinne von I, 
§ 3.2. Wegen 2* D, = D, ist nach I, § 5.2 (durch Vertauschung von 2 mit 2*) 


My (Dy) = #,(y) fir ® aus Q. 


3. Die Minima »,(y), y € Y, werden jetzt in anderer Weise als in Teil I 
untersucht. Man bilde die Menge 


(1.1) Fy:={yiy € Y, wu(y) = o(u, y)}, 
d. h. man betrachte diejenigen Punkte von Y, deren Minimum yz, (y) gleich dem 


Wert o(u, y) der Bilinearform ist. Beriicksichtigt man die Definition von y, (y), 
dann kann man auch schreiben 


(1.2) F,={y;y¢ Y,o(u,y) So(u,Dy) firalle Oe Q}. 


Geometrisch ist F,, offenbar ein konvexer Kegel mit der Spitze im Nullpunkt. 
Einige einfache Eigenschaften von F,, fassen wir zusammen in 

Satz 1. Ist u aus Y und Q eine diskontinuierliche Untergruppe von 5(Y), 
fiir die D, = Q*u in X diskret ist, dann gilt 

1) F,, ist in Y relativ abgeschlossen. 

2) Zu jedem y € Y gibt es DE Q mit Oy € F,,. 

3) Sind Dy und Py innere Punkte von F,,, ®, ¥ € Q, dann ist Ot u = P* u. 

4) Zu jedem Kompaktum K von Y gibt es nur endlich viele  ¢ Q, fiir die 
WF 7\ K nicht leer ist. 

Beweis: 1) Ist klar, da F, Durchschnitt von relativ abgeschlossenen 
Mengen ist. 

2) In 2 hatten wir gesehen, daB das Minimum 4, (y) angenommen wird, 
d. h. es gibt ® € 2 mit u,(y) = o(u, Dy). Da w,(y) bei Q invariant ist, folgt 
@y ¢ F,, nach (1.1). 

3) Nach Voraussetzung gibt es offene Umgebung U von y mit ®U c F, 
und YU c F,. Nach (1.2) bedeutet dies 


o(u,@zx) So(u,ADzx), o(u, Pr) < o(u, AP 2) 
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fiir alle A ¢ 2 und x¢€ U. Setzt man in der ersten Ungleichung A = ¥@-! 

und in der zweiten A = ®Y-', so folgt o(u, Ox) = o(u, Vz) fiir alle x ¢ U. 

Bringt man hier ® und ¥ an die erste Stelle der Bilinearform und beachtet, 

daB U sicher n linear unabhangige Vektoren enthalt, so folgt die Behauptung. 
4) Wir wahlen ein y aus YF, 7 K und haben nach (1.2) 


o(u, Py) S o(u, OP-*y) 
fiir alle ® ¢ 2.0 = Y und Anwendung von I, Lemma If, liefert 
o(K) |P*-1u| < o(P*-!u, y) = o(u, P-*y) < o(u, y). 


Wegen y € K ist o(u, y) beschrinkt und daher auch |¥*~'u|. Da D, diskret 
und die Menge der ¥ ¢ Q mit Y*u = u endlich ist, gilt dies fiir héchstens 
endlich viele ¥ ¢ Q. 

4. Vergleicht man die Aussage von Satz 1 mit der Definition eines Funda- 
mentalbereiches in Teil I, § 5.1, so sieht man, daB F,, genau dann ein Funda- 
mentalbereich von Q in Y ist, wenn aus ¥*u =u, Y ¢ Q, stets folgt, dab VY 
die Identitat ist, mit anderen Worten: wenn u kein Fixpunkt von Q* ist. Da 
die Nichtfixpunkte einer diskontinuierlichen Gruppe tiberall dicht liegen, kann u 
zur Konstruktion eines Fundamentalbereiches weitgehend beliebig gewahlt 
werden. Fiir ¥*u = u hat man YF, = F,,. 

Bei allen ahnlich gearteten Untersuchungen ist es wichtig zu wissen, ob ein 
gegebener Fundamentalbereich endlich viele Nachbarn besitzt. Als Nachbarn 
von F,, wird man in jedem Falle diejenigen Bilder YF, bezeichnen, fiir die 
FPF, ¥F,, nicht leer ist. Wir zeigen: YF, ist dann und nur dann ein Nachbar 
von F,, wenn es ein y €F, mit o(u, y) = o(u, Py), d.h. P*u ce M,(y) gibt. 
Ist namlich Vy ¢ F, \ YF, dann hat man 


o(u,y) So(u,Dy), o(u, Py) <o(u, OP y) 


fiir alle ® ¢ Q. Man setzt @ = V bzw. O = Y-! und erhilt o(u, y) = o(u, Vy). 
Die Umkehrung liest man sofort ab. 

Nach Satz 1 sind zwei Nachbarn V, F,, und YF, von F,, entweder identisch 
oder sie haben keine inneren Punkte gemeinsam, der erste Fall tritt dann und 
nur dann ein, wenn Yfu = P¥u gilt. Jedem Punkt der Vereinigung 


N,:= U M,(y) 
yeF, 
entspricht daher genau ein Nachbar von F,, und umgekehrt. 


§ 2. Ein Lemma 


1. Nach den allgemeinen Vorbetrachtungen des §1 schlieBen wir jetzt 
wieder an die Situation von Teil I an. Neben der vermége eines festen Punktes u 
von Y und der diskontinuierlichen Untergruppe 2 von 2( Y) gebildeten Menge 
D,, = Q*u denken wir uns wie friiher eine zulassige Menge D, die in Y — {0} 
enthalten ist, gegeben. Wir nehmen an, daB 2D = D gilt und es nur endlich 
viele nach Q* indquivalente (beziiglich D) vollkommene Punkte v mit u(v) = 1 
gibt, d.h. daB V(D)/Q* endlich ist. Unter diesen Voraussetzungen beweisen 
wir das folgende 
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Lemma. Ist der Durchschnitt von F,, mit der vollkommenen Pyramide 
P(M (w)) (I, § 4.4) nicht leer, dann gibt es linear unabhdngige Vektoren a,,..., a, 
aus M(w) mit 


r 
o(u,a,) Sy, fir lsksr und SacyY. 
k=1 


Hier bezeichnen y,, yo, ... nur von u, D und Q abhéngige positive Konstanten. 

2. Zum Beweis werden wir n beschrankte Teilmengen £,, 1 Sk <n, 
von Y konstruieren. Zuvor wahlen wir ein Vertretersystem V (D)/Q* fest aus 
und bezeichnen dies mit V. Weiter mége fiir Vektoren a,,..., a, aus Y mit 
[a,,...,@,] die Menge der r-Tupel (®a,, . . ., ®a,) fiir alle ® aus Q bezeichnet 
werden. Speziell ist also [a] = Qa. 

Zur Konstruktion der Mengen £, verwenden wir gewisse endliche Teil- 
mengen V, von D und Konstante y, > 0. Wir beginnen mit 


V,:= YY M (v) 
und 
vy, := sup{o(u, a);a€ Vj}. 
E, wird nun definiert durch 
E,:={y;y € Y, o(u, y) <n}. 
Wegen I, Lemma If, ist Z, beschrankt. Offenbar gilt V, c £, -\. Dund dim V, =n, 
d. h. V, enthalt » linear unabhangige Vektoren. 
3. Nehmen wir nun an, daB bereits endliche nicht leere Mengen. V, fir 
1 sk sr als Vereinigung von Mengen ® M (v) mit gewissen ® € 2 und v € V 
‘konstruiert sind. Vermége der V, sind Konstante 
yy i= sup{o(u, a); a € Vy} 
und beschrankte Mengen 
E,:= {y; ¥ € ) A o(u, y) s Yr} 
definiert. 
Zu je r linear unabhangigen Vektoren a,,..,,a, aus E,7\D und jedem 


r-Tupel (b,,...,6,) aus [a,,...,a,] bestimmen wir ein festes ®, a»,,...», 
aus {2 mit 

, a, = ®,, abana ee », Ox 
fir 1 sk’sr. V,,, wird jetzt definiert als Vereinigung aller Mengen 


%,, bona y,by,...,b,24 (v) ’ 
wobei 


(2.1)  (a,,..., @,) alle r-Tupel von linear unabhangigen Vektoren aus £,/\ D , 
(2.2) (0,,..., ,) alle r-Tupel aus [a,,..., @,] und 


(2.3) »v alle vollkommenen Punkte aus V, fiir die ein (b,,...,5,) von (2.2) 
in M (v) enthalten ist , 


durchlauft. Da nach (2.3) nur diejenigen (b,,. ., b,), die in V, enthalten sind, 
einen nicht-trivialen Beitrag leisten, ferner nur endlich viele (a,,...,a@,) in 
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Betracht kommen (denn £, ist beschrankt und D in X diskret) ist V,,, endlich. 

Nach Annahme iiber V, kénnen wir ®¢ Q und v¢ V so wahlen, daB 
@® M (v) in V, und daher in Z, liegt. Aus ® M (v) wahlen wir linear unabhingige 
Vektoren a,,...,a, und definieren b, aus M(v) durch a, = ®b,. Fiir dieses 
r-Tupel (6,, . . ., 6,) ist (2.2) und (2.3) erfillt und daher ist V,,, nicht leer. 

Das Verfahren bricht bei r = n ab. 

4. Nach dieser Konstruktion kommen wir zum eigentlichen Beweis des 
Lemmas. Betrachten wir ein vollkommenes w, fiir welches der Durchschnitt 
P(M (w)) > F,, nicht leer ist. Wir wahlen Y ¢ 2 derart, daB v = 'Y*~-'w in V, 
d.h. ¥M(w) = M(v) in V, enthalten ist. Es gibt nun ein 


y= 2D Aaja, aA(a)20, 


ace M(w) 
in F,, d. h. y liegt in Y und es gilt 
(2.4) Dd Ala)o(u,a) Ss DS Ala) o(u, Da) 
ac M(w) ace M(w) 


fiir alle ® aus Q. 
In (2.4) setzen wir ® = ¥ und erhalten wenigstens ein a, ¢ M (w) mit 


A(a,)>0 und o(u,a,) < o(u, Va), 


denn andernfalls kénnte (2.4) nicht gelten. Wegen Ya, ¢ ¥ M(w) C V, ist nach2 
dann o(u, ¥a,) S ,, d.h. fiir dieses a, ¢ M(w) gilt o(u,a,) S 7. 

5. Nehmen wir an, wir hatten bereits r > 1 linear unabhangige Punkte 
a,,...,@, aus M(w) mit 


(2.5) o(u,a,) Sy, fir 1skasr 


gefunden. Wir teilen damit M(w) in zwei disjunkte Mengen M; und M/’ ein: 
M; enthilt alle von den a,, . . ., a, linear abhingenden Vektoren, M;’ die davon 
linear unabhangigen. Nun sind zwei Fille zu diskutieren: 

a) Fiir alle a € Mj’ ist 4(a) = 0. Wir zeigen, daB dann das Lemma bewiesen 
ist, d. h. 

b:= Da, 
k=1 
zu Y gehért. Ware das nicht der Fall, d. h. liegt 6 auf dem Rand von Y, dann 
gibt es nach I, Lemma le, ein von Null verschiedenes x aus dem Rand von Y 
mit o(b, x) = 0. Wegen o(a,, x) > 0 folgt o(a,, x) = 0 fiir alle k und da die 
a € Mj, die allein einen Beitrag zu y geben, von den a, linear abhangen, folgt 
o(y, x) = 0. Das ist aber ein Widerspruch zu y € Y. 

b) Es gibt ein a € Mj’ mit 4(a) > 0. In diesem Falle kann das Verfahren einen 
Schritt fortgesetzt werden: Fiir die Vektoren a,, . . ., a, bedeutet (2.5) offenbar 
a, ¢ E,7\ D. Mit dem bereits fixierten Y ¢ Q bilden wir b, := Ya, firl sk sr 
und erhalten 


(b,, ... -, bp) € (ay, ~~ +, Gp), (0... -,5,) C M(v) . 


Nach 3 wird 


lskosr, 














180 Max KogcHEr: 


d. h. fiir * 
®:= ®,, Te Sida cisil Sad } 


7 


ist Da, = a,, 1 < k <r. Nach Konstruktion von M?} ist daher 
®a=a firalle a¢M;. 
Tragt man @ in (2.4) ein, so hat man i 
Dd Ala) o(u,a) S DS Ala) o(u, Da). 
acM,’ acM; 
Nach Definition von M;’ ist hier wenigstens ein A(a) positiv und daher gibt es 
ein a,,,¢€ My’ c M(w) mit 
o(u, a,4,;) S o(u, Da,,,). 
Hier ist 
Dyn = Dag = De, ards eeesdp Orta 
€ ®,, sana vis ee b, M(v). 
Nach Definition liegt daher b,,, in V,,, und man erhialt 


O(U, O41) S Year - 


Damit ist das Verfahren wie angekiindigt einen Schritt fortgesetzt. Da es aber 
spatestens bei r = n abbricht, ist das Lemma vollstandig bewiesen. 


§ 3. Ein Endlichkeitssatz 

1. D sei wieder stets eine zulassige Teilmenge von Y — {0}, fiir die dis- 
kontinuierliche Untergruppe 2 von 2(Y) gelte 2D = D, ferner sei D, = Q* u 
diskret. Nach I, Satz 2, tiberdecken die vollkommenen Pyramiden ganz Y und 
daher auch jede Menge F,,. Wir werden sehen, daB unter der zusatzlichen An- 
nahme der Endlichkeit von V(D)/Q* zur Uberdeckung schon endlich viele 
ausreichen. 

Satz 2. Ist V(D)/Q* endlich, dann gibt es nur endlich viele vollkommene 
Pyramiden, die mit F,, einen Punkt gemeinsam haben. 

Beweis: Betrachten wir eine vollkommene Pyramide P(M (w)), die mit F, 
einen Punkt gemeinsam hat. Nach dem Lemma von § 2 gibt es dann r linear 
unabhangige Punkte a,,..., a, aus M(w) mit 


(3.1) o(u,a,) Sy, fir lskasr, 


r 
DacyY. 
k=1 


Nach I, Lemma If, folgt aus der ersten Beziehung, daB die Vektoren a, be- 
schrankt sind mit einer Schranke, die nicht von w abhangt. Da D in X diskret 
ist und die a, zu D gehoren, gibt es nur endlich viele mégliche Vektoren a, und 
daher mégliche Summen der a,. Nach I, § 1.3, gibt es somit ein d aus Y mit 





(3.2) ys a,2d 
k=1 


fiir alle in (3.1) vorkommenden Vektoren a,. 
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Von dem vollkommenen Punkt w diirfen wir «4(w) = 1 annehmen und er- 
halten durch Eintragen von (3.2) 


r 


a(d, w) <o( 3 a) — >» 7(a,, w) = yl Sn. 
k=1 k=1 k=1 


I, Lemma If, zeigt wieder |w| = ) , und da die vollkommenen Punkte w 


mit «(w)=1 nach I, Lemma 5, diskret liegen, gibt es nur endlich viele w. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

2. Diskutieren wir jetzt die Nachbarn von F,,. Nach I, Satz 4, gibt es einen 
Fundamentalbereich F von 2 in Y, der in der Vereinigung endlich vieler voll- 
kommener Pyramiden enthalten ist, sofern V(D)/Q* endlich ist. Da F,, in 
diesem Falle nach unserem Lemma aufSerdem von nur endlich vielen voll- 
kommenen Pyramiden iiberdeckt wird, hat F,, nur mit endlich vielen Bildern 
®F, ®¢ Q, von F Punkte gemeinsam. F hat dariiber hinaus endlich viele 
Nachbarn und daher hat auch F,, nur endlich viele Nachbarn. Man hat somit 

Satz 3. Ist V(D)/Q* endlich, dann hat jedes F,, u € Y, nur endlich viele 
Nachbarn. 

3. In § 1.4 hatten wir gesehen, daB die verschiedenen Nachbarn von F, ein- 
eindeutig auf die Punkte der Vereinigung 


Ny _ ye, Muy) 


bezogen werden kénnen. Satz 3 zeigt daher, daB diese Menge endlich ist. 
Dieses Ergebnis benutzen wir zum Beweis von 
Satz 4. Ist V(D)/Q* endlich, dann ist die Anzahl der P € 2 mit 


o(u, Py) = ,(y) 
unabhangig von y aus Y beschrankt. 

Beweis: Da yu,(y) bei der Abbildung y> Dy, ®¢ Q, invariant ist, gilt 
dies auch fiir die fragliche Anzahl. Man kann sich daher nach Satz 1 auf die y 
aus F, beschrinken. Fir jede Lésung ¥ ist jetzt Y*u¢ M,(y), d.h. P*u 
gehért zu N,. Da sowohl N, als auch die Gruppe der ¥ ¢ 2 mit P*u =u 
endlich ist, folgt die Behauptung. 

4. Die in Satz 4 ausgesprochene Endlichkeitsaussage ist damit fiir alle im 
§6 und den §§ 8—10 von Teil I behandelten Beispiele bewiesen. Wir formu- 
lieren das Ergebnis lediglich fiir den Fall der reellen positiv definiten quadra- 
tischen Formen und behalten dazu die Bezeichnung von I, § 8, bei. u = € sei 
eine fest gewahlte ganz-rationale positiv definite Matrix. u¢(%) ist dann das 
Infimum der Zahlen Spur(&U’YU) fiir alle unimodularen U, und Fg ist die 
Menge der 9 > 0 mit 


Spur(£%) < Spur(TU’ YU) 
fiir alle unimodularen U. Sind die Einheiten von ¢& nur die Matrizen + &, 


d. h. folgt aus U’TU = F, U unimodular, notwendig U= + &, dann ist Fy; 
ein Fundamentalbereich in Y beziiglich der Abbildungen % > U’%}U mit nur 
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endlich vielen Nachbarn. Dies ist das zitierte Ergebnis von B. A. WENKov. 
Satz 4 bedeutet dann, daB die Anzahl der unimodularen U mit 


Spur(& BY) = Spur(TU’ HU) 
fiir 9 ¢ Fz beschrankt ist. 
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Eine Verallgemeinerung des Busemannschen Satzes 
vom Brunn-Minkowskischen Typ 
Von 


WoLpeEMAR BARTHEL und GuprRUN FRANz in Saarbriicken 


Wiahrend die Brunn-Minkowskische Ungleichung in ihrer urspriinglichen 
Gestalt die Inhalte von Parallelschnitten eines konvexen Kérpers abschiatzt, 
untersucht BusEMANN [4] die Inhalte der Schnitte eines konvexen Koérpers mit 
den Halbhyperebenen eines eigentlichen Biischels. Dieser Busemannsche ,,Satz 
vom Brunn-Minkowskischen Typ“ wird in [1] in einer affininvarianten Un- 
gleichung zusammengefaBt und unter Abschwachung der Konvexitits- 
voraussetzungen mit vollstaéndiger Gleichheitsdiskussion behandelt. Die 
Grundidee fir diesen wie auch den urspriinglichen Busemannschen Beweis gibt 
der klassische symmetrisierungsfreie Beweis des Brunn-Minkowskischen Satzes, 
der wesentlich analytischer Natur ist’). 

Ohne analytische Hilfsmittel geben Hapwicrzr und OnmMann [6] einen 
symmetrisierungsfreien Beweis des Brunn-Minkowskischen Satzes in seiner 
allgemeinen, von Konvexitaétsvoraussetzungen freien Form?*). In diesem 
mengengeometrischen Beweis wird die Gleichheitsbedingung fiir die Brunn- 
Minkowskische Ungleichung gemeinsam mit der fiir die isoperimetrische Un- 
gleichung der duBeren Minkowski-Oberflache gewonnen. Die Gleichheits- 
diskussion fiir die isoperimetrische Ungleichung der inneren Minkowski-Ober- 
flache ist in [2] ebenfalls mit diesen geometrischen Methoden ausgefihrt. 

In der vorliegenden Arbeit wollen wir auch den Busemannschen Satz rein 
mengengeometrisch beweisen. Dabei erlauben uns die Ohmannschen Methoden 
eine véllige Vermeidung von Konvexitatsvoraussetzungen und eine Verein- 
fachung der Gleichheitsdiskussion. 


1. Formulierung des Busemannschen Satzes 


In einem (n + 1)-dimensionalen affinen Raum R**+! (mn = 1) betrachten 
wir ein Halbbiischel, das aus allen von einer festen (nm — 1)-dimensionalen 
Ebene 7 berandeten abgeschlossenen Halbhyperebenen besteht, die eine feste 
zu T windschiefe Gerade G schneiden. Zur Beschreibung dieses Halbbiischels 
wahlen wir einen Ursprung O ¢€ 7, Basisvektoren Z, (9 = 1,..., — 1) des 


1) Vgl. etwa BonnesEN-Fencuet [3] 8S. 88—91, wo anschlieBend ein Literatur- 
iiberblick zu finden ist. 
*) Dieser Beweis ist auch bei HapwicEr [5] Kap. 5 aufgenommen. 
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Tragers 7 und eine Parameterdarstellung*) X, = X, + AL der Geraden G@. Die 
vom Trager 7 und einem festen Punkt X, aufgespannte Halbhyperebene des 
Halbbiischels werde mit H, bezeichnet. 

Fir zwei Mengen A Cc H,, BC Hy, (Aj + A,) und eine reelle Zahl10 < ¢ < 1 
werde die harmonische Linearkombination [A, B11, +13, als Menge aller 
Punkte von Hy _» 4, +14, erklart, die auf Verbindungsstrecken je eines Punktes 
aus A und B liegen. Im Spezialfall zweier Mengen, die den Trager 7’ nicht 
schneiden, hat die harmonische Linearkombination die Gestalt 

; 1 1—t)z-12 + t?12 
[A, Bla-oa +¢4,™ la —t)at+ tz Xa-na+tat { (l a :: tz-1 Z,\, 
wenn xX, + 2°Z, alle Punkte von A und 7X, + ZZ, alle Punkte von B 
durchlauft. Im allgemeinen Fall lassen sich nur die nicht zum Trager gehé- 
renden Punkte der harmonischen Linearkombination in der angegebenen Weise 
darstellen. 

Fiir die verschiedenen Ebenen in dem Halbbiischel wollen wir Lebesguesche 
MaBe durch Auszeichnung eines Parallelotops als MaBeinheit einfiihren. Im 
Trager T und allen dazu parallelen (n — 1)-dimensionalen Ebenen werde das 
MaB | |,,_, auf das von den Vektoren Z,, .. ., Z,_, aufgespannte Parallelotop 
bezogen. Entsprechend soll in den einzelnen Halbhyperebenen H, das von X,, 
Z,,..+,Z_— gebildete Parallelotop als Einheit fiir das MaB | |, dienen. Es sei 
bemerkt, daB fiir die Vektoren X, die Relation 


Xu-ya +ta,= (1 —_ t) X;, + tX,, 








besteht. 

Nun gilt der 

Busemannsche Satz: Ac H,, BC H,, seien kompakte Mengen positiven 
n-Mafes in verschiedenen Halbhyperebenen eines Halbbiischels. Fiir eine Zahi t 
mit 0 < t < 1 ist dann das Defizit 
(1) pA, B) = |[A, Bla—ya+eale — (1 — O/Ala? + €|Big?)? 2 0. 

Dabei steht das Gleichheitszeichen genau dann, wenn A und B bis auf Punkte 
des Trigers T konvexe Kérper sind, die durch Parallelprojektion auseinander 
hervorgehen. 

In den weiteren Ausfiihrungen, die dem Beweis dieses Satzes gewidmet 
sind, setzen wir zur Vereinfachung A, = 0 und A, = 1. Dies kann stets durch 
eine affine Transformation des Parameters auf der Geraden G erreicht werden 
und stellt keine Einschrankung der Allgemeinheit dar‘). 


ce 


2. Eigenschaften der harmonischen Linearkombination 


Wir betrachten zwei Mengen Ac H, und BC H, positiven n-MaBes in 
verschiedenen Halbhyperebenen eines Halbbiischels. Fiir eine den Trager 7 
nicht enthaltende Hyperebene E des R"*+! bezeichne E’ bzw. EF” die beiden 


*) Im Ursprung O abgetragene Vektoren identifizieren wir mit ihren Endpunkten. 
*) Man vgl. auch die Bemerkung iiber eine aquivalente Erzeugung eines Halbbiischels 
in [1] S. 409. 








or B 
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von E berandeten abgeschlossenen Halbraume. Setzen wir 
A SANE, A"S ANE” und BS BOE, B'S BOE", 
so gilt 
|A|n=|A’ln + |A”|, und |B), = |B’), + |B" |, - 
Wir sagen, die Hyperebene £ erzeugt eine maftreue Zerlegung von A und B, 
wenn 
|A’‘ln _ |B’, 
\4|, |B 








ist. 
Hilfssatz 1: Bei maBtreuer Zerlegung von A C H, und Bc H, in Mengen 
positiven n-Mafes gilt fiir die Defizite 
p,(A, B) => p,(A’, B’) + p,(A”, B”), (0<t<1l). 
Beweis: Zunachst folgt aus 


[A, B),>[4’, BY), U [A", B’), 
die Ungleichung 


(2) [[A, Bh, = |[4’, Blin + |[A", B’ lila » 
da der Durchschnitt 
[A’, B’], 0 [A”, B’), CH, AE 
und daher eine Nullmenge in H, ist. Andererseits haben wir nach Voraussetzung 
|B, =e |Aln; |B’|, =? |A'ln» |B" |, - v|A”|, ’ 
so daB 
(1 = #) |Alg? + ¢ |Big4)1 = ||, (1 — ¢4-402) 


= (|A’|, + |A”|n) (1 — ¢ + to-*) 
(3) ((1 — #) |Alg* + ¢ | Bix*)-* = (1 — #) [Alp + € | BY)? + 
+ ((L — t) |A’ |p? + |B) 


ist. Daraus gewinnt man mit der Ungleichung (2) die Behauptung. 

Hilfssatz 2: A,;cH,—T und B,C H,—T (i=1,2,...) seien zwei 
fallende Folgen kompakter Mengen. Dann ist [A;,, B,;),c H, — T eine fallende 
Folge kompakter Mengen mit 


Nn [A;, Ba.=|,0 A, 1 B| ? (O<t< 1). 
=1 i=1 t=1 t 
Beweis: Nach Definition der harmonischen Linearkombination ist 
[A,, B;), C H, — T eine fallende Folge kompakter Mengen mit 
N [A,;, B,),> [9 A, Nn B,] . 
i i i t 
Andererseits laBt sich ein Punkt R € MN [A,, B;), in der Form 
+ 


1 tee Re F 


(#) ae (l—t)ay* + 11 Xi+ (1 —t)az* + tz; 
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mit P;=2,X,+2#4Z,€A; und Q,=%,X,+ 242, ¢€B; (i=1,2,...) dar- 
stellen. Zu einem Haufungspunkt P der Folge P, existiert eine Teilfolge 
P, > P. Wire P € H, — A;, so lage P in einer beziiglich H, offenen Menge, 
die keinen der Punkte P,,, mit i’ > j enthalt. Weil dies nicht méglich ist, muB 
P €Nf A, sein. Zu einem Haufungspunkt Q der entsprechenden Teilfolge Q,- 


gibt es nun wieder eine Teilfolge Q;.-> Q@€ NM B;. Dann folgt aber aus (4) 
t 


fiir t’’ > co 


R=(P,Qhé[N 44 0 Bi , 


was die Behauptung beweist. 
Hilfssatz 3: Fiir eine konvexe Menge AC H,,, eine beliedige Menge 
Bc H,, und 0 <r, s <1 gilt 


[A, [A, Bla-sa, +s4la—-na + r((1—s8) Ap + 84.) = [A, B)a—rsya, +redA,- 
Beweis: Es geniigt, die Behauptung fiir 2, = 0 und A, = 1, also die Gleichung 
[A, [A, B),), _ [A, B),s 


zu beweisen. Ein Punkt R € [A, B],, liegt auf der Verbindungsstrecke von 
Punkten P € A und Q € B. Da diese Verbindungsstrecke H, in einem Punkt 

} € [A, B], schneidet, gehért R auch zur Verbindungsstrecke von P und S, 
also zu [A, [A, B],],,. Umgekehrt liegt ein Punkt R € [A, [A, B],],, auf der 
Verbindungsstrecke von Punkten P € A und S ¢€ [A, B],. S wiederum liegt auf 
der Verbindungsstrecke von Punkten P, € A und Q € B. Dann schneidet aber 
die Gerade durch Q und R die Verbindungsstrecke von P und P, in P,. Wegen 
der Konvexitét von A gehért R zur Verbindungsstrecke der Punkte P, € A 
und Q € B, also zu [A, B],,. 


3. Beweis der Ungleichung 

Die Busemannsche Ungleichung (1) soll zunachst unter verschiedenen Ein- 
schrankungen bewiesen werden. 

In einer Halbhyperebene H, werde ein spezieller Kegelstumpf K definiert 
als Durchschnitt eines Kegels mit der Spitze O und eines Parallelstreifens 
{xX, + 2Z,|0<kjy = x= k}. K ist also vollstandig bestimmt durch die 
x-Koordinaten k, < k, seiner Grundflachen und die groBe Grundflache K, selbst. 

Hilfssatz 4: ACH, und BCH, seien zwei spezielle Kegelstiimpfe, 
gegeben durch 

ag<a, und A, bow. b,<b, und B,. 
Fiir 0 <t <1 ist dann [A, B), C H, wieder ein spezieller Kegelstumpf mit den 
Bestimmungsstiicken 


1 def 


det I de und M, = (1 — &)A, + &B,, 


ft 
= hag bit <™ = hay 
wobei in der Minkowski-Summe die Koeffizienten 


1-€&=(l—tay'm, und. &=tby'm, 


auftreten. 
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Beweis: Der in H, durch m, < m, und M, gegebene spezielle Kegelstumpf 
ist natiirlich in [A, B], enthalten und diese Menge wiederum im Parallel- 
streifen {xX,+ zZ, | m, < x < m,}. Umgekehrt liegt ein Punkt R € [A, B), 
auf der Verbindungsstrecke zweier Punkte P € A und Q € B. Der Strahl von O 
durch P treffe die groBe Grundfliche von A in P, € A, und entsprechend der 
Strahl von O durch Q die groBe Grundflache von B in Q, € B,. Dann liegt aber 
R auf dem Strahl von O durch (1 — &) P, + €Q, €(1 — €) A, + €B,, in dem 
die Halbhyperebene H, von der Ebene durch O, P, Q geschnitten wird. 

Hilfssatz 5: Fiir zwei spezielle Kegelstiimpfe Ac H, und Bc H,, die 
positives n-MaB haben, und 0 <t < 1 ist p,(A, B) = 0. 

Beweis: Wir tibernehmen die Bezeichnungen des letzten Hilfssatzes. Dann 
sind die n-Mafe der beiden speziellen Kegelstiimpfe 


1 s\, 1 b3 
4, =2a, (1-3) iA). und [Bl =, (1-38) [Blea 


Fiir das n-MaB ihrer harmonischen Linearkombination fiihren wir die folgenden 
Abschatzungen durch: 


l n 
\[A, Bhan = | (1 si a \Mi\n—1 


1 
= —m, (1 — {(1 — thag*m, + t b> 4m,}-") |My\n 1 


=A m(i—fa—a(f) +e )aneas. 


Wendet man zuerst auf die geschweifte Klammer die Jensensche Ungleichung®) 
mit r= —1 und s = 7 an, so folgt 


22m (t-fa-o (3) +e(9)) 


_ - im, (a _ g)(1 - =) + é(1 -~ B)) \My\n—1 


(1 — &)* - & me 
= (SH Vale LAalath + © Bl [Baleth) le 


Die Brunn-Minkowskische Ungleichung fiir die Grundflache M, = (1 — &)A, + 
+ &B, liefert die zweite Abschatzung 


_ (a—e “ s . - © 1 \w-l 
= (SP ale Ailes +2 18h Bis’) (a - BEE + EIB) 








5) Es seien v, w zwei positive Zahlen und 0 < # < 1. Dann ist fiir von Null ver- 
schiedene Zahlen r < s stets 


(1 —O)v" + Ow} < (1 —O)v" + Ow}. 


Vgl. etwa Harpy-LitrLewoop-Potya [7], 8S. 26 Theorem 16. 
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und eine identische Umformung beider Klammern ergibt 


-|a-(t= Ae)" {14s GS uy} + nee 
(Ea) a( Eh) "J le 


x [a-9(tz Stay) laa (Eta) © + er ae 
+2(£(2,,)" {12a (£18) * om 


Nun wenden wir die Jensensche Ungleichung®) mit r= —1 und s = > 2. 








7; an 
und erhalten als dritte Abschatzung 
1 1\n 
2(a—o(2=E14,)" +(£101,)*) 
Benutzt man abermals die Jensensche Ungleichung mit r= —1 und s = =, 


so ergibt sich bei dieser vierten Abschatzung schlieBlich 
= ((1 — #) Aly? + | Bix). 


Damit haben wir das gewiinschte Resultat gewonnen®). 

Jetzt betrachten wir spezielle Kegelstiimpfe, bei denen die groBen Grund- 
flichen (n — 1)-dimensionale abgeschlossene Parallelotope sind, deren Kanten 
parallel zu den Vektoren Z,,...,Z,_, liegen. Wir wollen dann kurz von 
speziellen Pyramidenstiimpfen sprechen. 

Hilfssatz 6: AC H,und BC H, seien jeweils Vereinigungen endlich vieler 
spezieller Pyramidenstiimpfe, die sich héchstens in (n — 1)-dimensionalen Seiten- 
flachen beriihren. Fiir 0 < t < 1 ist dann p,(A, B) = 0. 

Beweis: A bestehe aus 1(A) und B aus /(B) speziellen Pyramidenstiimpfen. 
Wir beweisen die Ungleichung durch vollstandige Induktion nach | = /(A) + 
+ 1(B). Fir 1 = 2 ist die Behauptung im Hilfssatz 5 enthalten. Wir nehmen 
nun an, die Ungleichung sei fiir alle 1 mit 2 < / < J, richtig und es liege ein 
Fall 1=1, vor. Dann kann man durch eine Hyperebene Z, die entweder 
parallel zu 7’ ist oder durch O geht und parallel zu n — 2 der Vektoren Z, ist, 
eine maBtreue Zerlegung von A und B erzeugen, so daB I’ = 1(A’) + 1(B’) < 1, 
und 1” = 1(A”) + 1(B’) < |, gilt. Man braucht dazu nur £ so zu wahlen, daB 
zwei spezielle Pyramidenstiimpfe bei einer der Mengen A oder B getrennt 
werden. Nach Hilfssatz 1 und Induktionsvoraussetzung folgt 


P(A, B) = p,(A’, B’) + p,(A”, B’) 2 0, 


womit die o Unguichung fiir 1 = 1, bewiesen ist.. 


s) Die: zweite bis vierte Abschitzung fiihrt BuseMANN in seinem analytischen Beweis [4] 
-in iihnlicher Weise fiir ein Integral durch. 
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Hilfssatz 7: Fiir kompakte Mengen Ac H, und BC H,, die positives 
n-MaB haben und den Triger T nicht schneiden, und 0 < t < 1 ist p,(A, B) = 0. 

Beweis: Fir eine feste ganze Zahl i > 0 werde jede der beiden Halbhyper- 
ebenen H, und H, des Halbbiischels durch die Punkte 


4(x,+54,) bow. 3£(x,+42,) mit j=0,1,2,... 
und j?=0, +1, +2,... 
in ein Netz spezieller Pyramidenstiimpfe und Pyramiden der ,,Maschenweite“ 
= zerlegt. Fiir die Menge A C H, sei A, die Vereinigung aller Pyramiden- 
stiimpfe und Pyramiden des Netzes in Hy, die mit A wenigstens einen Pankt 
gemeinsam haben. Analog werde B; definiert. Da A und B kompakt und zu 7 
fremd sind, bestehen A, und B, fiir i => i, nur aus endlich vielen Pyramiden- 


stiimpfen des entsprechenden Netzes. Wir erhalten zwei fallende Folgen 
A,C H,—T und B,C H,—T (i=%9,44+1,...) kompakter Mengen mit 


A. A,;>A und fn B,>B. 


= i, 
Ein Punkt P aus der beziiglich H, offenen Menge (H, — 7) — A liegt bei 
einem Netz hinreichend feiner Maschenweite a im Innern einer Vereinigung 


von héchstens 2" Pyramidenstiimpfen, die ganz in (H, — T) — A enthalten 
ist. Weil dann P €(H, — T) — A,,c (H, — T) — f A, gilt, haben wir sogar 
f.A,;=A undebenso N B,=B. 
i=i, i= i, 
Nach Hilfssatz 2 ist auch [A;, B,;], 4 = ip, i, + 1,...) eine fallende Folge 
kompakter Mengen mit 


0) [4p Ble = (A, Bh. 


Fiir die n-MaBe folgt daraus 
|Ailn > |Aln, |Bi\, rps |Bi,, \[Aj, Bijan — |[A, Bhe\n . 


Dann konvergiert aber 
Pr(A;, B,) > p,(A, B) 2 0, 


weil nach Hilfssatz 6 bereits alle p,(A;, B;) = 0 sind. 

Nach diesen vorbereitenden Hilfssitzen kénnen wir die Ungleichung des 
Busemannschen Satzes in ihrer allgemeinen Form beweisen. 

Satz: Fiir kompakte Mengen A Cc H, und BC H, positiven n-Mafes und 
0<t< 1 ist p,(A, B) = 0. 

Beweis:* In den beiden Halbhyperebenen H, und H, konstruieren wir 
jeweils die wachsenden Folgen kompakter Mengen 
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die etwa fiir i= i,, i, + 1,... positives n-MaB haben. Wegen 
i=i, i=-i, 


unterscheiden sich U A, und A bzw. U B,; und B nur um Nullmengen, 
t + 


so daB 
|Aij, >| U A; =|A|, und [Bila > |Y B, = |Bi, 
|? n ? n 


konvergiert. Andererseits ist unter Benutzung von Hilfssatz 7 
I[A, Blin = |[4i, Beleln = (CL — 8 |Aaln? + | Bila"), 
woraus wir fiir i> co die Behauptung 


| ICA, Blin = (1 =) [Ala + € [Bla 
gewinnen. 


4. Beweis der Gleichheitsbedingung 


Der Nachweis fiir die Bedingung der Gleichheit in der Busemannschen 
Ungleichung (1) soll ebenfalls in mehreren Schritten durchgefiihrt werden. 

Hilfssatz 8: Fiir einen Punkt P€H,—T und eine kompakte Menge 
Bc H, — T positiven n-Mafes ist auch |[P, B),|, > 0, (0<t< 1). 

Beweis: P habe die x-Koordinate a> 0. Sei zunichst B ein spezieller 
Kegelstumpf, der durch b, < 6, und B, gegeben ist, so folgt nach der ersten 
Abschatzung des Hilfssatzes 5 mit der dort benutzten Bezeichnungsweise 


1 by \" n—1 
ICP, Blin = sme (1—(52)") 91 Bilas 
1 
= |B," (by*m,)" + 
oa 
= |B\, (1 —t)a-*e a tyr+t 
Dabei wahlen wir die Konstante c fiir das Folgende hinreichend gro8. Es gibt 
also eine nur von den festen GréBen t, a, c abhangige Konstante k > 0, so daB 


(5) I[P, B)i\n 2 k 5 |Bl, 





fir Sc. 


ist. Sei jetzt B die Vereinigung endlich vieler spezieller Pyramidenstiimpfe, 
die sich héchstens in (n — 1)-dimensionalen Seitenflachen beriihren, so gilt 
wegen [P, U B,),= U [P, B,], ebenfalls die Ungleichung (5). SchlieBlich 
kann zu einer kompakten Menge B c H, — T wie beim Beweis des Hilfssatzes 7 
eine fallende Folge B; von Mengen der eben betrachteten Art mit B= MN B, 
konstruiert werden. Wegen [P, N B,),= NM [P, B;), gilt auch dann noch die 
Ungleichung (5), aus der nun sofort die Behauptung folgt. 
Eine Menge M c H, heiBe separierbar, wenn es eine Hyperebene EZ mit 


MnvE=8, M=MnE'+8, M”"=MNE"+8 


gibt. Dabei bezeichnen E’ und E” wieder die beiden von EZ berandeten ab- 
geschlossenen Halbriume. Ein Punkt R einer n-meBbaren Menge M c H, 
heiBe mafverbunden, wenn fiir jedes n-dimensionale achsenparallele Par- 
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allelotop W in der von H, aufgespannten Hyperebene, das den Mittelpunkt R 
hat, |Mr\ W|,, > 0 ist. Die Vereinigung aller maBverbundenen Punkte von M 
heiBt MaBkern M,. Fir ihn gilt 


[Mn = [Mala - 
Mit M ist auch M, kompakt. 

Hilfssatz 9: Fiir kompakte Mengen A C H, und B c H, positiven n-Mafes 
sei A — T separierbar und B,r\ T = 9%. Dann gilt p,(A, B) > 0, (0<t < 1). 

Beweis: Wir kénnen die A — 7’ separierende Hyperebene £ so legen, daB £ 
eine maBtreue Zerlegung von A und B erzeugt und B in einem maBverbundenen 
Punkt Q trifft. Dann gibt es zwei Stiitzhyperebenen FZ, an A’ und £, an A”, 
so daB 

BE, A, =£,0.8,=En A, 

ist und im Innern des von E£, und £, gebildeten Winkelraumes, der E enthalt, 
keine Punkte von A liegen. Fiir zwei Punkte P’ € A’ BE, — T, P” € A" A 
r\ E,—T und ein geniigend kleines n-dimensionales achsenparalleles Par- 
allelotop W mit Mittelpunkt .Q ist nun 


[A, B],>[4’, B’], U [A", B’], u [P’, BY 0 W), u [P”, B'n W),. 


Die Durchschnitte je zweier der rechts stehenden Teilmengen von [A, B], sind 
nach Konstruktion Nullmengen in H,, also folgt 


|[A, B)t\n 2 \[A’, Bln + |[A”, B'7Vi\n + \[P’, B" \ Weln + \[P”", B 1 Weln- 


Weil Q ¢ B, sein sollte, also |Br\ W|, > 0 ist, muB nach Hilfssatz 8 wenigstens 
eine der Mengen [P’, B’ ~ W), und [P”, B’~ W), positives n-MaB haben. 
Dann folgt aber 


(6) (A, Blin > |[4’, Bln + |[A", B' Tile - 

Jetzt sind zwei Fille zu unterscheiden. Haben A’ und A” beide positives 
n-MaB, so erhalten wir aus (6), (3) und der Busemannschen Ungleichung (1) 
p,(A, B) > pA’, B’)+ p,(A”", B*)20. 

Ist dagegen etwa A” eine Nullmenge, so mub 
|A|,=|A’|, und |B), = |B'|, 
sein. In diesem Fall folgt aus 
I[A, B)t\n > \[4’, BY) \n 
ebenfalls 
p,(A, B) > p,(A’, B) 2 0. 


Hilfssatz 10: Fiir kompakte Mengen ACH, und BC H, positiven 
n-Mafes mige bei einer maBtreuen Zerlegung auch |A'|,, > 0 sein. Dann ist 
(7) p,(A, B) = p,(A’, B’), (0<t<1). 


Insbesondere folgt aus p,(A, B) = 0 auch p,(A’, B’) = 0. 
Beweis: Ist auch |A”’|, > 0, so erhalten wir nach Hilfssatz 1 und der 
Busemannschen Ungleichung (1) die Behauptung. Anderenfalls ist |A|,, = |.4’|,, 
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und | B|,, = | B’|,,, was zusammen mit |[A, B),|,, > |[4’, Blea dasselbe Resultat 
liefert. 

Hilfssatz 11: Fiir kompakte Mengen ACH, und BCH, positiven 
n-Mafes und eine Zahl t mit 0<t <1 sei 


AAT=BAT=9 und p,(A, B)=0. 


Dann miissen A — T und B — T konvexe Korper sein. 

Beweis: Wir nehmen zuniachst an, der MaBkern A, sei nicht konvex. Dann 
gabe es zwei maBverbundene Punkte P,, P, € Ao, auf deren Verbindungs- 
strecke ein nicht zu A, gehérender Punkt P, liegt. In dem beziiglich H, offenen 
Komplement H, — A, kann man ein n-dimensionales Prisma konstruieren, 
das P, im Innern enthalt, dessen Grundfliche ein (n — 1)-dimensionales 
Simplex ist und dessen Erzeugenden parallel zur Verbindungsstrecke von P, 
und P, verlaufen. Mittels Hyperebenen durch die Mantelseiten dieses Prismas 
fiihren wir, von A, und B ausgehend, nacheinander » maBtreue Zerlegungen 
durch. Sie liefern ein Paar von Teilmengen A* C A, und B*c B positiven 
n-MaBes, bei dem A* von einer durch P, gehenden und parallel zur Prismen- 
grundflache liegenden Hyperebene separiert wird. Nach (7) und Hilfssatz 9 
folgt dann 

Pr (Ag, B) =z p(A*, B*) >0. 
Dies ist aber ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung, da wegen |A|,, = |Ao|, 
und der Busemannschen Ungleichung (1) 
p,(A, B) = p,(Ao, B) = 0 
gilt. Also ist A, konvex. SchlieBlich miissen wir noch zeigen, daB A — T' = A, 
ist. Gabe es einen Punkt P ¢(A — 7) — Ay, so ware wieder wegen |A|,, 
— |Ay U {P dln 
P(A, B)= p,(Ay v {P}, B) =0. 

Da jedoch A, {P} separierbar ist, entsteht abermals ein Widerspruch zu 
Hilfssatz 9. — Wegen der Symmetrie in den Voraussetzungen muB nun auch 
B — T ein konvexer K6rper sein. 

Hilfssatz 12: Fiir konvexe Kérper A C H, und Bc H, positiven n-Mafes 


und eine Zahi t mit 0 <t <1 sei p,(A, B)=0. Dann gilt diese Gleichung fiir 
alle jene Zahlen t. 
det t 


Beweis: Zu jeder Zahl s mit t<s < listO<r= 7 <1 Nach Hilfssatz 3 
und der Busemannschen Ungleichung (1) gilt dann 
(A, Bln = |[4, [A, Blsles|n 

= ((1 — 1) |Alg* + 7 |[A, Blin)? 

= ((1 — 7) |Ala* + (1 — 8) |Alg* + 7 | Birt) 

=((1 — #) Aly? + ¢ | Bia"). 
Wegen der Voraussetzung p,(A, B) = 0 besteht aber in dieser Ungleichung 
iiberall Gleichheit, insbesondere muB also p,(A, B) = 0 sein. Aus Symmetrie- 
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griinden steht dann in der Busemannschen Ungleichung sogar fiir alle ¢ mit 
0 < t <1 das Gleichheitszeichen. 

Hilfssatz 13: A=(P,,...,Pai3)C Hy—T sei ein abgeschlossenes 
Simplex, dessen Ecken P,,..., Py, eine zu T parallele (n — 1)-dimensionale 
Ebene aufspannen und dessen Ecke P, zwischen dieser Ebene und T liegt. 
BcCH,-—T sei ein konvexer Kérper positiven n-Mafes, und fiir ein t mit 
0 < t < 1 gelte p,(A, B) = 0. Dann ist B ein Simplex, das aus A durch Parallel- 
projektion hervorgeht. 

Beweis: E, sei die durch die Simplexseite ESP... Pree Poa, +++» Pasa) 
gehende Hyperebene, die A und B von derselben Seite stiitzt. Die Gerade 


n+1 
N £; definiert dann eine Parallelprojektion 2 von H, auf H,. Zu dem Simplex 


(A) c H, — T konstruieren wir durch eine Homothetie h mit dem Zentrum 
2(P,) und dem Faktor h>0 ein B umbeschriebenes Simplex ha(A). Wir 
wahlen jeweils einen Beriihrungspunkt Q, € Bo £,; (i=1,...,n+ 1) von B 
mit den Seiten von h2(A) und bezeichnen mit (Q, Q,) die Verbindungsstrecke 
von Q,; und einem beliebigen Punkt Q ¢€ B. Dann gilt 


n+1 
[A, B]),>[A, Qk U JY, [S;, (Q, Q:)} - 


Weil die Durchschnitte je zweier der rechts stehenden Teilmengen von [A, B}, 
héchstens in (n — 1)-dimensionalen Ebenen von H, liegen, folgt 


n+1 
(8) I[A, Blin = |[4, Qeln + ~ ITS;, (Q, Qdeln - 


Andererseits ist wegen ha(A)> B und der Voraussetzung p,(A, B) = 0 auch 
(9) ((L = #) |Aln? + t |hae(A)|g2)* 2 (1 — 8) |Alp? + | Bin)? = ILA, Blin - 


Nach Hilfssatz 12 gilt diese Ungleichung fiir alle ¢ mit 0 < ¢ < 1; fiir das Fol- 
gende kénnen wir deshalb ¢ immer als hinreichend klein annehmen. Wir wenden 
uns’ jetzt der Berechnung der in (9) links und in (8) rechts stehenden MaBe zu. 
Setzen wir fir i=—1,...,n+1 


P,=2,X,+24Z, mit 0< 2, < ty= +++ = 241, 
so kénnen wir ohne Einschrankung 
a(P,)=¢cx,X,+24Z, mit c>0 
annehmen. Dann ist : 
hna(P;) =c((1 — h) x, + ha) X, + ((1 — A)ef + h2f)Z,, 
woraus wir die Darstellung 


(10) Q; = %,X, + mZ, 
n+1 n+1 

=¢(a —h)z, +h Y 4%) Xx, +(a —-h)i+h > O.4) 2 
j=1 j=1 
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n+l 


mit 0 < #,; < 1, 8; =0, Y 8, = 1 gewinnen. SchlieBlich setzen wir noch 


i=1 


er, 


Zunachst ergeben sich unmittelbar die MaBe 


|A|, =~ [det (z,, 2},..., 28-1, 1], 
|hx(A)|, = h"|2(A)|, = h*e|Al, . 


Da [A, Q), das Simplex mit den Ecken [P,, Q], (i= 1, ..., + 1) ist, folgt 
weiter 


1 Ex; (1 — t)Z2f + tx,ze 
It, Ola == [det (Gas cae (l— fz + tz, 1) 





a — ty zt 
= Wal |Al, 


J, ((1 — t)% + tx,) 


-{1 +e(1- "SH +) +o} \Al, . 


i=1 








RIS 


Zur Berechnung der restlichen MaBe wahlen wir Q ¢ B vorerst so, daB die 
Verbindungsgeraden von Q und Q, den Trager 7’ jeweils in einem Punkt R; 
treffen. Fiir jeden Punkt P ¢€ S, schneidet dann die Gerade durch [P, Q], und 
[P, Q;], den Trager 7’ in demselben Punkt 


Daher ist [S,, (Q, Q;)], ein Pyramidenstumpf, dessen n-MaB8 wir als Differenz 
der n-MaBe zweier Simplizes berechnen. Wir betrachten jetzt ein festes 
i=2,...,n+ 1. Fir das n-MaB V; des von R; und [S,, Q;], aufgespannten 








Simplex gilt dann, wenn j die Zahlen 1, ...,i — 1,i + 1,..., + 1 durchlauft, 
ot. Xx; (L—O 229 + tae FA — zz \| 
be + det (GF, (l—t)z,+tz,.  2t—z, | 
z; ae %,z2 
= Se rie (Set (2. 0 - 9,4 - (1 - 93, 4+ tz) 3 ==) 
j+i 
(Ln Ez? — Z,2e 
a) I. [7 (l—t)z, + tx;) det (x, 29 - #—%, ) 


a—r- Se : 
e—aF 9% +e 4,(Q) 
j+i 





mit dem von ¢ unabhangigen Faktor 


A,(@) =~ co det ( ? 
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oh ; Diese stetige Funktion soll noch etwas umgeformt werden. Mittels der ex- 
pliziten Darstellung von %, und 2? in (10) ist namlich 


Tey Me. ge) oe 
ai c , 2,2, ‘ 
Xj, 4, 1 

lige 

det |? *” ) 
Zj, Ff, 1, 

Entsprechend folgt fiir das n-MaB V;’ des von R, und [S,, Q}, aufgespannten 

Simplex 





A,(Q) =~ 





(1) A(Q) = %> , (i=2,...,.m41). 








(l—#- = 
Fa 1 —98 + te) 4,(Q) . 
j+i 





” 
Vi = 


Aus beiden SimplexmaBen erhalten wir zusammen 


‘[S;, (Q, Qi) leln _ |V:’ aa Vj 
_ (—#- 
 je—F%] 


a in z 
TI —bF tts) ~ TG —pe tia | 4(@) 
it i+ 








= G9 |t 5 (2-2) +00) 400) 


' Rad | | 
t 
“s se a; +(e} A,(Q) - 


Wir setzen nun die berechneten MaBe in die Ungleichungen (9) und (8) ein und 
gewinnen die Beziehung 


1+ t(1— 3h) +00) = 1400 — [All Bip) +O) 2 


t=1 


1 *3* » * 2) aT . 
| S1l+tH—l YS xt+l FY AQ) Ala? Y x} + 0). 
ad Fine % i+i 


Nach Subtraktion von 1, Division durch ¢ und Grenziibergang t > 0 folgt 
daraus 





l 1 n+1 n+1 1 
pe SH Bit 3 (2-2 2-4(Q)|Alet Z 2). 
° 7 \i=1 i=2 % i+i 
Wir fiihren jetzt noch den Grenziibergang Q + Q, durch’). Mittels der aus (11) 
und (10) folgenden Werte 
A,(Q,) - EhO,;|Aln 
erhalten wir dann wegen (10) 


az) 4 





1D th < 5 1A), |Big! < 2 + nay — h(x, + (n IVa). 


7) Wir haben nicht sofort Q = Q, gewahlt, weil dann einige Verbindungsgeraden von Q 
und Q, (i = 2,..., + 1) parallel zu 7' sein kénnten, was fiir die Berechnung der MaBe 
|[S;, (Q, Q:) ||, zusiitzliche Uberlegungen erforderte. 
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Fiir die auBere Ungleichung liefert nun eine einfache Umformung 


n—1 
(13) ay(1— W) (1) s a(1 - yh (n — SZ). 

i=0 
Diese Ungleichung ist aber fiir 0 < h < 1 bzw. h > 1 unméglich, weil in beiden 
Fallen ihre linke Seite positiv und ihre rechte Seite negativ ist. Die Relation (13) 
besteht also nur fiir h = 1, und zwar mit dem Gleichheitszeichen. Dann muB 


auch in (12) Gleichheit gelten und somit 
|Bin = | (A)|, 


sein. Wegen BC 2(A) und der Abgeschlossenheit von B folgt daraus die Be- 
hauptung B= 2(A). 

Hilfssatz 14: Fiir konvexe Korper A Cc H, — T und Bc H, — T positiven 
n-Mafes und fiir ein t mit 0 <t < 1 gelte p,(A, B) = 0. Dann gehen A und B 
durch Parallelprojektion auseinander hervor. 

Beweis: Da konvexe Ko6rper fiir » = 1 Simplizes sind, kénnen wir mit 
Riicksicht auf den letzten Hilfssatz im folgenden m = 2 voraussetzen. Ein 
Simplex in einer Halbhyperebene H,;, von dem n Ecken eine zu T' parallele 
(n — 1)-dimensionale Ebene aufspannen und dessen (n + 1)-te Ecke zwischen 
diesen beiden Ebenen liegt, wollen wir kurz als spezielles Simplex in H, be- 
zeichnen. Zu jedem speziellen Simplex A* C A kénnen wir nun durch n + 1 
nacheinander ausgefiihrte maBtreue Zerlegungen einen konvexen K6rper 
B* c B ausschneiden, so daB wegen Hilfssatz 10 wieder p,(A*, B*) = 0 ist. 
Nach Hilfssatz 13 muB dann B* projektionsgleich*) zu A* sein. Umgekehrt 
gibt es natiirlich auch zu jedem speziellen Simplex in B ein projektionsgleiches 
in A. Sei jetzt E eine zu T parallele Hyperebene, die eine maBtreue Zerlegung 
von A und B erzeugt und diese Kérper in Mengen positiven (m — 1)-MaBes 
schneidet. Dann enthalten A £ und Bor E bis auf Translationen die gleichen 
Strecken, weil sich jede Strecke in A ~™ E zu einem speziellen Simplex in A 
erganzen la8t. Fiihren wir in 7 und damit in allen dazu parallelen (n — 1)- 
dimensionalen Ebenen eine euklidische Metrik ein, so miissen A EF und 
Br E zwei gleichlange parallele Durchmessersehnen haben. Da ein konvexer 
Korper nicht zwei verschiedene parallele Durchmessersehnen besitzen kann. 
gibt es genau eine Parallelprojektion 2: H, > H,, die eine Durchmessersehne 
(P,, P2) CANE in Bo E abbildet. Die bei der maBtreuen Zerlegung ent- 
stehenden Mengen A’ und B’ mégen in demselben Halbraum von E£ liegen wie 7. 
Das mit einem beliebigen Punkt P € A’ gebildete Dreieck (P, P,, P,) C A’ laBt 
sich wieder zu einem speziellen Simplex in A’ ergainzen und hat deshalb ein 
projektionsgleiches in B’. Letzteres ist nach der Bemerkung iiber die Durch- 
messersehne (P,, P,) eindeutig bestimmt, d. h. es ist (a(P), 2(P,), a(P,))c B’. 
Da umgekehrt aus Q ¢€ B’ auch 2~'(Q) € A’ folgt, erhalten wir B’ = 2(A’). 
Ist E, die zu T parallele Stiitzhyperebene an A und B, die T von A und B 
trennt, so liefern unsere Uberlegungen insbesondere die Translationsgleichheit 


8) Der Terminus ,,projektionsgleich“ soll hier im Sinne von ,,gleich unter einer 
Parallelprojektion“ benutzt werden. 








as FT = 
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von A E, und Bn E,. Dies bedeutet aber, daB die eben konstruierte Pro- 
jektion 2x von der speziellen Wahl der Hyperebene Z unabhangig ist. Wir 
betrachten jetzt die zu T' parallele Stiitzhyperebene E* an A und B, fiir die 
T, A und B in demselben Halbraum liegen. Geht sie durch den Punkt 2x* X,, 


so seien EZ; die zu T parallelen Hyperebenen, die durch (2* - =) X, gehen, 


A und B maBtreu zerlegen sowie A und damit auch B etwa fiir i = iy, i, + 1,... 
in Mengen positiven (m — 1)-MaBes schneiden. Liegen wieder die bei den maB- 
treuen Zerlegungen entstehenden Mengen A; und B; in demselben Halbraum 
von E; wie 7’, so ist 

U Aj=A-E* und VU B= B- E*. 

i=i, i=i, 
Wegen B; = 2(A}) folgt daraus 

B-— E*=2(A — E*). 

Zu einem Punkt P € A - E* wiahlen wir eine Folge P,; € A — E*, die gegen P 
konvergiert. Wegen der Stetigkeit von 2 und der Abgeschlossenheit von B 
konvergiert dann 2(P,;) > 2(P) € Br E*. Da sich jeder Punkt aus Br E* 
so gewinnen laBt, erhalten wir schlieBlich B = 2(A). 

Satz: Fitir kompakte Mengen A C H, und BC H, positiven n-Mafes und 
fiir eine Zahl t mit 0<t <1 gelte p,(A, B) =0. Dann miissen A — T und 
B—T konvexe Mengen sein, die durch Parallelprojektion auseinander hervorgehen. 

Beweis: Im Fall Agn T= By, T=9 sind A—T und B—T nach 
Hilfssatz 11 konvexe Kérper, fiir die wegen des Hilfssatzes 10 auch p,(A — T, 
B— T)=0 ist. Der Hilfssatz 14 liefert dann sofort die Behauptung. Wir 
kénnen also annehmen, daB etwa B,~ T +9 ist. Seia o' Min {x|2#X9+2Z,€Ag}, 
so betrachten wir die zu 7' parallelen Hyperebenen £,, die jeweils durch den 


Punkt (a + =) Xo gehen sowie A und B maftreu zerlegen. Die dabei ent- 


stehenden Mengen A;’ und B;’, die in dem 7 abgewandten Halbraum von £, 
liegen und etwa fiir i = tp, iy + 1, ... positives n-MaB haben, sind dann nach 
den Hilfssitzen 10 und 11 konvexe K6rper. Fiir sie existiert wegen des Hilfs- 
satzes 14 eine Parallelprojektion 2: H, > H, mit 


(14) B;' = 2(A;'), 
die wieder von i unabhangig ist. Insbesondere sind naimlich A 7 Z* und 
B r\ E* translationsgleich, wenn £* die zu T parallele Hyperebene bezeichnet, 
die A und B von derselben Seite stiitzt und 7' nicht enthalt. Die Mengen 
U Ai und B-T= U B; 

is 


i=- i=, 


sind nun zunachst konvex, weil sonst bereits ein Aj’ bzw. B;’ nicht konvex 
ware, und mittels (14) folgt 


B- raa(U 4). 
i=, 


Dann muB aber a = Oxund somit A—- T= U Aj’ sein. 


t=to 
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Mit dem letzten Satz haben wir eine notwendige Bedingung fiir die Giiltig- 
keit des Gleichheitszeichens in der Busemannschen Ungleichung (1) gewonnen. 
Durch eine direkte Rechnung 1aBt sich jetzt bestatigen, daB diese Bedingung 
auch hinreichend ist. 
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On Topologies In Ordered Vector Spaces* 
By 
A. L. Peressini in Pullman, Washington 


Introduction 


The study of the topological structure of ordered topological vector spaces 
was initiated during the period between 1937 and 1948. We note, in particular, 
the fundamental work of M. G. Krer and his school [8, 9, 10]. Most of this 
initial work was carried out in a rather restricted topological or order-theoretic 
framework (e. g., the spaces considered were often assumed to be normed 
vector lattices). However, the development of the general theory of topological 
vector spaces and, in particular, locally convex spaces necessitated a study 
of the relations between order and topology for these more general types of 
spaces. Such studies have been conducted by Namioxka [12], ScHaErer [14 to 
18], and others. 

The purpose of this paper is to continue these investigations in two principal 
directions. The first of these involves a study of the basic properties of the 
topology of uniform convergence on order bounded sets; this is taken up in 
sections I—IV. The second part of this investigation deals with a method for 
constructing the finest topology (resp. the finest locally convex topology) for 
which the filters of a given class converge. Relationships between these topo- 
logies and other topologies which have appeared in the literature are also 
discussed. 

In order to make the presentation reasonably self-contained, we shall now 
list some of the definitions and results concerning ordered topological vector 
spaces that we shall need later. For further details concerning the concepts 
that are introduced, we refer the reader to BrrkHorr [1], Boursakr [3], 
NamioKa [12], and Scuazrer [14—17]. No attempt will be made here to 
collect the definitions and results from the general theory of topological 
vector spaces that will be needed in what follows; for these the reader should 
consult, e.g., BourBak1 [2] or Kérne [7]. Notation in general follows that 
used in BourBAKI [2]. 

Let EZ be a real vector space, then a cone in E is a convex subset K of E 
which is invariant under all mappings of the form z+ A4x(A>0). K isa 





*) Most of the results in this paper can be found in the author's doctoral dissertation 
submitted at Washington State University in January, 1961 and written while he held 
a National Science Foundation Graduate Fellowship. The author wishes to acknowledge 
his indebtedness and to express his sincere gratitude to his thesis adviser, Professor HEL- 
mut H. Scuaerer for his many helpful suggestions during the course of this investigation. 
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proper cone if K -\ (— K) = {6} where @ denotes the seutral element of £. 
To each proper cone XK in E there corresponds a transitive, reflexive, and 
antisymmetric binary relation => on E; namely, the relation => defined by 
y= x (or x sy) if y— x¢ K. Conversely, each trans'tive, reflexive, and 
antisymmetric relation 2 on E determines a proper cone K; namely, the 
positive cone K = {x ¢ E: x = 6}. Such a relation 2 on P is called an order 
for E. E equipped with an order is called an ordered vector space’). 

If Z is an ordered vector space with cone K and M is a linear subspace 
of E, then M (resp. £/M) is an ordered vector space for the cone K ~\ M 
(resp. p(K) where ¢— is the canonical map of E onto E/M, provided (K) is 
proper). If {£,},-; is a family of ordered vector spaces with cones K,(« € J), 
then E = JTE, (romp. E= a is an ordered vector space for the cone 

el ‘ 
K= IT K, (resp. K= ® K,). Unless it is specifically mentioned to the con- 
eel “ 
trary, the above spaces will always be assumed to be ordered in this way. 

Let E be an ordered vector space and let x, y € HZ, then the set [z, y] 
=(#+ K)o(y — K)={z¢ BE: x <z & y} is called an order interval. A subset 
Bc E is order bounded if it is contained in an order interval. B is, majorized 
(resp. minorized) if there exists an x ¢ E such that 6 < z (resp. b = 2) for all 
b ¢ B. A subset B of E is directed ( <) if 6,, 6, ¢ B implies that there exists a 
b, €¢ B majorizing {6,, b,}. Let B be directed ( <), then the class of sets {S,},- , 
where S, = {y ¢ B: y => 2} is a filter base on £ for a filter (B) called the 
filter of sections of B. The cone K in E is generating if E = K — K;; it is easily 
seen that K is generating if and only if Z is directed (<). A subset B of E 
exhausts the cone K if for each xz € K there is a 4> 0 and a 6 € B such that 
x < Ab. Anelement e ¢ £ is an order unit if K is generating and {e} exhausts K. 

Let B be a subset of ar ordered vector space Z, then B has a supremum 
(resp. infinum) in EZ if there exists an element x ¢€ E such that 

(a) 6 < x (resp. b = 2) for all bc B. 

(b) 6 < y (resp. b => y) for all 6 ¢« B implies x < y (resp. x = y). 

We denote the supremum of B by sup B and the infimum of B by inf B. £ is 
said to be a vector lattice if sup(x, y) €« EZ whenever x, y € E. The basic operations 
in a vector lattice are defined by x* = sup(z, 0), x =(—z)*, and |{2| 
= sup(z, — x) for each x ¢ Z. An account of the basic properties and relations 
for vector lattices can be found in Brrkuorr [1] and BourBak1 [3]. 

_ A subset B of a vector lattice E is order complete if for each directed ( <) 
subset X Cc B, majorized in Z, supX exists and is an element of B. If £ is 
order complete as a subset of itself, Z is called an order complete vector lattice. 
A linear subspace M of a vector lattice E is a sublattice (resp. ideal) of E if 
x € M implies x* € M (resp. if x ¢ M and |y| <|z| imply y ¢ M). If £Z is an 
order complete vector lattice and M is an ideal in Z, then M is a band in E 
if M is an order complete subset of Z. 

1) The term “partial order” (resp. “partially ordered vector space’’) for order (resp. 
ordered vector space) is also in current use. . 
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An ordered vector space E is almost archimedean if —Ay < x S Ay for 
some y € E and all 4> 0 implies that z= 6. E has property (D) if (0, x] + 
+ [6, y] = [0,2 + y] holds for all zx, y ¢ K. Every vector lattice has 
property (D). 

Let E, and E, be ordered vector spaces with positive cones K, and K, 
respectively, and let u be a linear map on £, into E,. Then u is positive (resp. 
order bounded) if u(K,) C K, (resp. the image of every order bounded set in E, 
is an order bounded set in £,). 

The set K* of all positive linear forms on an ordered vector space E is a 
cone in the algebraic dual E* of £; if the linear hull K* — K* of K* is dense 
in E* for o(£*, E), we say that £ is regularly ordered ([{14)}). If £ is regularly 
ordered, has property (D), and XK is generating, then EZ is a (D)-space ([16)). 
The vector space of all order bounded linear forms on £, equipped with the 
order induced by £* is denoted by Z°. K* — K* is ari ordered linear subspace 
of E® that is denoted by Z*. If Z has property (D), then E® = E*; if, in addition, 
the cone K in £ is generating, Z° is an order complete vector lattice with the 
lattice operations defined by 

f*(x)= sup f(z) |f\(z)= sup = f(z—w) (supA) (x) = sup f(z) 

z€(0,2) z,weK;z+w=2 {€A 
where A is a majorized subset of H°, f ¢ Z°, and x € K. A (D)-space is said to 
be of minimal type if the canonical mapping of Z into Z** = (£*)* preserves 
the supremums, when they exist, of subsets of Z. 

Let B be a subset of an ordered vector space EZ (resp. a vector lattice £). 
We define the full hull [B] (resp. the solid hull (B) of B by [B)= , U [, y] 


=(B+ K)n(B—K) (resp. (B) = {z¢ E:|z| <|z| for some x € B}). If 
B = [B] (resp. B = (B)), then B is said to be full (resp. solid). If § is a filter 
on E, then [§] (resp. ()) denotes the filter on EZ with base {[F]: F ¢ GF} 
(resp. {(F): F € §}). 

A topological vector space E(&) which is an ordered vector space is called 
‘an ordered topological vector space. In addition, if € is a Hausdorff locally 
convex topology, then E(&) is an ordered locally convex space*). The cone K 
in an ordered topological vector space E(&) is normal (for &) if lim = 6 
implies lim [] = 6 for each filter F on Z. Thus if U denotes the neighborhood 
filter of 6 in E(&), K is normal for ¢& if and only if [Uj = U. If £(f) is an 
ordered locally convex space, then K is normal for £ if and only if there is a 
generating system {p,},<4 of semi-norms for £ with the property p,(z + y) = 
= p,(x) for all x, y ¢ K and each « € A ([14]; 1.1). Let © be a class of bounded 
subsets of E(&), then K is an ©-cone (resp. strict G-cone) if the class 
{(S no K) — (So K): S € S} (resp. {((S m K) — (Sr K): S € S}) is a funda- 
mental system for G. When K is an G-cone (resp. strict @-cone) for the class © 
of all bounded subsets of E(&), we say that K is a b-cone (resp. strict b-cone). 





*) Throughout this paper, a locally convex space Z (2) is defined to be a real vector 
space Z equipped with a Hausdorff locally convex topology ©. 


14* 
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Let E(£) be a topological vector space which is a vector lattice, then E(f, 
is a topological vector lattice if lim{} = 6 implies lim(F) = 6 for each filter F 
on £. Thus if U denotes the neighborhood filter of 6 in H(&), E(S) is 
a topological vector lattice if and only if (U) = U. H({) is a topological vector 
lattice if and only if its cone is normal and the lattice operations are continuous 
(cf. [12], Th. 8.1). Since the convex hull of a solid set is solid, an ordered locally 
convex space which is also a topological vector lattice has a {-neighborhood 
basis of @ consisting of convex solid sets; in this case we call E(£) a locally 
convex lattice. A Fréchet lattice (resp. Banach lattice) is a locally convex lattice 
which is a Fréchet space (resp. which is a Banach space whose unit ball is 
solid). A topological vector space which is a vector lattice is locally order 
complete if there is a neighborhood basis of 6 consisting of solid, order complete 
sets. An ordered topological vector space is boundedly order complete if every 
topologically bounded directed (<) subset has a supremum. 

Let E be an ordered vector space, then the order topology &, on E is the 
finest locally convex topology on E for which every order interval is a bounded 
Fet(T, is called the ‘order bound topology &,”’ in [12]). A neighborhood basis 
of 6 for &, is given by the class of all convex circled subsets of Z that absorb 
all order bounded sets in EZ. Let E be almost archimedean with an order unit e, 
then the gauge p, of [—e, e] is a norm on £& generating &, and &, is the finest 
locally convex topology on E for which K is normal. If Z is almost archimedean 
and H exhausts K, then Z, = Linear Hull [—a, a] (a € H) has a as an order 
unit. Thus the order topology £%) on EZ, is normable. It is shown in [14], 
Th. 4.4 that E(&,) = lim£,(£%) and that if &, is Hausdorff, then &, is a 

—H 


bornological topology finer than any locally convex topology for which XK is 
normal. It follows from this that a linear form on £ is continuous for &, if 
and only if it is order bounded, that is, H(&,)’ = EH”. It follows from [14], (4.9) 
that if Z(&) is a vector lattice equipped with a Hausdorff locally convex 
topology £, then & = &, if and only if ¢ is the finest locally convex topology 
on E for which K is normal. 

Let (EZ, F) be a real dual system and let K be a proper cone in Z. Then the 
dual cone K’ of K in F is defined by K’ = — K°® where K° denotes the polar 
of K for (Z, F). When F = E*, K’ coincides with K*. The dual nature of 
normal cones and ©-cones is exhibited by the following theorem due to 
ScHakFER ([{14], Th. (1.5)). If K’ is an G-cone in F, then K is normal in E 
for the G-topology on EZ. If K is normal in E for an G-topology consistent with 
(E, F), then K’ is a strict S-cone. 

Let E({) be a locally convex lattice, then K is a closed normal strict b-cone 
({16}, 2.b). The dual 2’ of E£(&) is a locally convex lattice for the strong 
topology f(£’, £) ((6], 1.18). From this it is easy to conclude that EZ’ is an 
ideal in Z*. Thus, in particular, Z’ is an order complete vector lattice. 


I. The topology o(F, E) 

Throughout this chapter, (Z, F) will denote a“dual system over the real 
field, K will denote a cone in EZ, and K’ the dual cone of K in F. We shall 
suppose that Z (resp. F) is ordered with the positive cone K (resp. K’). 
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Let ©, be the class: of all order bounded subsets of Z and let us consider 
the topology on F of uniform convergence on the sets of @,. From the general 
theory of @-topologies, it follows that the @,-topology on F is compatible 
with the linear structure of F if and only if each element of F’, considered as a 
linear form on £, is order bounded (cf. [2], Chapter III, § 3, Prop. 1). When 
this condition is satisfied, that is, when F Cc E°, we shall denote the G,-topology 
on F by o(F, £). This condition is not very restrictive; for example, if Z is a 
ordered locally convex space with a weakly normal cone and F = £’, then 
Fc Ee’. 

If the cone K in £ is generating, then the class ©, is directed (<) by 
inclusion so that the class {S}s¢¢, is a 6-neighborhood basis for the G,- 
topology. Moreover, the class {{[— 2, 2]},<x is a fundamental system for Gp. 

Proposition 1.1: If K is generating, then K is a strict G,-cone and K’ is 
normal for o(F, E). 

Proof. We have already noted that the class {{— x, z]},-x is an G-funda- 
mental system. If z € [— x, x] then z = } (z + x) — } (x — z) € [0, 2] — [0, 2]. 
Hence, since K -\ [— x, x] = [6, x], the first assertion is proved. 

Since XK is a strict Gy-cone in EZ, the family of semi-norms 


y¥ > Pz(y) = sup |<z, y>| (x € K) 
z€[6,2) 


generates the topology o(F, £). These semi-norms are clearly monotone on K’ ; 
hence K’ is normal for o(F, £). 

The topology o(F, £) is not in general consistent with the dual system 
(E, F). By the Mackey theorem (cf. [2], Chapt. 4, § 2, Th. 2), o(F, Z) is con- 
sistent with (2, F’) if and only if the order intervals in Z are o(Z, F)-relatively 
compact. This is not the case, for example, if F = E(&,)’ and £ is almost 
archimedean, has an order unit, and is not reflexive for the order topology Tp. 
Example: Let EZ be the vector space (m) of bounded real sequences ordered by 
the cone K of sequences in (m) whose terms are all non-negative). However, 
since we have assumed that F c £, it follows that the order intervals in ¥ are 
o(£, F)-bounded. Hence if E is a semi-reflexive locally convex space, then 
o(E’, EZ) is consistent with the dual system (Z, EZ’). 

Theorem 1.2: If E is a full subspace of F*, then o(F, E) is consistent with 
(E, F). 7 

Proof. Since each order interval in £ is o(#, F)-bounded, it is relatively 
compact in F* for o(F*, F). But Z is a full subspace of F* and (K’)* is o(F'*,F)- 
closed, hence each order interval in Z is o(F*, F)-compact in F*. Since o(F*,F) 
induces o(Z, F) on E£, we conclude that each order interval in Z is o(E, F)- 
compact, that is, o(F, Z) is consistent with (2, F). 

Corollary 1: Let E be a locally convex space with a closed generating cone K 
and let E’ be a full subspace of E*. Then o(E, E’) is consistent with the dual 
system (E, BE’). 

Proof. Since K is generating, E c (£’)’, hence the @,-topology on £ is 
compatible with the linear structure of Z. K is closed; therefore K = K®. 
The consistency of o(£, EZ’) now follows from (1.2). 
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Corollary 2: If E is an almost archimedean ordered vector spaee with an order 
unit and E is a full subspace of E**, then E is reflexive for Sy. 

Proof. Since Z is almost archimedean and has an order unit e, the order 
topology {, on £ is normable and K is &,-normal (cf. Introduction). There- 
fore E(&,)' = E*. From the fact that Z is a full subspace of E** we conclude 
from (1.2) and the subsequent Remarks that o(Z*, Z) is consistent with (Z, Z*). 
But this implies that the unit ball [—e, e] for £, is o(Z, E*)-relatively compact 
by the Mackey theorem. Thus E({,) is a reflexive normable space which com- 
pletes the proof. 

Remarks: If K is generating and £ is a full subspace of F*, then it is 
clear that £Z is a full subspace of F*. 

In the next section we shall show that if Z° is a vector lattice and F is a 
sublattice on Z°, then the lattice operations in F are continuous for o(F, E). 
If, in addition, o(F, EZ) is consistent with (Z, F), then it follows that Z is a 
full subspace of F*. Thus, if F is a sublattice of 2°, o(F, Z) is consistent with 
(E, F) if and only if Z is a full subspace of F*. 

Combining Corollary 2 with the corollary to (14.2) in [16], we obtain the 
following result: If Z is a (D)-space with an order unit and £ is a full subspace 
of E**, then £ is an order complete vector lattice of minimal type. 

We now turn to the consideration of some of the special properties that 
o(F, £) has when £ is known to possess certain additional order properties. 

Proposition 1.3: Suppose that K is generating and closed for o(E, F). Then 
o(F, E) is normable (resp. metrizable) if and only if E has an order unit (resp. K 
has a countable exhausting subset). If K has a quasi-interior point, then the 
topology o(F, E) can be defined by a family of norms). 

Proof. The sufficiency of the conditions of the first assertion is clear from 
the definition of o(F', Z). If there is a norm generating o(F, Z), then the unit 
ball in F contains [— 2%, x)]° for some x, ¢ K. Thus if x ¢ Z, we have {x}°> 
> > [— 2%, %]° = [— Aap, A%]® since o(F, £) is finer than o(F, Z). Hence 
x €[—Axp, Ax] since K is closed for o(H, F), that is, x is an order unit. 
If o(F, £) is metrizable, there exists a countable set {x,} CK such that 
{{[—2,; Zn]°}ucw is an o(F, £)-neighborhood basis of 6. The fact that {z,} 
exhausts K can be established by a proof similar to the one given in the normed 
case. 

If x is a quasi-interior point of K, then [— 2p, x4] is a convex, circled subset 
of E whose linear hull is_o(F, £)-dense in Z. It follows that the gauge p, of 
[— 2, %]° is a norm on F. Now if K has a quasi-interior point, then the class 
of quasi-interior points exhausts K ({16], pg. 134). Thus the class {[— z, z]},cx 
where H is the set of quasi-interior points of K is an @,-fundamental system 
in E. Consequently, the gauges of these sets are norms generating o(F, 2). 

Proposition 1.4: Let {(E,, F.)},<; be a family of dual systems over the real 
field, let each E, be equipped with a generating cone K,, and let F,c E?. Ij 


’) x € K is a quasi-interior point of K if the linear hull of [6, x] is o(#, F)-dense in Z 
({16], Def. 12). 
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E = @ E, and F = ITF, then o(F, E) is the product topology of the o(F,, E,) 
s ser 


(« € 1). 
Proof. The bilinear form (z, y) > p> <2, y,.> puts EZ and F in duality. 


Since each KX, is generating, the cone K — @ K, in E also has this property. 


Therefore a fundamental system of order Neuibied sets in Z is given by the 
dome (2 (~S, xz.) x 17 (0,): H finite; x, ¢ K,|. Consequently, since F,c E? 
\ ew ‘¢H 


(c € I), the definition of the canonical bilinear form on (Z, F’) yields immediately 
that F c Z°. Thus the S,-topology on F is compatible with the linear structure 
of F. 

Let [-—2, 2] = it- 2,, %,] x JT) be a given order interval in Z, then 


[—2, 2} = Tt-2y: x) x ITF, ‘Hees since {[— 2,, 2,}}2,cx, is a neighbor- 


hood basis of 6. in F, for o(F P .), it follows that o(F', 2) is the product topology 
of the o(F,, Z,) (« € Z). 
Proposition 1.5: Let {(Z,, F,)}.cz be @ family of dual systems over the real 


‘field, let each EB, be equipped with a o(E,, F,)-closed generating cone K,, and let 


F,c E°. Then if E = I] E, and F = @,F., the topology o(F, E) is coarser than 
el 
the locally convex sum topology of the o(F,, E,) (« € I). When the locally convex 
sum topology of the o(F,, E,) is consistent with (E, F’), it coincides with o(F, E£). 
Proof. The cone K = ik, clearly generates E and the class { [7 (— z,, z,}: 
er 
x, € K,\ forms a fendemneiatel system of order bounded sets in Z. Hence the 


fact that F c 2° follows as it did in the proof of (1.4). Consequently, the 
S,-topology on F is compatible with the linear structure of F. 
Set C= [—z,, z,] x TE. (¢€1), then C* is a o(E, F)-closed convex 


subset of E containing @ and IT {- %, %)= 0 O. If [-2, #)= iT [- Ly, 2,] 
is a given order interval in , then [—2z, z]?= (8 y= oF, E)- closed 
convex circled hull (Y¥.o" . But C** is an o(F,, Z,)-neighborhood of 6, in F,, 


hence [— z, z]° is a neighborhood of 6 for the locally convex sum topology of 
the o(F,, Z,). This completes the proof of the first assertion. 

Now let V be a closed convex §-neighborhood for the locally convex sum 
topology, then V ~ £,>[—=,, z,]° (« € I). The canonical injection of F, into F 
carries [— z,, z,]* into (&- %,, Z,] x Se | . Therefore since the locally convex 

ue 


sum topology is consistent and since V is closed and convex we have. V > o(F, £)- 


closed convex hull ¥ (f= z,, 2) x sy f 
nee 


= (9, [—~2,, 2,] x iTE.) = (2 [—2,, “ly . 


ser 
Therefore V is an o(F, Z)-neighborhood of 6 which completes the proof. 
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Remarks. Let (E, F) be a dual system over the real field and let N be a 
linear subspace of F. If Z is an ordered vector space, then each order interval 
in N° (for the order induced by £) is a subset of an order interval in Z. Therefore 
the quotient topology on F/N of the G,-topology on F is finer than the G,- 
topology on F/N. 

These two topologies do not coincide in general as: the following example 
shows. Let EZ be the vector space C[0, 1] of continuous real-valued functions 
on the unit interval ordered by the cone K of functions in C [0,1] that are 
non-negative throughout the unit interval and suppose that EZ is equipped 
with the topology generated by the norm f > ||f| = sup {|f(é)|} then F = 2’ 

O<ts1 


= BV(0,1). Define N to be the linear subspace of F spanned by the element « 
defined by 
a(0)=0 a(t)=1 for O<tsl. 


Then N° = {f ¢ E: f(0) = 0}. Since C(0, 1) has an order unit, it follows that 
o(F, E)is normable. Hence the quotient topology of o(F, Z) on F/N is normable. 
However, the cone in N° is closed but does not contain an order unit, conse- 
quently o(F/N, N°) is not normable by (1.3). Hence the quotient topology on 
F|N of o(F, EZ) is strictly finer than o(F/N, N°) in this case. 

Since the canonical image of each order interval in Z is contained in an 
order interval in £/N°, the topology of 0(N, Z/N?°) is finer than the topology 
induced on N by o(F, £). 


II. The continuity of the lattice operations 


In this section we shall assume that Z is a vector lattice and that K’ is 
generating in F. In this case, Z C F® and, since K’ is generafing, the class 
{[—y; ¥]°*}yex: is a 0-neighborhood basis in E for o(Z, F). 

Theorem 2.1: If & is a topology on E that is finer than o(E, F) and if the 
lattice operations are continuous for &, then o(E, F) is coarser than ©. If K is 
o(E, F)-closed, F° is a lattice, and E is a sublattice of F°, then the lattice operations 
in E are continuous for o(E, F). 

Proof. Let & be a topology on £ finer than o(H, F) for which the lattice 
operations are continuous and let [— yo, ¥9]° (y¥) « K’) be a given o(Z, F)- 
neighborhood of @. Since yg is a {&-continuous linear form on EF, U 
= {x € BE: (x, yo) < 1} is a -neighborhood of 6. The lattice operations in E 
are {-continuous, hence there is a T-neighborhood V of 6 such that |2| ¢ U 
for all x¢€ V. Then if y € [— Yo, yo] and x¢ V we have <2, y) = <2", y) — 
— <x, y) S 2", wo) + (x, Yo) = <|2|, Yo S1 since |2|¢U. Therefore 
V Cc [— Yo, Yo]? that is, o(#, F) is coarser than &. 

Since K’ is generating and K® = K, the cone K is normal for 0(H, F) by 
(1.1). Hence, to prove the second assertion, it suffices to show the continuity 
of g: «> x* at 0. Let [— yo, yo]° be a given o(E, F)-neighborhood of @ and let F 
be a filter on E converging to 6 for o(£, F). Then G Cc [— yp, yo]° for some G ¢ F 
and, since E is a sublattice of F*, we have (x*, y) < (x*, yy) = sup <2,z) S 
z€[0, yo] 
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< sup (2,z) <1 forall 2 ¢ Gand all y € [— yo, yo], that is, @* C [— 9, yo)’. 


~ 2€[—Yo Wel 
Hence the filter §* with base {g(@) : G € F} converges to 6 for o(#, F), which 


completes the proof. 

Corollary 1: If there exists an order interval in F which is not o(F, E)- 
compact, then there does not exist a topology on E consistent with (E, F) for which 
the lattice operation are continuous. 

Corollary 2: If E is a locally convex vector lattice, then o(E, E’) is consistent 
with (2, EB’). 

Proofs. The first corollary follows from (2.1) and the Mackey theorem 
(cf. [2] Chapt. IV, § 2, Th. 2) while the second corollary is a consequence of 
(2.1) and the fact that o(Z, E’) is finer than o(Z, EZ’) in general. 

Remark. If E£ is a sublattice of F® and K is o(E, F)-closed, then it follows 
from (1.1) and (2.1) that Z is a locally convex lattice for o(#, F). Therefore K 
is a strict b-cone and K’ is normal for B(F, £). 


If BE is a regularly ordered vector lattice, then E({,) is a locally convex 
lattice (cf. [12], Theorem 8.5). Moreover, we have already remarked in the 
Introduction that if Z(£) is a vector lattice equipped with a Hausdorff locally 
convex topology, then & = &, if and only if & is the finest locally convex 
topology for which the cone is normal. These two statements imply that if Z 
is a regularly ordered vector lattice, then the order topology on Z can be 
characterized as being the finest topology on Z for which £ is a locally convex 
lattice. 

Proposition 2.2: Let E be a regularly ordered vector lattice. Then each of the 
following conditions implies that o(E, E*) is the only topology finer than o(E, E*) 
for which E is a locally convex lattice 

(a) Each o(E*, E)-relatively compact subset of E* is order bounded. 

(b) E* has an order unit. 

(c) K* has a countable exhausting subset. 

Proof. Since E isa locally convex lattice for £,, K is closed and E(£,)'=E*. 
It follows from (1.2) Corollary that 0(Z, £*) is consistent with the dual system 
(E, E*). Each of the conditions of the hypothesis implies that o(£, £*) 
=1(H, E*) hence, since £,=1(£, Z*), we conclude that &, = o(Z, E*). 
The assertion now follows from (2.1) and the observations immediately preceding 
this proposition. 

Remark. We conclude from Proposition (1.3) and the proof of (2.2) that 
the order topology &, on a regularly ordered vector lattice E is normable if E* 
has an order unit and that {, is metrizable if K* has a countable exhausting 
subset. 

Proposition 2.3: If the lattice operations in E are continuous for o(E. F), 
then each order interval in F is of finite dimension. 

Proof. If the lattice operations in Z are o(£, F)-continuous, then o(£, F) 
= 0(E, F) by (2.1). Thus each order interval in F is equicontinuous for o(£, F) 
and consequently it is of finite dimension. 












208 A. L. Pzressm1: 





Corollary: If the lattice operations in E are o(E, F)-continuous and F has 
an order unit, then E (and hence F') is finite dimensional. 

Proof. If e is an order unit in F, then F = Linear Hull [—e, e). Hence 
since [—e, e] is finite dimensional, it follows that F, and consequently Z, is 
finite dimensional. 

Theorem 2.4: Let E be a normed vector lattice. Then the lattice operations 
in E are weakly continuous if and only if E is finite dimensional. 

_ Proof. Suppose that the lattice operations in Z are weakly continuous but 
that EZ is not finite dimensional. Choose y, ¢ K’ such that ||y,| = 1 (where 
y — ||y|| denotes a norm generating the strong topology on £’). Then [— y,, 1] 
is finite dimensional, consequently; Z’ + Linear Hull [— y,, nl. pans Ye-1 


has been chosen, choose y, € K’ with ||y,|| = 1 and y, ¢ Linear Hull U [— Ya ¥%)- 
co k 

If >’ 4, = 1 (A, > 0), the sequence > as is.a Cauchy sequence in E’ for 
i=1 i=1 


B(E’, B), hence 3’ 4,y, = y € K’. Since Linear Hull [— y, y] contains [— y,, y;] 
i=1 


for all i, the interval [—y, y] is not finite dimensional. But this contradicts 
(2.3), hence # must-be finite dimensional. Since the converse is obvious, the 
proof is complete. 

Remark. The method used in the proof of Corollary 2 applies more gen- 
erally: If Z is a vector lattice and if there exists a topology on F for which F 
is a Fréchet space with K’ closed, then the lattice operations in EZ are o(Z, F)- 

’ continuous if and only if Z is finite dimensional. 


III. Completeness and bands 


In the first part of this section we shall investigate the relations between 
the topological completeness of F for o(F, Z) and the order properties of E 
and F. We shall assume that K generates 2. 


Proposition 3.1: Suppose that F is complete for o(F, HZ). Then if A isa 
directed (<=) subset of F, A has a supremum in F if and only if the filter F(A) 
of sections of A is o(F, E)-bounded. If F is a vector lattice, then F is order complete. 

Proof. Suppose A has. a supremum in F, then §(A) contains an order 
interval. Since K is generating, it easily follows that each order interval in F 
is o(F, Z)-bounded, hence $(A) is o(F, EZ)-bounded. 

Conversely, suppose that $(A) is o(F, Z)-bounded. Since each finite subset 
of £ is order bounded, o(F, Z) is finer than o(F, Z), therefore K’ is o(F, E£)- 
closed. Hence, in view of the completeness of F for o(F, Z), it suffices to show 
that (A) is a Cauchy filter in F for o(F, 2). Since each section of A is mi- 
norized, we can assume without loss in generality that (A) contains a o(F, £)- 
bounded positive section S..Let [— 2», z)]* be a given o(, E)-neighborhood 
of 6 in F. Then if 4,= >, 4 {%», y), choose yp € S so that 4 — (2%, y) $4 

we ; 
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hes , for all y €Sy,= {y€A:y = yo}. If my € Sy, and 2€[— 2», x9], we have 
2, ti — Yad SI Hr = Yor] + 1 Yo— Yad] S <%o» ¥1 — Yo) + 


“te + (o, Y2 — Yo) S 4g — {Xo Yo) + Ao — (Xo Yo SI. 

Hence y; — Ys € [— 2, %]°, that is, S, — S,,c [— 2, %]°. Thus (A) is a 
one Cauchy filter for o(F', Z) which proves the first assertion. 

If F is a vector lattice and A is a majorized directed (<) subset of F,, then, 
at (A) contains an order interval. Since each order interval in F is o(F, Z)- 

bounded; it follows from the first assertion in (3.1) that A has a supremum in F. 
4 Therefore F is an order complete vector lattice. 
¥ al Example. Consider the space C'[0, 1] of continuous real valued functions 
bl on the unit interval ordered by the cone K of non-negative functions in C'[0, 1] 
y;). and equipped with the topology generated by the norm 
ne |x] = sup{|x(t)|:0 s¢ s]}. 

Since C[0, 1] is a locally convex lattice, it follows from (2.1) Corollary 2 that 
¥:] o(E, BE’) is consistent with the dual system (Z, E’). However, C[0, 1] is not 
| an order complete vector lattice, hence this space is not topologically complete 
icts for o(H, £’). Thus o(#, E’) is strictly coarser than the given topology on £. 
the Remarks. If F is complete for o(F, Z), then F is boundedly order complete 

for o(F, £) by (3.1). 
en- Suppose that Z is a vector lattice, then we know that Z° is an order com- , 
nF plete vector lattice (cf. Introduction) and that |/| for f ¢ Z° is defined by 
F)- f\(z)= sup <y,f> for each x¢ XK. If F is a sublattice of FE’, then the 

ve 

o(F, B)- neighborhood basis {{[— 2, z]°}zcx of @ consists of solid sets. If F is 

complete for o(F, Z), then each [— 2, z]° is order complete; for let A be a 

directed (<) subset of [— x, x]* that is majorized in F. Then F(A) is o(F, Z)- 
pen bounded since it contains an order interval, therefore (A) converges to sup A 
tE for o(F, Z) (cf. proof of 3.1). But [—2z; z]}° is o(F, E)-closed, hence 

supA € [— 2, z]° which proves the assertion. We conclude that, in this case, 
a F is locally order complete for o(F, Z)*). 

(A) We shall now turn to the consideration of bands in an order complete 
* vector lattice and some of their relations to o(F, Z). In addition to our general 
. assumption that F c 2°, we shall assume that Z is a vector lattice throughout 
der the remainder of this. section. 
FP The first proposition contains a characterization of a band in an order 
complete vector lattice which is essentially a generalization of a result due to 
set Gorpon [6] concerning what he called the Riesz space weak* topology. He 
E)- defined this topology on the dual Z’ of a locally convex vector lattice Z by the 
ow generating system of semi-norms 
B. Pz, (¥) = |y| (20) (a €K). 
od *) This result can be found in [18] (Theorem 4) for the case when F is a locally convex 


lattice and ZH = F’. The proof given above represents only an adaptation of his proof to 
our more general framework. 
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However, by the definition of the lattice operations in Z’ we have 
ly| (%)= sup <,y) 
2€[—2o, Ze] 


From this it is clear that the Riesz space weak* topology is o(F', Z) in the 
special case when E£ is a locally convex lattice and F = E’. 

Lemma: The closure of an ideal in a locally solid vector lattice is an ideal. 

Proof. Let E be a locally solid vector lattice and let H be an ideal in £. 
If x¢€H and |y| <|z|, choose a net {x,} in EZ such that z,-> 2, that is, 
x= 2, + u, where u,— 6. Then |z| <|z,| + |u,| and |w,| > 6 since the lattice 
operations in EZ are continuous. Since 6 < y* < |z|, there exist nets {y,} and 
{v,} with y* = y, +, and @ <y, <|z,|, 0 <v, < |u,|. By the normality 
of the cone, we conclude that v, > 6, that is y, > y*. But H is solid, hence 
{y.} C H and thus y* € H. In a similar manner it follows that y~ ¢ H, hence 
y €H. 

Proposition 3.2: Let F be a sublattice of B® which is order complete, then F is 
locally order complete for o(F, EZ). B is a band in F if and only if B is an o(F, E)- 
closed ideal in F. 

Proof. We shall first show that if A is a majorized directed (<) subset 
of F, then (A) converges to y,=supA for o(F, Z). Let y+ [— 2%, x]° 
(x € Rk ) be a given o(F, E£)-neighborhood of yy. Since (x9, ¥)> = 7 (Xo, ys 


we can choose a y, € A such that (2, y, — y,) = 1. Then if # € [- a. 2%] and 
y€S,, we have. (x, ¥— y¥) S (Xo: Yo— ¥> S (% Yo— Hi) S 1, hence 
Sy,C Yo + [— 2X, %]°. Therefore, F(A) converges to supA for o(F, £). The 
fact that F is locally order complete for o(F, Z) now follows as it did in the 
Remarks after (3.1). 

Suppose B is an o(F, £)-closed ideal in F and let A be a directed (<) 
subset of B that is majorized in F. Then supA ¢ A for o(F, BE) since F(A) 
converges to supA for o(F, Z). Hence supA ¢ B, that is, B is a bafd in F. 
Conversely, suppose B is a band in F, then B is certainly an ideal in F. If P 
denotes the projection of F onto B, then P is o(F, E)-continuous since o(F, E) 
is locally solid. But o(F, Z) is Hausdorff and B= (I — P)-1(@), hence B is 
o(F, E)-closed. 

‘Corollary: Let F be an order complete sublattice of E® and let H be an ideal 
in F, then the closure H of H for o(F, E) is identical to the band generated by H 
in F. 

Proof. Since H is an o(F, E)-closed ideal by the lemma preceding (3.2), 
it follows from (3.2) that H is.a band in F. Therefore H contains the band H’’ 
generated by H. But H” is a band in F hence H”’ is closed for o(F, £) by (3.2). 
Therefore ,H” = H. 

Theorem 3.3: Let F be an ideal in E°, then the o(F, E)-completion of F is 
the band in E° generated by F. 

Proof. We shall first show that Z° is complete for 0(Z°, Z). EZ” is locally 
order complete for o(£°, Z) by (3.2). We assert that E® is boundedly order 
complete for this topology. For let A be an o(#°, £)-bounded directed (<) 





al 
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subset of Z. Then A is o(Z°, £)-bounded so that for each x ¢ K, sup <2», y) 
veA 


exists. Therefore sup A exists in Z® which proves our assertion. We conclude 
from Theorem 1 of [18] and Theorem 4.2 of [11] that Z° is complete for 
o(E?, EB). 

Since (Z, F’) is a dual system and F c E°, o(E”, E) induces o(F, £) on F. 
Hence the completion of F for o(F, Z) isthe o(£°, B)-closure of F in 2°. 
In view of (3.2) Corollary, the o(Z°, Z)-closure of F in Z° is the band in EZ? 
generated by F. This completes the proof. 

Example. Consider the space (c,) of all real null sequences, ordered by the 
cone K of sequences in (¢,) with non-negative terms and equipped with the 
topology generated by the norm ||z|| = sup|z;,|. (¢)) is an order complete Banach 

v 


lattice whose dual can be identified with the space /' of real sequences y = (¥y;) 

for which ys |y;| < + co. The dual cone H of K consists of those sequences in [' 

which have cunnanitine terms. It is well known that [ is a Banach lattice for 

this order and the topology generated by the norm ||y|| = z |y,|, and that the 
i= 


dual of [ for this topology can be identified with the space (m) of bounded real 
sequences. Thus (J)? = (m) ({12], (5.5) Corollary). It can easily be seen that 
the dual cone of H in (m) consists of those sequences with non-negative terms 
and that (c,) is an ideal in (m). 

(cy) is not a band in (m). For if {x,,} is the sequence in (cy) defined by 


ie 0 if ¢ is even or if i > 2n 
nt "/1 if i is odd and if i<2n 


then {z,} has the supremum 2», given by 
0 if ¢ is even 
roi = a 
i if i is odd 
in (m) but x € (¢,). Thus (cy) is not complete for o(c,, ) by (3.3). If z € (m) and 
inf (|x|, |z|) = 6 for all 2 € (cy), then z = 6. Hence the band in (m) generated 
by (c,) coincides with (m) (cf. [3], p. 25, Theorem 1). We conclude from (3.3) 
that the completion of (c,) for 0(¢,, ) can be identified with (m). 
If Z is an order complete vector lattice and ¢ is a filter on Z which contains 
an order bounded set, then § order converges to x¢ E if sup {inf B} = x 
Bed 


= inf {sup B} where S denotes the class of order bounded subsets of § (cf. [3], 
Bed 


Chapt. 2, .§1, Exercise 9). We shall conclude this section with a relation 
between order convergence and o(F, £)-convergence for filters whose proof 
involves completeness considerations for o(F, £). 

Proposition 3.4: Let F be a sublattice of E® which is an order complete vector 
lattice, then every order convergent filter in F converges to its order limit for 
o(F, £). 


















* 212 A. L. PeRessint: 

Proof. We shall first show that if F is complete for o(F, Z), then every 

order convergent filter on F converges for o(F, Z). Let G be an ofder convergent 

filter on F ; without loss in generality we can assume that § order converges to 6, 

that is, inf {sup B} = 6 = sup {inf B} (where G denotes the class of order 
BES Be@ 


bounded sets in G). The set {sup B},- z (resp. the set {inf B},- g) is directed (=) 
(resp. directed (<)) by the inclusion ordering on %. As we noted in the proof of 
(3.1), the filter G, (resp. the filter G,;) of sections of this set converges to @ 
in F for o(F, Z). Hence there is a B, € S such that inf B, ¢ U and sup B, € U, 
where U is a given full neighborhood of @ for o(F, Z). But then B,c U, 
hencé F converges to 6 for o(F, EZ). 

Now suppose that F is not necessarily complete for o(F, Z) and let F be an 
order convergent filter on F. Then § is a base for an order convergent filter 
in Z°, hence since Z° is complete for o(Z°, FZ), § converges for o(Z°, Z). But 
o(E°, E) induces o(F, Z) on F, hence § converges for o(F, Z) which completes 
the proof. 


IV. Linear mappings 


In this section we shall consider the relation between order boundedness and 
continuity for linear mappings. These considerations will be applied to the 
study of the order properties of vector spaces of linear maps which are con- 
tinuous for certain topologies. We shall assume that Z, and ZF, are ordered 
with the positive cones K, and K, respectively. 

Theorem 4.1: Let (E£,, F,), (E,, F,> be dual systems over the real field let 
Kj and Ky be generating cones in F, and F, respectively, let E, < F? and E, c F%, 
and let u be a weakly continuous linear mapping of E, into E,. Then u is continuous 
for o(E,, F,) and o(E,, F,) if and only if the adjoint u’' of u is order bounded. 
Each positive weakly continuous linear mapping of E, into E, is continuous for 
o(E,, F,) and o(E,, F,). 

Proof. It is clear from the hypothesis that the G,-topologies on E, and FE, 
are compatible with the linear structure of these spaces and that the class 
{{[—2, z]}}ecx, (resp. the class {[—y, y]°}ycx;) is a 6-neighborhood basis for 
o(£,, F,) resp. 0(£,, F;). 

If u is continuous for o(£,, F,) and o(Z,, F,) and if [—y, y] (y € K3) is 
@ given order interval in F,, then there is an z ¢ Kj such that u([— x, x]°)c 
c [-y, y]}’. Since Kj and Kz are weakly closed, the intervals [—2,x] and 
{[—y,y] are weakly closed convex sets containing 6. Hence u’([—y, y]}) 
Cc [—2, x], that is, u’ is order bounded. 

Conversely, suppose that u’ is order bounded and let [— y, y]° (y € Kz) bea 
given o(E£,, F,)-neighborhood of 6. Then there is an 2x € Kj such that 
«’({—y; y)) c [—2, x]. Hence u([— 2, x}*) c [-y, yl’, that is, w is continuous 
for 0(Z,, F,) and o(£,, F,). 

If u is positive and weakly continuous, then wu’ exists and is positive. Since 
each positive linear mapping is order bounded, it follows from the first assertion 
that u is continuous for o(Z,, F,) and o(Z,, F,). 
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Proposition 4.2: Let E, and E, be locally convex vector lattices and let every 
positive linear form on Ey be t(E3, E,)-continuous. Then the following assertions 
are equivalent: 

(a) The class 2,,(E,, E,) of weakly continuous linear mappings of E, into E, 
is a vector lattice (for the order determined by the cone R,, of positive weakly 
continuous linear mappings of E, into E,). 

(b) Each weakly continuous linear mapping of E, into E, is continuous for 
o(E,, BE) and o(E,, £3). 

If, in addition, E, is locally order complete, then condition (b) is equivalent 
to the assertion that 2,(E,, E,) is a locally convex lattice for the topology of 
bounded convergence. 

Proof. Since E, and E, are locally convex lattices, it follows that Hj and 2; 
are order complete vector lattices (cf. [6], 1.10) and that Z, c (Z})*, B, c (£;)°. 

Suppose that condition (a) is satisfied and that u is a weakly continuous 
linear mapping of EZ, into Z,. Then u=u* —w where u*, uw € 2,. Thus 
Theorem (4.1) implies that u* and uw” are continuous for 0(Z,, Z}) and o(E£,, £3), 
hence u is continuous for these topologies. 

Conversely, assume that condition (b) is satisfied and let u ¢ 2,,(Z,, E;). 
Then u is continuous for o(Z,, Zj) and o(£,, £3), hence wu’ is order bounded 
by (4.1). Since 2, and EH are order complete vector lattices, v(y) 
= sup{u’(z): 6 <z < y} defines a positive linear map v of Ey into EZ; (ef. [1], 
p. 245, Theorem 7). If x ¢ K,, then (v*z, y) = (z, vy) = 0 for all y € Kj, 
hence v* z is a positive linear form on £3. Therefore, v* z € EZ, since v* z is a 
t(£ 3, Z,)-continuous linear form, and- we conclude that v*(Z,) c Z, since K, 
is generating. Thus the restriction v’ of v* to Z, is in 2,,(£,, Z,). Furthermore, 
v’ is easily seen to be the supremum of u and 6, consequently 2,,(Z,, Z,) is a 
vector lattice. 

To complete the proof it suffices to show that if condition (b) is satisfied 
and E, is locally order complete, then 2,(Z,, Z,) is a locally solid vector 
lattice for the topology of bounded convergence. Since Z, and £, are locally 
convex lattices, it follows that K, is a b,cone and that.K, is weakly normal. 
Therefore, the cone R,, in 2,,(Z,, Z,) is normal for the topology of bounded 
convergence ({15], Theorem 8.3). Consequently, the proof will be complete if 
we can show that the mapping u— u* is continuous at 6 fo: this topology. 
Let T(S, V) = {u € 2, (E,, E,): u(S) C V} be a given neighborhood of 6 for 
the topology of bounded convergence (where S is a bounded set in Z, and V 
is a §-neighborhood in Z,). Choose a circled order complete 6-neighborhood W 
in E, such that W + Wc V. The solid hull (8) of S is a bounded set in Z, 
since EZ, is a locally convex lattice. If u ¢ 7((S8), W), then for each x ¢ S we 
have u* (x) = u*(2*) — u* (x)= sup{u(z):6 <z< 2°} — sup{u(w):6 swe }e 
¢€W-—WcC-VP since W is order complete and wu is order bounded. Thus 
u* € T(S, V) which completes the proof. 

If EZ, and E£, are locally convex lattices, then 2(2,, Z,) (resp. 2,(Z,, E,)) 
denotes the vector space of all linear mappings of £, into Z, that are continuous 
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for the given topologies on HZ, and E£, (resp. for the topologies _o(Z#,, Z;) and 
o(E£,, E3)). 

Corollary 1: Let E, and E, be locally convex vector lattices such that every 
positive linear form on Ey is t(E%, E,)-continuous and such that o(E,, E}) 
=t(E,, Ej). Then 2(E,, E,) is a vector lattice. If E, is locally order complete, 
then 2(E,, E,) is a locally convex lattice for the topology of bounded convergence. 
If E; is of minimal type, then 2(E,, E,) is an order complete vector lattice. 

Proof. Since £, and £, are locally convex lattices, o(£,, Zj) and o(£,, E3) 
are consistent topologies by (2.1) Corollary 2. The fact that o(#,, £)) = t(£,, £}) 
implies that the classes 2(£,, E,), 2,,(£,, £2), %o(#,, £,) all coincide. The 
first two assertions now follow from (4.2). 

Suppose that Z; is of minimal type and that A is a majorized directed ( <) 
subset of R,,. Set w(y) = sup{u’(y): u € A} for each y € Kj; then it is clear 
that w(y, + y,) S w(y,) + w(y_) for y,, y2 € Ky. On the other hand, since 2} 
is minimal we have f/[w(y)] = sup{f[w’(y)]: « € A} for each positive linear 
form / on EZ}. Hence if ¢ > 0 is given, there exist u,, u, € A such that 

€ 


f {ui (y:)] = sup{f[u’(y,)]: « € A} — > 


f[us(ya)] = sup {f[u’ (y2)]: u € A} — > 
Choose u, € A such that u, > u, and u, > us, then 


f{us(¥. + ¥2)] = sup{f[w’(y)]: u <A} + sup{f[w’(y,)]:u eA} —e 


for each fixed positive linear form f on EZ}. Thus {u’(y, + y,): u € A} converges 
to w(y,) + w(y_) for o(H;, H,*): Since o(#}, £j*) is finer than o(Z}, E,), the 
cone Kj is closed for o(£;, Hi *). Therefore, sup{w’(y, + y2): u € A} = w(y,) + 
+ w(y,) (cf. [3], p. 26, Proposition 6) and we conclude that y > w(y) defines 
an additive function on K3. Since w is clearly non-negatively homogeneous and 
w(y) => 6 for all y € Ky, this function can be uniquely extended to a positive 
linear mapping y > w(y) on EZ; into E;. The fact that the adjoint w’ of w exists 
follows as it did for v in the proof of (4.2). Furthermore, w’ can easily be seen 
to be the supremum of A in 2(£,, Z,) which completes the proof. 

Corollary 2: Let E, and E, be locally convex lattices, let E; have an order unit, 
let E, be reflexive, and let E3 be metrizable for the strong topology. Then 2(E,, E,) 
is a locally convex lattice for the topology of bounded convergence. 

Proof. The reflexivity of Z, implies that #(£;, Z,) = t(£j, £,) and conse- 
quently, that 23 is complete and metrizable for t(Z3, Z,). Since K, is a normal 
cone in E,, K; is t(E, E,)-closed and generating in Z;. Hence every positive 
linear form on £3 is t(£3, Z,)-continuous ([{12], 5.5 Corollary). The assumption 
that Z; has an order unit implies that o(#,, Zi) = 1(H#,, Zi) by (1.3) since 
o(£,, E;) is necessarily consistent with (£,, £;) by (2.1) Corollary 2. In view 
of the corollary to Theorem 3 in [18], Z, is locally order complete. The desired 
result now follows from Corollary 1. 
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nd V. Convergence topologies 
| A general method for defining a topology on a set in terms of the con- 
ry i vergence of a given class of filters has been discussed by N. Boursaki (cf. [4], 
1) Chapter 1, sec. 7). We shall begin this section by pointing out a different 
te, | approach to the definition of this topology. 
- \ Let EZ be a set, then a convergence class A(E) for E is a class of ordered 
pairs (F, x) where & is a filter on Z and 2 ¢ Z. We shall always assume that 
2) A(E) satisfies the following conditions: 
1) (C1) For each x € £, (U, x) € A(E) where U is the ultrafilter with base {z}. 
he (C2) If\G, x) € A(Z) and G = GF, then (G, zx) € A(Z). 
‘ Let 3 (Z) denote the class of all subsets of Z, then for each A € YJ (Z) we define 
=) the set A;,)€ 9 (Z) as follows: é‘ 3 
> (a) Set Aq = A. 
“ (b) If » is an ordinal number which is not a limit number, define A, to be 
¥ the set of all x ¢ Z such that there is an (%, x) < A(Z) for which the trace 
of F on Ay,_, is a filter. 
(c) If 7 is a limit number, set A, = UY 40: 
By virtue of condition (Cl) we have Ac A,C A,C*-:. These inclusions 
cannot all be proper; for example, if 7 is an ordinal number associated with 
some well ordering of J (Z), then Ay) = Aq +,)- Let n4 be the smallest ordinal 
for which Ay) = Ag+). Then it is clear that Ay) = Aq +, for all 12 ny. 
Proposition 5.1: The mapping A> A= A,,,) of P(E) into itself is a 
closure operation. The resulting topology © 4:p) is the finest topology £ on E for 
2s which (, x) € A(E) implies that F is T-convergent to x. 
1e Proof. It is clear that 8=@ and that AC A, A=A for each A € P(E). 
+ Let A, B €$(Z), then we must show that AU B= AUB. We assert that 
BS AUBCAUB. For if (G, x) € A(E) and the trace of § on A U B is a filter, 
d then either the trace of § on A or the trace of F on B is a filter. Consequently, 
ng « ¢ A  B which proves the desired inclusion. Since AU BC AUBCAUB 
- F and A, Bc A U B, we obtain the relation AU B=A U B. 


Suppose that (F, x) ¢ A(Z) but that F does not converge to x for f4:z), 
then there is a filter G finer than F such that x ¢ 0. G. By condition (C2) 


.) (G, x) € A(E) hence x ¢ G for each G € G, that is x € ots G. This contradiction 


proves that if (F, x) € A(Z) then F is £4:g)-convergent to z. 

Let & be any topology on EZ for which (%, x) € A(Z) implies that F is 
al } ¢-convergent to x. Let A be a &-closed subset of Z and let (F, x) € A(Z£) be 
such that the trace of F on A is a filter. Then since F is £-convergent to z, 
it follows that x ¢ A = A (for £). Therefore A is £4g)-closed, thus £4;g) is 
finer than £ which completes the proof. 

‘Remarks. Proposition (5.1) makes it clear that the topology £4:g) coin- 
cides with the topology introduced by Boursaki that we referred to at the 
beginning of this section. 
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Note that a set B is open (resp. closed) for £4 g) if and only if 2¢ B 
implies that B ¢ § for all filters § on E for which (F, x) € A(Z) (resp. if and 
only if x ¢ B whenever (F, x) € A(Z) and the trace of F on B is a filter). 

Let £ and F be sets and let A (Z) and A(F) be convergence classes associated 
with Z and F. If § is a filter on Z and f is a mapping on £ into F, then the 
symbol §(f) will denote the filter on F with the base {f(A): A € G}. 

Proposition 5.2: Let { be a mapping on E into F such that. (F, x) € A(Z) 
implies that (F(f), f(x)) € A(F), then f is continuows for £4 :~) and F 4p). 

Proof. Let O be a © 4:g)-open subset of F and let w € f-1(O). By hypothesis, 
if (F, w) € A(Z), then (F(f), f(w)) « AUP); hence since {(w) € O, we know that 
O € §(f). Therefore, there is an A € § such that /(A) C O, that is, A c f-*(O). 
We conclude that f-*(O) is open for © 4g), hence f is continuous for {4:g) and 
Scr): 

Let EZ and F be sets and let A(Z), A(F), A(Z x F) denote convergence 
classes associated with Z, F, E x F, respectively, subject to (C1), (C2), and the 
following conditions : 

(C3) If (9, 2) € A(E x F), then ($(p), p(a)) € A(EZ) and ($(q), ¢(z)) <A (F) 
where p (resp q) denotes the projection of Z x F onto £ (resp. F). 

(C4) If (§,y)¢€ A(Z) and (G,z)¢€A(F), then (F xG, xz) ¢ A(Z xF) 
where x = (y, z). 

The symbol A,(Z) (resp. A,(F)) will denote the convergence class 
{(U,, Z)}ece (resp. {(U,, y)}ycr) Where U, (resp. U,) denotes the ultrafilter 
with base {x} (resp. {y}). It is clear that £4,:~ (resp. £4, :ry) coincides with 
the discrete topology on EZ (resp. F)._ . 

Proposition 5.3: CagxF) is finer than Sac x Faz) on EXF and 
coarser than both fice x Sayr) and SA.z) xf, (P) 

Proof. Let (9, x) €¢ A(E x F), then by condition (C3), ($(p), p(z)) € A(2) 
and ((q), g(z)) € A(F). It follows from (5.1) that $(p) converges to p(x) for 
© (g) and that $(q) converges to g(x) for £4:~). We conclude that $ converges 
to x for Sarg) x Sap): Therefore Sacex PF) is finer than Care) x Lar) by (6.1). 

Let U be a D4 (x, yy-open subset of EF x F and let (x, y») € U. Consider the 
set E x {yo} = {(z, Yo): x € H} equipped with the topology Faz x cy.) Where 
A(E x {yo}) = {GF & {yo}, (@, yo)) : (G, 2) €A()}. Define V= Un (EB x{y}), 
then we assert that~V is an open set in E x{y,}. For if (x, y.) € V and 
(F x {yo}, (x, yo)) € A(Z x {yo}), then F x {yo} is a filter base in H x F for the 
filter F x U,, and (F x U,,, (x, yo)) < A(H x F).. Therefore, U €F x U,,, that 
is, V €& x {yp} which proves the assertion. It can easily be seen from (5.2) 
that Z is homeomorphic to E x {y,} with respect to the correspondence 
x —> (x, yo). It follows that V is a £4,%) x f4,:py-open set containing (Zp, Yo) 
which is contained in U. Therefore U is open for £ 4:g) x £4,:r) Which completes 
the proof. 

Suppose that E is a vector space over the real field R and let A(Z) and 
A(E x EB) (resp. A(Z), A(R), A(R x E)) be convergence classes ‘for which 
conditions (C1)—(C4) are satisfied. We shall assume that £4,,) coincides with 
the unique Hausdorff compatible topology on R. The first and second coordinate 
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projections of Z x E (or R x E) will be denoted by p and q, respectively. Let / 
(resp. g) be the mapping of Z x EZ (resp. R x EZ) into E defined by f(y, z) 
=y+z (resp. g(A,z) = Az). If (§, x) € A(Z xB) (resp. (9, x) € A(R x B)) 
then $ = (9(p) x H(g)) and (H(g), a(z)) € A(E), (S(p), p(x)) € A(E) (resp. 
(D(p), p(z)) € A(R)) by condition (C3). Suppose that these convergence 
classes also satisfy the following condition: 

(C5) If (9, x) € A(Z x B), then ([H(p) x H(g)] (f), 4 + %) € A(Z) and if 
(R, x) € A(R x £), then ([R(p) x R(q)] (9), Az) € A(#) where z,= p(x), 2,=9(z) 
for E x E and A= p(z), z = q(x) for R x £. 

It follows from condition (C2) that (9(f), z,+ 2,)¢A(#) and that 
(R(g), Az) € A(Z). Therefore (5.2) implies that / is continuous for £4:z, x) 
and £4;g), and that g is continuous for f4;z, 2, and £4:~). Hence since 
£4 :z x g) is coarser than the product topology of £4;g, and £4 ;g), and since’ 
Tanxk) is coarser than Lace x Lacey and £4 :x) X faq, the linear opera- 
tions in E(& 4(g)) are continuous in each variable separately. Thus. we have. 
proved the following result. 

Proposition 5.4: If EH is a vector. space for which the associated convergence 
classes satisfy (C1)—(C5), then the linear operations are separately continuaus. 

In section 6, we shall show, by means of an example, that £4,,)is not a 
locally convex topology in general. However, there is a locally convex topology 
that can be associated with A (Z) in a natural way. For if we define W to be the 
class of all convex, ‘radial, circled subsets V of Z such that V ¢ § whenever 
(F, 8) € A(Z), then W is a 9-neighborhood basis for a locally convex topology 
[Zey]}- To see this, it suffices to show that if V ¢ W, then } 4 €W. Assume 
to the contrary that there is an (§, 6) ¢ A(Z) such that 4 V ¢%. Then 
{C(} V) 7 A}acg is a filter base for a filter G on E which is } a than F so 
that (G, 6) € A(E£) by (C2), Since (U,, 2) € A(R) by (C1), it follows from (C4) 
that (U, x G, [2,0])<¢ A(R x). Therefore we conclude from (C5) that 
(Ul, x G] (g), 20) = (2G, 8) € A(#)5): Since there is an A€@ such that 
$VAA=8%, it follows that 24 V =9%. Therefore V ¢ 2G which contra- 
dicts the definition of V. 

Proposition (5.5): [fae] is the finest locally convex topology £ on E for 
which (F, x) € A(E) implies that § is T-convergent to x. 

Proof. Suppose (F, x) € A(#), then since (U_,, — x) € A(Z) by (Cl), it 
follows from (C4) that (U_, x], [— 2, z]) ¢« A(# x £), Thus ((U_, x §] (/), 
—x+ x)= (F — 2, 6) € A(Z£)5), that is, r+ V €G. Therefore § converges 
to x for [f4 zy). 

Suppose that € is any other locally convex topology on Z for which 
(¥, z) € A(Z) implies that F is f-convergent to z. Then if V is a convex, 
circled £-neighborhood of 6 and (%, 6) € A(Z), then V €F. Thus V ¢€ W which 
implies that © < [T4:p)). 


5) Given a filter § on a vector space EZ, the filter with base {AA: A € §} (resp. {A + 
+ 2: A€§)) will be denoted by AF (resp. F + 2). 


15* 
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Suppose that Z, F are vector spaces and that A(Z}, A(F) are convergence 
classes on E and F respectively, which satisfy (C1)—(7 5), then the following 
analog to Proposition (5.2) holds for [f4;~)] and [{4,+]. 

Proposition (5.6): If {is a linear mapping on E into F such that (F, 6) « A(E£) 
implies that (F(f), 6) € A(F), then f is continuous for [F aca] and [SF Acry]- 

Proof. Suppose that V is a convex, circled neighborhood of 6 for [4:ry], 
then f{-!(V) is a convex radial, circled subset of Z since f is linear. Moreover, 
if (F, 9) € A(#), then there isan A ¢ F such that /(A) cC V. Therefore A c f-*(V), 
that is, f-(V) € F. It follows that f-'(V) is a neighborhood of 6 for [f4:z)], 
hence f is continuous for [{4;z)] and [4:7]. 

We shall now consider some particular convergence classes which are of 
interest in the theory of ordered vector spaces. Our first application deals with 
the convergence class determined by order convergence in ar: order complete 
vector lattice (cf. remarks preceding 3.4). 

It is easily verified that if F is a filter on an order complete vector lattice Z 
which order converges to x € HZ, then every filter G finer than § also order 
converges to x. Moreover, for each x ¢ EZ, the ultrafilter U, with base {x} order 
converges to x. Thus the class A (Z) = {(%, x)} of all pairs (F, x) where G is a 
filter that order converges to x satisfies conditions (C1) and (C2). 

The fact that order convergence on E, E x E, R x E satisfies conditions 
(C3)—(C5) can be concluded from the definition of the order structure in 
product spaces. The resulting topologies £4:~) and [£4,g)] for this choice of 
A(E) will be denoted by &, and |{,] respectively. It follows from Proposi- 
tion 5.1 that {, coincides with the topology £,(Z) introduced in [3] (a. Chap- 
ter II, § 1, Exercise 10). 

Proposition 5.5: The lattice operations are continuous in E(&,). 

Proof. By virtue of Proposition (5.2) it suffices to show that the filter F* 
with the base {A*: A ¢§} where A* = {x*: x ¢ A} order converges to 2j 
whenever & is a filter that order converges to xz, ¢ Z. By making use of the 
infinite distributive laws (cf. [1], p. 231) we obtain the following results: If 
§ order converges to 2, then sup {inf A*} = sup {(inf A)’ 6} = sup {inf A}¥ 6= 2g 

A€ ACs ACs ; 


and similarly inf {sup A*} = 2}. Thus §* order converges to 2} which com- 
ACG 


pletes the proof. 

As a second application we shall consider the convergence class determined 
by “relative uniform star convergence” on a vector lattice Z (cf. [1], p. 243). 

Let {z,} be a sequence in a vector lattice Z, then {z,} converges relatively 
uniformly to x € if there is a u ¢ E and a sequence 4,, + 0 such that |z,, — z| < 
<4,u. A sequence {zx,} Cc E is relatively uniformly star convergent to x ¢ E if 
every subsequence contains a subsequence that is relatively uniformly con- 
vergent to z. 

Let A(E) be the class of all pairs (F, x) where x ¢ FE and-& is any filter 
finer than the filter of sections of some sequence {z,} which 1s relatively 
uniformly star convergent to x. Obviously, (C1) and (C2) are satisfied. As in 
the case of order convergence, the fact that the convergence classes determined 
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nce i by relative uniform star convergence satisfy (C3)—(C5) follows from the 

ing definition of order in a product space. For this choice of A(Z), we shall denote 
kc the topologies £4 ;g) and [{4;~)] by FT, and [Ty]. 

(E) Proposition 5.6: The lattice operations are continuous in E(&,). 


Proof. In view of Proposition (5.2) it suffices to show that if {z,} is relatively 
nb uniformly star convergent to x, then {2%} is relatively uniformly star con- 
er, ! vergent to 23. Let {yf} be a given subsequence of {2{} and let us choose a 


V), subsequence {y,,} of the corresponding subsequence {y,} of {z,,} such that {y,,} 
ry], ‘ converges relatively uniformly to 2. Then there exist u¢ E and 4, } 0 such 
that |y,,—2| < 4;u. But since |yj,—2j| < |yx, —2%| it follows that {yf} 
of converges relatively uniformly to 27. 
= VI. Relations between &p, o(£, E*) and the convergence topologies 
Proposition 6.1: Let E be an order complete vector lattice. 
.E (a) [&,] ts coarser than ©, on E. 
ler (b) If B has an order unit, then &, is coarser than &, on E. 
ler (c) If E is of minimal type, then &, is finer than &, on E. 
3a } Proof. Since £ is order complete, it is almost archimedean (cf. [3], Chap- 
ter II, §1, Exercise 5). If H is an exhausting subset of K in EZ, then 
ms E,= vu n[—a, a] is a sublattice of Z which is order complete (a ¢ H). As we 
_ noted in the Introduction, the filter base U = [- zo a,~al} constitutes 
si- | a §-neighborhood basis for the order topology ce on E,, hence, since U order 
p- | converges to @ in E,, it follows from (5.1) and (5.5) that £ is finer than 
either of the topologies £, or [{,] on #,(a ¢ H). In particular, if Z has an 
order unit e, then Z, = EZ and consequently, £, is coarser than {, on LE. 
;t If § is a filter that order converges to @ in Z, and /, is the canonical em-— 
xt bedding of Z, into EZ, it follows that F(f,) order converges to @ in Z since E, 
he is order complete as a sublattice of Z. Thus f, is continuous for [£,] on Z, and 
If i [£,] on E by Proposition (5.6). In view of the first part of the proof, /, is 
xt continuous for £(*) and [{,] on E. Hence, since E({,) = lim (9), it 
2. | follows from the definition of the inductive limit topology that [{,] < &, on Z. 
To prove (c) we note that if Z is of minimal type, then it follows that every 
order convergent filter converges for £, (cf. [16], Theorem 14.1). Hence (5.1) 
implies that &, is finer than &, in this case. 
3). Remark. If E is an order complete vector lattice of minimal type and £ 
ly : has an order unit, then [, = {, = [T,] by (6.1). 
s Example. &, and &, do not coincide in general as the following example 
if indicates. Consider the space B(0,1) of bounded real functions on the unit 
n- interval ordered by the cone K of non-negative functions in B(0,1) and 
equipped with the topology generated by the norm |x| = sup{|z(¢)|:0 s¢ < 1}. 
er B(0, 1) is a Banach lattice, hence the order topology coincides with the norm 
ly topology (cf. footnote on p. 222). The sequence {z,} in B(0, 1) defined by 
in 


a,(t)=jt (<t <1) 
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order converges to i in coe 


ai={1 for O0<itsl, 


consequently z,,—> x, for £,. But {z,} is not norm convergent to 2», hence since 
B(O, 1) has an order unit, we conclude that €, is strictly finer that £, on B(0,1). 

Proposition 6.2: Let E(&) be a topological vector lattice (resp. a topological 
vector lattice with a locally convex topology £), then Fy (resp. [{,]) is finer 
than ©. ° 

Proof. Suppose that {z,} is a sequence which is relatively uniformly star 
convergent to 6 but that {z,} is not convergent to 6 for £. Then there is a 
subsequence {y,,} of {z,,} that contains no subsequence convergent to 6 for ©. 
It follows that there is a solid {-neighborhood U of @ such that for some 
subsequence {z,} of {y,} we have {z,} relatively uniformly convergent to 0 
but z, ¢ U for all n. Choose y¢ E and 4, } 0 such that |z,| < 4,y for all n. 
By the radiality of U there is a 4, > 0 such that 4,y ¢ U. Choose n, so that 
Ay & Ag for all n => ny, then |z,| < 4,y¢ U for all n => ny. Since U js solid, 
it follows that z, ¢ U for n => n, contradicting the choice of {z,}. Thus {z,} 
converges to § for £. The result now follows from (5.1) and (5.5). 

The following lemma which is used in the proof of Proposition (6.3) involves 
a construction that is due to G. T. Roprrts [13]. 

Lemma: Let E be a vector lattice, then if {x,} is a sequence which is not 
relatively uniformly star convergent to 0, there is a radial solid set-U in E such 
that x, ¢ U for infinitely many n. 

Proof. Suppose that {z,} is not relatively uniformly star convergent to 6, 
then there is a subsequence {y,,} (y, + 9 for all n) that contains no subsequence 
which relatively uniformly converges to 6. Let y => 6, then if for each 4>0 
there existed a yy € {y,} such that |y,()| < Ay, then we could construct 
a subsequence {y,(,)} of {y,} that relatively uniformly converges to 6. Hence 
for each y= 6 there is a 4,>0O such that |y,| => 4,y for all n. Set 
U= A 4, V(y) where V(y) denotes the solid hull of {y}. Then U is a radial 
solid set and y, ¢ U for all n. 

Proposition 6.3: If EZ is an almost archimedean vector lattice, then ([,|=, 
on E. E(&,)' = E(&,)' and, if E has an order unit, then &, = Fy. 

Proof. E is a topological vector lattice for £,, hence ©, and [S,] are finer 
than ¢,. If H is an exhausting subset of K and EZ, = U n[-a, a](a¢ H), 
then E, is a regularly ordered ideal in EZ with an order unit a. Suppose that {x,} 
is a sequence in EZ, which is not relatively uniformly star convergent to 0, then 
by the lemma preceding (6.3), there is a radial solid set U@ in 2, such that 
x, ¢ U® for infinitely many n. Since U is radial in Z,, there is a 4 > 0 such 
that [—4a, 4a] c U™. But [—4a, da] is a £)-neighborhood of 6 in EZ, 
(cf. Introduction), hence {z,} does not converge to 6 for £%. Thus £()- 
convergence implies relative uniform star convergence for sequences in £,. 
Consequently, since £ has a countable neighborhood basis of 6, it follows 
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that © is finer than both [{,] and £, on Z,.- Combining this fact with the 
first statement of the proof, we obtain £°) = f, on Z,. In particular, if Z 
has an order unit e, then Z, = Z, hence £, = £, on L£. 

Since the embedding mappings f, of Z, into E(a¢H) are essentially 
identity maps, it follows that each /, satisfies the condition of Proposition (5.6). 
Thus each f, is continuous for £{" and [€,]. Since Z(£,) = lim#,() and 

+H 


since [£,] is locally convex, we conclude that [{,] < {, on E. In view of the 
first statement in the proof, [£,] = &, on Z£. 

Since &, is finer than ¢, on Z£, it follows that E({,)' c H(&,)’. Let 
f ¢ E(&,)' and suppose that f ¢ H® = E*. Then there is an order interval 
[—a, x] (x ¢ K) and a sequence z, ¢ [—z, xz] such that |f(zx,)| >. The se- 


quence {=| converges relatively uniformly to 6 since Z is almost archimedean, 


Tn 


hence {=} +6 for {,. But f|—~)>1 which contradicts the fact that 
f ¢ E(&,)’. Hence, H(&,)’ = H® = E(S,)’ which .completes the proof of the 
second assertion. 

Proposition 6.4: If EZ is an order complete sublattice of E” then &, and [&,] 
are both finer than o(E, E*). 

Proof. This is an immediate consequence of (3.4), (5.1), and (5.5). 

Proposition 6.5: If E(&,) is a locally convex space with a closed normal 
generating cone, then each of the following conditions implies that [, = o(£, E*). 

(a) Each o(E*, E)-relatively compact subset of E* is order bounded. 

(b) B* has an order unit. 

(c) K* has a countable exhausting subset. 

Proof. This assertion has already been verified as a part of the proof of (2.2). 

Theorem 6.5: Let E(&) be a complete metrizable topological vector lattice, then 
¢=f,. If & is a locally convex topology (resp..E(&) is reflexive; resp. E(&) 
is reflexive and E has an order unit) then & =f, = ({,] = Fy (resp. F is 
coarser than &,; resp. the topologies ©, Fy, [F4), T,, [F,], Lp all coincide ). 

Proof. We know that &, is finer than £ by (6.2). Suppose that {,} con- 
verges to 6 for £ and let {y,} be a given subsequence of {z,}. Let {V,}ncw bea 
¢€-neighborhood basis of 6 such that V,,,,+ V4, C V, for all n. Since {|y,,|} +6 
for £, there is a subsequence {z,} of {y,} such that n|z,| € V, for all n. Then 





m 
Py nisl is a Cauchy sequence since 
neNn . 


n=1 


+h 
x nln € Va t+ Vesa t e+ + Vesa  Vi-s- 
n= 


oo 


. = 
Hence there is a v € Z such that v= }' n|z,|. Since |z,| < = ¥ it follows that 
1 


n= 
{z,} converges relatively uniformly to 6. Thus {,} is relatively uniformly star 
convergent to 9. It follows that & is finer than {, since £ is a metrizable 
topology. Hence € = &, which proves the first statement in the proposition. 
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If ¢ is a locally convex topology, then it is known that £ = ©,°). If H(&) 
is reflexive, then Z is an order complete vector lattice of minimal type ([{16], 
14.2 Corollary). Hence (6.1) implies that © is coarser than ¢,. If, in addition, 
E has an order unit, it follows from (6.1) that & = €,. 

Example. Consider the vector space L, (0 < p < 1) of equivalence classes, 
modulo null functions, of all real valued Lebesgue measurable functions f on 


1 : 
the unit interval such that / |/|/?du<+0. ZL, is a complete metrizable 
0 


topological vector lattice for the order determined by the cone K 
= {f ¢L,:f(t)}= 0 almost everywhere on 0 <¢ <1} and the topology £ 
generated by the 6-neighborhood basis 


-{re ty:(firan)” = un}. 


Therefore, Theorem (6.5) implies that £ = €,; consequently fF, is not locally 
convex in this case since it is known that £ is not locally convex (cf. [5)). 

Namroxka has shown that there does not exist a non-zero positive linear 
form on L, (cf. [11], p. 26), hence (LZ,)* = {6}. It follows that the order topology 
¢, on L, is not Hausdorff and we conclude from (6. 2) and the above considera- 
tions that ¢, is strictly finer than £, on L,. 
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Uber das Waringsche Problem 
in algebraischen Zahlkérpern 
Von 
Orro KORNER in Marburg 


Im folgenden sei K ein algebraischer Zahlkérper vom Grade n iiber dem 
KO6rper der rationalen Zahlen, k eine natirliche Zahl => 3 und J, der Unterring 
von K, der erzeugt wird von allen k-ten Potenzen ganzer Zahlen aus K. Mit 
G(k) werde die kleinste unter allen natiirlichen Zahlen s bezeichnet, die folgende 
Eigenschaft besitzen: 

Zu 8 gibt es zwei positive, nur von K, k und s abhangige Konstanten c’ und 
c”’ derart, daB fiir jede totalpositive Zahl vy aus J, mit N(v)=c’ die diophanti- 
sche Gleichung 

y= AF+---+Ht 
in total nicht-negativen ganzen Zahlen A; aus K mit 


N(A,)¥ Sc’ N(v) (j= 1,..:, 8) 
lésbar ist. 
SrecE gelang die erste erfolgreiche Behandlung des Waringschen Problems 
in algebraischen Zahlkérpern [5], [6]. Mit Ergebnissen und Methoden von SIEGEL 
und VrnoGRraDov [8] bewies Tatuzawa [7] die Abschatzung 


G(k) Ss 8nk(k +n). 
Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, dieses Resultat zu verscharfen zu folgendem : 
Hauptsatz. Es gilt 


G(k)< nk (3 logk + 3 log ("+ *) + 11). 


Diese Schranke fiir G(k) ist, was die GroBenordnung in k anbelangt, so gut 
wie die beste, die man im Fall des rationalen Zahlkérpers (n = 1) kennt [2]. 
Zum Beweis des Hauptsatzes ziehen wir auBer den von TaTuzawa verwendeten 
Siegelschen und Vinogradovschen Methoden noch ein anderes Verfahren von 
VinoGRrapov [8] heran, das Abschaétzungen von trigonometrischen Summen iiber 
Primzahlpotenzen betrifft (s. Satz 3). AuBerdem ist von Bedeutung, da8 es uns 
gelingt, Taruzawas Resultat [7, Theorem 1] iiber die singulaére Reihe zu ver- 
bessern (s. Satz 1). 

Seien K (I = 1, . . ., r,) die r, reellen und K®, K+" (J = 1,4 1, ..., 174+ 12) 
die r, Paare von komplexen konjugierten Kérpern zu K, so daB n= 1r,+ 2r,. 
Fir eine Zahl y aus K bedeute y® die zu ihr konjugierte in KM (1 = 1, . . ., n). 
Bezeichne = die Menge aller n-tupel § = (€®, . . ., &) von komplexen Zahlen 
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mit: €® reell (J=1,...,7,), €,&¢+™ zueinander konjugiert komplex 
(L=r,+1,..., 7+ 1). In 5 werde eine Addition, eine Multiplikation und eine 
Multiplikation zwischen reellen Zahlen (Skalaren) r und Elementen aus 5 er- 
klart durch: 


(E+ Es) = 204 BM, (EGO = FOR, (rAM=rEO (= 1,...,m). 
Dabei bezeichnen wir immer Elemente aus = mit kleinen griechischen und die 
Skalare mit lateinischen Buchstaben. K betten wir in £ ein, indem wir 
einer Zahl aus K das n-tupel ihrer Konjugierten zuordnen. Auf £ definieren 
wir die Funktionen 


S(é) =2 EO, B(E) = e®*#5@), || E] — Max(|E|, .. ., |E) , 


=1 
und wir schreiben 
E<R, 


wenn %>0(1=1,...,17,) und ||é| < RB mit einer positiven reellen Zahl RF gilt. 
Eine Zahl y aus K heiBt totalpositiv bzw. total nicht-negativ, wenn y(> 0 bzw. 
yO >0 (l=1,..., 1) ist. Sind B und C komplexwertige Funktionen gewisser 
Variablen in einem bestimmten Bereich und dort C = 0, so bedeute 
B=O(C) oderauch B<C, 

daB |B|<cC mit einer Konstanten c im angegebenen Variabilitatsbereich er- 
fiillt ist. Durchweg sei 7' eine positive reelle Zahl. Unsere spaiteren Aussagen 
beziehen sich meistens auf geniigend groBes 7', worauf wir nicht immer beson- 
ders hinweisen. In die O-Konstanten kénnen gewisse Parameter eingehen, die 
aber immer von 7' unabhangig sein sollen. Unter 4 verstehen wir eine positive 
reelle GréBe, die beliebig klein, aber unabhangig von 7' gewahlt werden kann. 
Sie braucht nicht an jeder Stelle denselben reellen Wert zu bezeichnen. c,, Cg, ... 
bedeuten positive, nur von K, k und s abhangige Konstanten. 


§ 1. Zahlentheoretische Hilfssitze 
Hilfssatz 1. Sei p ein Primideal von K, das die rationale Primzahl p teilt. Ist 
p*||p und p?||k, so sei 
1 firb=0, 
h- 


é oe 
[sea] + be+ 1 fiir b >0 

gesetzt'). Ferner sei a eine ganze Kérperzahl. Wenn die Kongruenz 

E* = a modp” 
mit einer ganzen, zu p teilerfremden Kérperzahl & lésbar ist, so hat auch fiir jedes 
l> 1, die Kongruenz 

&* = « modp! 
eine ganze Lésung &. 


1) Wie iiblich bedeute p* || p, daB p*| p, p***4 p, und es sei [x] die gréBte ganzrationale 
Zahl <2 (zx reell). 
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Hilfssatz 1 wurde von Tatuzawa [7, Lemma 6] bewiesen. “ 

Sei p eine rationale Primzahl. Eine Gruppe © heiBe endliche abelsche p- 
Gruppe der Basislange d, wenn ihre Ordnung eine Potenz von p ist und G eine 
d-gliedrige Basis besitzt. (d ist nach dem Hauptsatz fiir endliche abelsche 
Gruppen durch © eindeutig bestimmt.) 

Hilfssatz 2. Sei G eine endliche abelsche p-Gruppe der Basislinge d und 
X,,..., t, ein Erzeugendensystem von ©. Dann ist f=d und unter den x; kann 
man d Elemente auswihlen, die ein Erzeugendensystem von © bilden*). 

Beweis: Sei p’ die Ordnung von © (g = 1 ohne Beschrankung der Allgemein- 
heit). Ist y,, . . ., yg eine Basis von G, so gilt (in additiver Schreibweise) : 


a= 3 ani QG=1,...f) 

mit ganzrationalen Zahlen a,,. Da z,, . . ., , ein Erzeugendensystem von G ist, 
hat das System von Kongruenzen 

z a;,n; = m,modp (j=1,...,¢@) 

zu beliebig vorgegebenen Pia He Zahlen m, (J = 1, .. ., d) immer eine 


Lésung in ganzrationalen n, (j = 1, . . ., f). Folglich ist d=, und die Matrix 
A = (a;,) hat mod p den Rang d. Somit gibt es eine d-reihige quadratische Teil- 


matrix 
Ga; 1: a is } 
A,=|: . 
a; 1c. a; ad 
von A, deren Determinante + 0 modp ist. Demzufolge existiert eine Matrix 


mit ganzrationalen Elementen, die zu A, mod p’ invers ist, woraus folgt, daB 
die d Elemente 


a 
tie= L) Aoi (o=1,...,d) 
t=1 


ein Erzeugendensystem von © bilden. 

Hilfssatz 3. Sei 1 eine natiirliche Zahl und p ein Primideal von K. Es gibt 
eine natiirliche Zahl d<n und ganze Kérperzahlen n;(j = 1, ..., d) derart, dap 
alle Zahlen v aus J, modp' in der Form 


v= a, yi + +++ +45 modp! 


mit positiven ganzrationalen Koeffizienten a; (j= 1,...,d) dargestellt werden 
kénnen. 
Beweis: Auf Grund der fiir alle ganzen Kérperzahlen y giltigen Identitat 


k-1 
kly= 3 (- yest (FT) (y+ F-P) 
l=0 





*) Diese Aussage ist ein Spezialfall des sogenannten Basissatzes von BuRNSIDE [9, 
Seite 105], der sich auf beliebige (nicht notwendig abelsche) endliche p-Gruppen bezieht. 
Der Vollstindigkeit halber geben wir hier einen einfachen Beweis fiir den abelschen Fall. 





; 
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ist J, eine Ordnung, besitzt also als additive abelsche Gruppe eine n-gliedrige 
Basis. Folglich ist J, modp! eine endliche abelsche p-Gruppe mit einer Basis- 
lange d < n, wobei p die in p enthaltene rationale Primzahl sei. Da J, von den 
k-ten Potenzen ganzer Zahlen erzeugt wird, gibt es endlich viele ganze Kérper- 
zahlen &,,..., €, derart, daB &,. . ., & ein Erzeugendensystem von J, modp! 
ist. Hieraus folgt nach Hilfssatz 2 die Behauptung von Hilfssatz 3. 

Sei a ein ganzes Ideal von K und »y eine ganze Kérperzahl. Mit M,(v, a) 
bezeichnen wir die Anzahl der Lésungen der Kongruenz 


AR+-+++A%=vmoda, 
wenn /,,...,4, unabhangig voneinander ein vollstandiges Restsystem moda 
durchlaufen. 
Hilfssatz 4. Sei p ein Primideal von K und p die rationale Primzahl mit p|p. 
Ist p*|p, p’\k, so werde 1, =: (b + 2)e gesetzt. Fiirl=1,,s24nk und » € J, gilt 
dann 
M,(», p') = N(p)t-e-9. 
_ Beweis [7, Lemma 7]: Bekanntlich [8, Seite 50] ist fiir jede natiirliche 
Zahl x die Kongruenz 
yi +--+ +yt=xmodp" 
mit natiirlichen Zahlen y, (j = 1, .. ., r), p + y, lésbar, wenn nur J, > 6 + 2 und 
r= 4k ist. Hieraus folgt nach Hilfssatz 3, daB fiir jede Zahl » aus J, die Kon- 
gruenz 
Y= c+ coe tk, mod p** 
mit ganzen Koérperzahlen ¢, (j = 1, . . ., rd) lésbar ist, wobei p + (, undd<n. 
Somit besitzt die Kongruenz 
(1) v= CE+-+-+ CF modp* 
fiir s=>4kn mindestens eine Lésung mit 1\¢, (j= 1,...,8) und p+¢,. Seiz 
eine K6érperzahl mit p||z und 
£,=f,+.2"4 (r=2,...,8), 


wobei A ein vollstaéndiges Restsystem modp'~” durchlaufe (J>1,). Aus (1) 
ersehen wir, daB 


G8 
ein zu p teilerfremder k-ter Potenzrest mod p* ist. Nach Hilfssatz 1 ist dann 
od: Sones 


ein zu p teilerfremder k-ter Potenzrest mod p'. Da die Anzahl der mod p! ver- 
schiedenen (s — 1)-tupel (&,, . . ., &,) gleich N(p)*-™ @—» ist, ist somit Hilfs- 
satz 4 bewiesen. 

Sei d die Differente von K. Ist y eine Kérperzahl und a ein ganzes Ideal 
von K, so bedeute y > a, daB a der Nenner von yd ist, d. h. a = (1, yd)~?. Die 
zum Waringschen Problem in K gehérige singulare Reihe ©, , (v) ist fiir natiir- 
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liche Zahlen s, k (s > 2k) und ganze Kérperzahlen » erklart durch: 
S,,x() = 2 N(a)-* SY E(— vy) (~ ah: i 
a Y 


Dabei lauft a tiber alle ganzen Ideale a + 0 von K, und zu gegebenem a lauft y 
tiber alle K6rperzahlen y eines vollstandigen Restsystems modd— mit y >a, 
sowie A iiber alle ganzen K6rperzahlen eines vollstandigen Restsystems moda. 
In derselben Weise wie Tatuzawa Theorem 1 mit Lemma 7 in [7] ableitete, 
zeigt man nun mit Hilfssatz 4 die Giltigkeit von 

Satz 1. Ist s>4nk (k= 3) und v aus J,, 80 gilt mit positiven Konstanten c, 
und C,: 

C, < Gx (v) < cg. 

Fir spitere Anwendungen notieren wir den 

Hilfssatz 5. Sei a ein ganzes Ideal + 0 von K, v eine ganze, zu a teilerfremde 
K6rperzahl und M (vy, a) die Anzahl der Lésungen & der Kongruenz 


(2) &*= y moda, 
wenn & ein verkiirztes Restsystem moda durchléuft. Dann gilt 


es 
0< M(vy, a) S N(a) loslog(N (a) +2) 


mit einer positiven, nur von K und k abhiingigen Konstanten c,. 

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daB 
(2) lésbar ist. In diesem Fall setzen wir kurz M(v, a) = M(a), da ja hier aus 
gruppentheoretischen Griinden die Abhangigkeit von y fortfallt. Nun gilt 


m m 

(3) M(a)= IT M(p}'), wobeia= I pH 

j=1 j=1 
die Prinfaktorzerlegung von a sei. Sei p ein Primideal von K mit N(p) = p’ 
(p rationale Primzahl), p*||p, p”||k und 1,= (6 + 2)e. Die multiplikative Gruppe 
G, der teilerfremden Restklassen mod p! (1 natiirliche Zahl) ist direktes Produkt 
einer zyklischen Gruppe der Ordnung g(p) und einer abelschen Gruppe der 
Ordnung p’‘'—) . Folglich besitzt G, eine d-gliedrige Basis mit d< 1 + f(l — 1). 
Hieraus folgt 
(4) M(p') SB +t-) < kent (l= 1) : 


Bezeichne r,; die Anzahl der Elemente von G,, die k-te Potenzen ganzer Kérper- 
zahlen enthalten. Aus der Theorie der endlichen abelschen Gruppen ergibt sich 


(5) r,M (p') = (p') (121) 
Ist 1 > 1, so besteht jedes Element aus G,,, das k-te Potenzen ganzer Zahlen 
enthalt, aus genau N (p'-) verschiedenen Restklassen modp’, die nach Hilfs- 


satz 1 ebenfalls von k-ten Potenzen ganzer Kérperzahlen reprasentiert werden 
kénnen; also 


(6) r,= N(p'-*)r, (l2h). 
Aus (5) und (6) folgt 
(7) M (p') = M(p*) (12h), 














—— 
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und aus (3), (4) und (7) dann 


nt (oe +2) m So wee 
M(a)< Tsk" < N(a) toe log(N(a) +2) , 
Pla 
wobei die bekannte Abschatzung 
m= 3’ 1 <logN(a) (loglog(N (a) + 2))> 
pia 
verwendet wurde. 


§ 2. Verallgemeinerte Farey-Zerschneidung 


Folgende Abkiirzungen werden wir benutzen: 


t= JT1-«, h=T*-1+4 mit 0<a< + : T,=\T : 

= 3. ho= Trt 'logt, mit b= rs e 
Dabei sei der Parameter a von 7' unabhangig. Ferner sei 1,,. . ., t,, eine fest 
gewahlte Basis des Rings der ganzen Zahlen in K und 9,,..., 0, die zu ihr 
komplementare Basis von }~, d. h. 

1 fir j =1 : 
S(t = ,t=1,...,n). 
(T;0:) 0 fir j +1 () ) 


Ist X der n-dimensionale euklidische Raum und U der Einheitswiirfel in X, 
d. h. die Menge aller Punkte (z,,..., z,) mit OS 27;< 1 (j=1,...,m), so be- 
zeichnen wir mit J" die Menge aller Kérperzahlen y mit 


Y= %0,+*** + FaOn, (%,---, Xn) EU, x; rational (j = 1,..., m) 
und N (a) < ", wobei y > a. Wir setzen 
f= YOvt*** + TaOn bzw. H="nGt+*** + Yatn 


in Abhangigkeit von den reellen Variablen 2,,..., z, bzw. %,..., Y¥, und ge- 
brauchen die Abkiirzungen 


dx=dz,-:--dz,, dy=dy,:-+-dy,. 
Zu jedem y aus I" creas wir B, als die Menge aller Punkte (2,, . . ., z,) 
mit (2,,...,2,) €U, a Max (h|é — (|, 1) < N(a)+ fiir irgendein y, = y 
mod d-, wobei y > a. ‘SchlieBlich setzen wir H = U — s B,, und nennen das 


er 
Tripel (I°, B,, H) die zu den Parametern ¢ und h gehicige U-Zerschneidung’*). 
Bezeichne D den absoluten Betrag der Diskriminante von K. Die folgenden 
zwei Hilfssitze wurden von S1ece [6, Lemma 5 und Seite 338—339] bewiesen. 
Hilfssatz 6. Wenn y,, y2€ I’, y+ 72, 80 ist B, -\ B, = 0. 








*) Diese verallgemeinerte Farey-Zerschneidung wurde erstmals von Srecen [5] 
eingefiihrt. 
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Hilfssatz 7. Fiir u < 1 und s > k + 1 werde 
I(u) = J P(8) B(— ws) dx, OE) =( f Bln) dy)’ 
x n<1 
gesetzt. Dann gilt 
r r+ 
J(u) = DC-9 TT Fu) IT Hu) 
l=1 m=, +1 
mit 
m(1 ++) 


r(z) 


F 1 
H(u™) = aah IT (x-1u# ~) du,...du,_,dq,...dq,_,, 


r=1 


1 


F(u) = (uojE- 


und 


’ 
wobei das letzte Integral iiber das Gebiet 
0<u,<I1(lsrss), -a<9,<a(lsSrss-1l), 


u,= [we — (ubPetert - + + ul, efmal2 
erstreckt wird. 


Satz 2. Sei L(E)= SY E(A*E), E€ 5 und -v eine totalpositive ganze Kérper- 
1|4a<T 


zahl mit » < T*. Fiir 8 > +-nk +1 gilt dann 
dL Jf L(§) E(— vé)dx=G,,,(v) J(u) T+ O(T#O-Y—2) , 
ver By 
wobei up = T-* y gesetzt ist. 
Satz 2 wurde von Tatuzawa [7, Theorem 2] aus Siegelschen Ergebnissen 
abgeleitet. 


§ 3. Abschitzung einer trigonometrischen Summe 


Fiir eine reelle Zahl x sei {x} = x — [x] bzw. = x — [x] — 1 gesetzt, falls 
x — [x)<1/, bzw. falls x — [x] > 1/, gilt. Ist & aus 5, so gibt es ganzrationale 
Zahlen a; (j = 1, . . ., m) mit 


Wir definieren: 
é = 0(&) = 2 40s, ¢=2£(6) = 2 40; . 
j= j= 
Nach Konstruktion ist 
(8) E=04+6, D480. 
Hilfssatz 8. Fiir & € & gilt 
d E(agé) < T*— Min(T, 2) 
1j4<T 


mit [= C(&). 
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Beweis: Nach bekannten Uberlegungen [6, Seite 332] gilt 


» E(aé)<T*- Min (7; |£(ét,) — 1\~) 
1]a<T 8 ; 


j=1,..., 


<7T*-' Min(T, |d,|-, . . ., |d,|) , 
wobei d,;= {S(&r,)} (j = 1, ..., ) sei. Hieraus folgt mit der Abschatzung 


\o] <Max(|d,|, . . ., |dn]) 


die Behauptung von Hilfssatz 8. 

Hilfssatz 9. Sei f ein ganzes oder gebrochenes Ideal + 0 von K. Ferner seien 
A, (q=1,...,) positive reelle Zahlen mit Ay= A,x,,(q=1,+ 1,...,%+ 12) 
und a4, By (q= 1+ 1, .. ., 1+ T_) reelle Zahlen mit 0 < a,— 8,5 2a(q=7,+1, 
. 9% + 1%). Bezeichnet man mit Z(f, A, «, B) die Anzahl der Zahlen v aus § mit 


|S A, (qq@=1,...,n), 
BS argyMs a, (q=7,4+1,...,%+1), 
8o gilt 
Qn n 1+, 


Z(f, A, x, B)= IT A, IT (a — B,) 


VD Nif) q=1 q=r,+1 
+ O(1 + (Ay +++ Ag (f)>)!-¥) 
mit nur von K abhingiger O-Konstante. 


Dieser Hilfssatz ist wohlbekannt. Einen ausfiihrlichen Beweis hierfiir findet 
man z. B. bei Mitsui [4, Lemma 3.2]. 


Bezeichne I ; B,, H ) die zu den Parametern ¢,, h, gehérige U-Zerschneidung. 
Hilfssatz 10. Ist (x,,..., 2,) €H, so existieren Zahlen « und B in K mit 
folgenden Eigenschajten: 


lj, d“|B, 
(9) JaF — Bl < ho’, &<|al shy, 
(10) Max (hla E — BO], |a(|) > DA Sail,.. 0; 
(11) N((a, Bd))< D. 


Hilfssatz 10 wurde von Srecet [6, Lemma 6] fiir die Parameter ¢ und h be- 
wiesen ; er gilt aber auch fiir die Werte ¢), ho, wie man leicht sieht. 

Eine Zahl w aus K heiBe Primzahl von X, wenn das von ihr erzeugte Haupt- 
ideal (w) ein Primideal von K ist. Sei c eine positive, von 7’ unabhangige, reelle 
Zahl und B = %(7'y, c) die Menge aller totalpositiven Primzahlen w von K mit 


(12) = ToS || ScT, @=1,....9), 


(13) jargw™|< <r (d=r,+1,...,% +19), 
und sei P(7',, c) die Anzahl der Elemente von J. Nach [3, Seite 35] ist 
(14) 1 < P(T,, ¢) Ts" logT, <1. 


Math. Ann, 144 ~ 16 
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Wegen (12) und (13) gilt fiir jedes Paar w, w, von Zahlen aus B: ~ 
k- 
(15) (o> — (oP 2 (FT) [o-o| = 1,...,n). 


Hilfssatz 11. Sei (x,,..., 2) €H und a, B ein hierzu genab Hilfssatz 10 
existierendes Paar von Kérperzahlen. Seien g,,...,9, ganzrationale Zahlen, 
@® (l=1,..., n) positive reelle Zahlen mit OO = Ol +) (I =r, + 1,..., + 19) 
und w, eine Zahl aus Y(T,,c). Bezeichnet man mit Z(g, D) die Anzahl aller w 
aus BD mit 


(16) IC®| <= OM (d= 1,...,m), 
9, 54D" \a| Ref <g,+ 1 (d= 1,...,% +), 
9, 54D" \a| Imo < g,+ 1 (J=rj+re+1,...,n), 
wobei £ = €(E(w* — wh)) sei*), so gilt 
Z(g, ®) < IN (a)|* (2 + pul (ho Ti-*) IT (Toll). 
EJ; leJ: 


(17) 


Hierbei bezeichne J, die Menge der Indizes 1 (lslsn) mit |a| < D“? und 
J, die Menge der restlichen Indizes. 


Beweis: Die Anzahl der \erschiedenen w aus % mit (w, «) + 1 ist 
(18) < log |N («)| < |N (a)|? ; 


denn (w, «) + 1 bedeutet w|«, und da die Anzahl der Primidealteiler von « 
héchstens O(log|N(«)|) ist, jeder solcher Primteiler aber wegen (12) nur von 
O(1) verschiedenen w aus J erzeugt werden kann, ist (18) evident. Bezeichne G 
die Menge aller w aus $B, die (16), (17) und (w, «) = 1 erfiillen. Seien w, w, zwei 
beliebige Elemente aus %. Setzt man 


6=a& — B, f=C(E(wt— wh)), 8= 0 (E(w* — wh)) , 
8, = 0(E (wk — wh)) und oe = a(# — 3,) — B(w*— ow), 


so erhalt man nach (8): 


(19) @ = 6(w* — wh) — a(t — &) 
und nach (17): 
(20) Jatt — Gy) <y D>, 


und aus (9) und (12) folgt fiir geniigend groBes 7’: 
|5(w*— w)| < hg 2(cTy)* <> D>, 


woraus sich mit (19) und (20) ergibt: |N(@)| << D“, also 9=0, da d“|0. 
Somit ist 


(21) 6(w* — wi) = a(f — G), 
(22) B(w*— wk) = «(8 — 3). 


*) Re bzw. Im bedeute Real- bzw. Imaginirteil. 





aa 
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Aus (22) folgt, daB « ein Teiler von (w*— wi) Bd ist, also 


(23) w*= wk moda 
mit a = a(a, 8d)-'. Sei v = |N(a)| N(a)-. Nach (11) ist 
(24) lsvsD", 


Ferner gilt nach (15), (21), (24), (16) und (10): 











© — ey) | 1—k| 2 _ po 

(25) eo sv (5 T,) ee < ho O ee (I € J) 
und nach (12) und (24): 

(26) a <€ T,\a|" (i= 1,...,”). 








Ist w = w,moda, so ist v(w — w,) a ganz. Nach (25), (26) und Hilfssatz 9 ist 
deshalb die Anzahl der w aus %, die z.sammen in einer Restklasse moda liegen, 
héchstens 


(27) of) + IT (hy O Ti-*) ps (To|a|)) . 


led; 
Bei festem w, aus G ist die Anzahl der Lésungen w von (23) nach Hilfssatz 5 
und (24): 


(28) <N(a) bee OTH <|N(a)|4, 


wenn @ ein vollstaéndiges Restsystem moda durchlauft. Aus (18), (23), (27) 
und (28) folgt die Behauptung von Hilfssatz 11. 

Hilfssatz 12. Bezeichne Q(s, T') die Menge aller Kérperzahlen yu, die dargestellt 
werden kénnen in der Form 


paott-+-+oh, 


wobei o;(j = 1, ..., 8) ene total nicht-negative ganze Zahl aus K mit o,;< T sei. 
Fiir die Anzahl Q(s, T) aller Zahlen yw aus Q(s, T) gilt 


r"*(t- (-z)) Q(s, T) 


mit l= [=] ; 
Dies ist Lemma 17 von Tatuzawa [7]. 
Fiir alle & € 5 definieren wir die Summe 


R@= 2 D> E(uoté). 


HEQ(’s,T,) wEP(T,,c) 
Satz 3. Ist (x,,..., %) €H, so gilt 
(29) R(E) <VQ(s, T.) TE** "+4. 
Beweis: Wir treffen eine Fallunterscheidung. 


Fall I: (2,,.. .5 %q) CH OH. 
16* 
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Nach der Schwarzschen Ungleichung und Hilfssatz 8 ist 
IR(E)?<Q(s,T) L | YL E(u(w*— ah) 5 


(30) pr ae orga: 
<€ Qs, T,) TS ” 2. R(E, ao), 
OO 
wobei 


R(E, wo) = ~ Min(7%, |¢|-2) mit ¢ = ¢(€(w*— wh)) 
WE 
sei. Nun ist 
(31) R(E, a) S = Th? 4. * Tk— S,+ 8,. 
Ki> 3 sina Kis T- dag 
Nach (14) ist 
(32) S,< P(T,,c) TE << T3+*-?. 
Auf S, wenden wir Hilfssatz 11 mit ®® = T?-* (J = 1, . . ., n) an. Die Anzahl Z, 


aller veinabiedionen n-tupel g = (9;, . - -s Gn) ‘ gnanretioneler Zahlen, die fiir un- 
seren Fall in Frage kommen, ist nach (16) und (17) héchstens 


a TT (\ae| T2-* + 0). 
leds 
Somit erhalten wir. 


S,<Z,MaxZ(g, T)-*) T§ 
g 


léJs 
Hieraus folgt mit (9): 
S,< Te+ a’ ((to Te-tya+ IT (h, T?* 1-28) IT (Ti +o-F + To|a|)) 
led, ‘ae - 


< IT (\a| T2-*+ 1) |N(a)|4 ( + (ho OO To) AT (Pola) T* 
1 € . 


(83) << Th+4(Ty9+ Telal-*) < TEtet 4+. 
Aus (31), (32) und (33) folgt 

R(E, w,) < T]+** 4—, 
und a mit (30) und (14) die Abschatzung (29). 


Fall II: (a, ..., 2 a) €H A B, fiir ein y J’. 
Nach Definition von B, gibt es ein y,¢ K mit y= y modd, y,> a, N(a) Sh 
und 
(34) l= — vol Sho? *N (a). 
Wegen f, St ist (x,,..., %) ¢ B,; folglich gilt 
(35) IF — yo] > h*N (a). 


Setzt man y = & — yo, so erhalt man 


R(E)= 2 R,(é), wobei 


omoda 


(36) R(é)= SY E(uoty,) 2 E(uo* yp) 


#EQ(s, T,) 


@=omoda 
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sei. Nach der Schwarzschen Ungleichung und Hilfssatz 8 ist 
IR(€)?SQ(s,T) 2 x E(u(w*— of) y) 


@, ED is 1|u<eT% 


(37) @= w,*omod 
<€Q(s,T)TY-P* YD R*(E, a), 
@,€D 
@, = omoda 
wobei 
Re(E, ay) =  F Min(T4,|¢|-*) mit ¢ = ¢(y(w*— af) 
@ = w, moda 


sei. Nach (34) und (12) ist 
|S(p(w* — wk)r,;)| <hog TR+0 (T+0o;j=1,...,n), 
woraus fiir geniigend groBes 7' mit (8) folgt: 
(38) y(o*— at) =C. 
Sei B, die Menge aller w aus DB mit w = w, moda und 
Min |w— w| > N(a)"*, 


Garh. essd n 
und sei J, die Menge aller w aus P mit w = w, moda, w ¢P,. Ist w €P,, so ist 
nach (38), (35) und (15): 


(39) [SI-2< AN (a) T3-EN (a)-W i TH-1+ 20, 

Nach Hilfssatz 9 ist die Anzahl aller w aus J, : 

(40) <€1+ T3N(ay7< Ts Nia) * 

und die Anzahl aller w aus B,: 

(41) <1 + Te-4N(a)-1+4< Ta-1+ ON (a), 

Aus (39), (40) und (41) folgt: 

(42) R*(E,a)s 2 TR-it+%+ SY 
weD, oeD, 


< T’ N(a) > ie +2a4 -* +>N(a) T? < Te+ n—bN(a)-. 
Aus (37) und (42) erhalten wir mit Hilfssatz 9: 
|R,(E)|?< Q(s, To) TF *2"-* Na), 
und hieraus ergibt sich mit (36) die Abschatzung (29), q.e.d. 


§ 4. Beweis des Hauptsatzes 
Sei v eine totalpositive Zahl aus J, und 


A =YN(v) 
gesetzt. Mit einer totalpositiven Einheit ¢ definieren wir 


Y= ev. 








236 Orro K6ORNER: 


Wie aus der Theorie der Einheiten ersichtlich ist [1], kann man ezu vorgegebe- 


nem 4(0 < A <'/,) so wahlen, daB 
™ AA" A<W<c42"A 8 (l=1,...,7), 
*) APA < |W <c,4"A (lL=n,4+1,...,744+ 13) 


mit passenden, von 4 uuabhangigen Konstanten c,, c, gilt. Wir setzen 








l ee 1] oa 
6 3nk 6 6nk 
8 = 1 ne Moa 9 , §=n aa groan mes i, . 
(44) log (1) log (1—t) 
- ¢,4"A 1k - cs;A oa T.—-VT. 
= (FeF5) F ~ (Fer) . Y 
Ist 
(45) 2 = %— %— o,— por, 


wobei 01, F,€ Q(s8,, T,), w E Q(s8q, To) und w €B(7'o, c) mit 
C = (A eq (2c5)* (8) + 28,)*)/* = T, Te? 
sei, so folgt aus (43) und (44): 


4-28 A < Ql <¢,4-2A Gaol, ...%)s 
(46) ‘ : 
ANA < |o®| < (c.+ SH) ard lantl..ontn). 


Wir definieren fiir é € 5: 


L(é)= J’ BE), ViEV\= JY Ei(eb), 
i<r 


1| o€Q(8,, T:) 
RG&)= 2 x  E(uoré). 

HEQ(So,T.) wED(T,c) 
Nun wahlen wir s = 4nk + 1, a = 1/, und erschlieBen aus Satz 2: 
» J 1(&) V*(é) R(E) E(— ve*E)dz= DY DS f L*(&) E(— of) dx 
(47) ver By e ver. By 
=F G20) J(u) T#6-% + O(T#O-H*a)) 

@ 

Hierbei wird die Summation jeweils erstreckt iiber alle (nicht notwendig ver- 
schiedenen) o der Gestalt (45), wobei o,, o2, u bzw. w unabhangig voneinander 
iiber alle Elemente aus Q(s,, 7;), Q(s,, T;), Q(s, T>) baw. B(T, c) laufen, 
und es ist u = T-*o gesetzt. Nach (44) und (46) ist 


c. 
Be < HO <1 (i=1,...,7), 





\u| < (1+ 3.) 4" (/=r,+1,...,%+ 1) 
und damit nach Hilfssatz 7: 


J(u) = D0-9 TT Fu) “TT (ue) 
l=1 


m=,+1 
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mit 
r(i+z) 2, 
F(p) = ———— (w)E" > ee, 
r(z 

H(u™) + H(0) >, (4+0). 
Wenn wir also A geniigend klein und unabhangig von 7 wihlen, erhalten wir 
(48) J(u) > Cy. 
Aus (47), (48) und Satz 1 folgt fiir geniigend groBes 7’: 
(49) 


Re Sf VE) REE) B(— ve®E)dx>cyT" ¢—-Q*(s,, 7;) Q(8, T4)P(T5,¢) . 
? 


Ferner ist 


{re v9(&) R(E) E(— ve*E) dx < 


(2, +++ Zn) 
(50) = sup |L(&) R(€)| Q(s,, 7))- 
(Bay -++5 t,)€H ’ 


Aus Satz 3, Hilfssatz 12 und (14) resultiert fiir (z,,...,2,)€H die Ab- 
schaétzung 


—nk+ nk (1-+)"*+ *E (i-t)*+ Ant 


R(E) < Q(8,, Ty) Q(8, To) P(To, ¢) T a india . 


(51) ae 
< Q(8;, T;) Q (8, T) P(T,, c)T 24k 


wobei J, = [=] , = [+] und beispielsweise 4 = BE sei. Mit der trivialen Ab- 
schitzung L*() < T** erhalten wir aus (50) und (51): 


b 
J 101g) ¥2(g) R(g) B(— ve*E) dx < THO” Qo, T,) Ql, Te) P(To, ¢) PBF 
it 
und hieraus mit (49) fiir N(v) > ¢,9: 


J TA(&) V2(&) R(E) E(— ve*E)Ndx>0. 


U 


Dies bedeutet : Es gibt total nicht-negative ganze Kérperzahlen A; (j = 1,. . ., 8), 
o,(p=1,.. ., 28), t(¢q= 1, . . ., 8) derart, daB 


s 28, Be 
vem D+ Lost Le 
j=1 p=1 gee 


mit 
N (Aj) S T"= cy N(v)¥*, 
N(o,) < T#= c_N (»)¥*, 
N(t,) S Toe" To = C12 N (v)*. 
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Also ist 
it le ] . 
6 Gnk °C Snk 
——j. | +*#12+— ar 
n?+1 


<4nk + 1+ 4n+ 2n(k —1/,) (logk + log ( 3 ) + log12) 


G(k) S 8 + 28,+ s= 4nk+ 1+ 2n}14+ 








+ n(k — 4/,) (logk + log ("> : 


Hierbei wurden die Abschatzungen [8, Seite 68]: 
1 e 1 \-1_ 1\-1 
~ log (1 — =) > #* (1 - 5) = (k-3) 9 
6,7 < 2 log12 + log6 < 6,8 
benutzt. Damit ist der Hauptsatz bewiesen. 


)+ log6) < nk(3 log k + 3 log (+) + 11). 
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Arithmetische Halbgruppen 
Von 
Bruno Bospacu in Kéln 


Einleitung 


In zwei friiheren Arbeiten [1], [2], deren Inhalt bekannt sei und die wir 
hier mit I, II zitieren wollen, wurden Holoide, Verbiinde und Ringe charak- 
terisiert, in denen sich jedes a in gewisser Weise eindeutig in (Halb-) Prim- 
elemente zerlegen 1aBt. Eine Frage, die sich an diese Untersuchungen anschlieBt , 
‘ ist folgende: ,,Welche Bedingungen sind notwendig und hinreichend dafiir, dap 
sich in einem Holoid, einem Verband oder einem Ring jedes a in der Weise halb- 
eindeutig in (Halb-) Primelemente zerlegen lapt, daB je zwei unverkiirzbare 
(Halb-) Primjaktorzerlegungen desselben a dieselben Faktoren besitzen, (wenn 
auch nicht in jeweils derselben Potenz) ?‘ Die Beantwortung dieser Frage ist 
das Hauptziel dieser Note. Sie wird uns Ergebnisse liefern, die allgemeiner sind 
als der bisher allgemeinste Zerlegungssatz, namlich I, Satz 2. Aus der Formu- 
lierung der Frage wird weiter folgen, daB uns ihre Beantwortung ein Kriterium 
liefert fiir Holoide, Verbande und Ringe, in denen jedes a eine Primelement- 
zerlegung besitzt. Neben dem oben erwahnten Hauptziel verfolgt diese Note 
als ein Nebenziel eine weitere Untersuchung der Struktur der C*-Holoide. Ein 
zweites Nebenziel ist die Klarung des Zusammenhangs der in I, II und den - 
nachfolgenden Paragraphen untersuchten Strukturen. Sie haben gemeinsam 
die Eigenschaft, daB sich in ihnen jedes a halbeindeutig in Halbprimelemente 
zerlegen lat, weshalb wir sie als arithmetisch bezeichnen wollen. Jene Klarung 
gelingt, genauso wie die angestrebten Charakterisierungen, unter ausschlieB- 
licher Verwendung bekannter, in I und II entwickelter Begriffe. — Die Ver- 
triglichkeit und Unabhangigkeit der aufgestellten Systeme wird nachgewiesen. 


§ 1. Allgemeinste arithmetische Holoide 


In diesem Paragraphen sollen arithmetische Holoide allgemeinster Struktur 
untersucht werden. 

Def. 1. Wir nennen ein Holoid H (halb-) schwachkanonisch, wenn jedes 
a € H eine (Halb-) Primfaktorzerlegung besitzt und je zwei unverkiirzbare ( Halb-) 
Primfaktorzerlegungen desselben a € H dieselben (Halb-) Primfaktoren aufweisen, 
(wenn auch nicht in jeweils derselben Potenz). 








7 
g 
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a 


& 
Ista = I] pho) eine in diesem Sinne halbeindeutig bestimmte (Halb-) Prim- 


o=1 oF 


faktorzerlegung von a € H, so nennen wir I] pro eine (halb-) schwachkanonische 


o=1 
Zerlegung von a. 

Man bestatigt ohne allzu groBe Schwierigkeiten, daB ein Holoid H genau 
dann schwachkanonisch ist, wenn jedes a¢€H eine Primfaktorzerlegung 
besitzt, und wir wissen, daB in solchen Holoiden jedes Halbprimelement ein 
Primelement ist. 

_Kiirzen wir (halb-) schwachkanonisch mit (hsk), bzw. (sk) ab, so ist der 
folgende Zusammenhang fast unmittelbar klar: 


(k) —+ (hk) —— (hsk) ; 


q’) (k) —+ (sk) —— (hsk) . 
Es gilt weiter: 
(k) «+ (hk) «+ (hsk) ; 
a’) —— 


(k) «+ (sk) «+ (hsk) . 

Denn nach I, (2’), gilt (hk) -+> (k), also auch (hsk) —~> (sk). 
Fig. 1 beweist (sk) —~> (k) und damit (hsk) —— (hk). 

(1’) und (1) liefern zusammen: 
(k) —— (hk) == (hsk) ; 
(k) <= (sk) <= (hsk) . 

Def. 2. Wir nennen H ein A*’’-Holoid, wenn H die Bedingungen (Af) und 
(A,) erfiillt, sowie die folgende: 

(Ay) Ist p ein Halbprimelement und gilt p < bc und sind p.c minimal- 

fremd, so folgt p < b*). 

Wir nennen H ein A” -Holoid, wenn H die Bedingungen (A,) und (A,) erfiillt, 
sowie die folgende: 

(Aj) Ist p ein Halbprimelement und gilt p\bc und sind p.c minimal- 

fremd, so folgt p\b. 

Nun gilt: 

(2) Ist H ein A*’”-Holoid, so ist H halbschwachkanonisch. 

Aus (A#) und (A,) folgt die Existenz einer Halbprimfaktorzerlegung fiir 
jedes a € H gemaB I, (11). Analog II, (18), ergibt sich, daB jeder Halbprim- 
faktor einer unverkiirzbaren Halbprimfaktorzerlegung von a ein Minimalteiler 
von a ist, und es folgt analog I, (12), unter Beriicksichtigung von (A;’’) 

n 





Fig. 1 (1) 


p< IT p,> p|p, far mindestens ein u(1 < w S n). Der Rest ergibt sich denn 
vy=1 

nach bekannter Methode. 

(3) Ist H ein A” -Holoid, so ist H schwachkanonisch. 


1) Auch fiir diese Note sei vereinbart, unter Potenzprodukten nur solche mit paarweise 
verschiedenen Basiselementen zu verstehen. 
*) Entsprechend seien (B;’) und (C;’) definiert. 
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' Denn wegen (A,) und (A,) ist I, (11), erfiillt; aus (A;’) folgt analog I, (12), 
p| IT p, > p| p, far mindestens ein 4(1 < uw < n), woraus sich dann der Rest 
v=1 


, des Beweises, ebenfalls nach bekannter Methode, ergibt. 

Def. 3. Es sei H ein halbschwachk isches Holoid. Dann verstehen wir 
unter der Linge \a| von a € H die Anzahl der verschiedenen Halbprimfaktoren 
einer (und damit jeder ) halbschwachkanonischen Zerlegung von a. 

(4) Ist H ein halbschwachkanonisches Holoid, so besitzt jedes a € H von der 
Liinge 1 eine eindeutig bestimmte unverkiirzbare Halbprimfaktorzerlegung. 

Denn dies folgt unmittelbar aus Def. 1 und dem Begriff der Unverkiirz- 
barkeit. 

Def. 4. Ist H ein Holoid und sind IT p, und IT 4, zwei unverkiirzbare 


vat ~~ 


Halbprimfaktorprodukte, so nennen wir II p, und A q, gleichférmig, wenn 


v=1 


jedes p, ein q, ist und in i q, in der gleichen ania vorkommt wie in II P, 
v=1 
und umgekehrt ae Ys ‘ein p, ist und in II p, in der gleichen Héaufigkeit vor- 
v=l 
‘ kommt wie in II Gy: 


pel 





n m n m 
Sind J] p, und J] q, gleichférmig, so schreiben wir J] p,= IT q,,. 
v=] p=l v=l aol 


Die Zeichen =, =, < seien weiterhin auf die ,,Werte“ der Produkte bezogen. 
Es gilt in i 1 p?q = pq’, aber p*q + Pq. Ferner ist hier p?¢ = PqP, 


pq = 8 und pq < pgp. Natiirlich gilt stets IT p, + Il ¢,- II P, ¥ IT w 


I v=l w=l v=1 a=l 
“ n 
also auch II p,< Ilq,- Jd p, + IT q. 
I v=l1 a=l1 =1 w= 
: Fir die weiteren huniibrengen dieses Paragraphen wollen wir ungleich- 
L férmige unverkiirzbare Halbprimfaktorprodukte als verschiedene Dinge an- 
sehen. 
Def. 5. Ist I b™* ein Halbprimfaktorprodukt, so nennen wir ii b™™ ein 


x=1 x=1 . 
Kernprodukt von a, wenn es eine unverkiirzbare Halbprimfaktorzerlegung I] ate 
o=1 


ai von a gibt, so daB jedes b”™ ein at?, also jedes b, eina, und dann hier fiir m,, = n, ist. 
k k 
er Ist IT b% ein Kernprodukt von a, so schreiben wir J] b%* <] a. 


” x=] x=l1 
Natiirlich ist jedes Kernprodukt unverkiirzbar. In Fig. 1 sind p, q, p’, g*, 
P & 
in p*q und pq? genau alle Kernprodukte von s. pq ist kein Kernprodukt von s. 


Det..6. Wir nennen zwei Kernprodukte von a dquivalent in a, wenn sie 
k 
dieselben Basiselemente besitzen. — Gilt [] b™<l a, 80 bezeichnen wir die 


x=1 


k k 
ise Klasse der zu [] b%™ in a dquivalenten Kernprodukte mit K.( IT in). 


x=] x=<1 
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Man sieht sofort, daB die eingefiihrte Aquivalenzrelation die. Forderungen 
der Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitaét erfillt. Im oben genannten 
Beispiel sind p und p* aquivalent in s, ebenso q und g’, ebenso pg* und p*q. 
Nicht aquivalent in s sind etwa p und q’. 

k k 
Def. 7. Wir nennen J] b'* ein minimales Element in K.( iT in) , wenn es 


x=1 x=1 
é 
beziiglich < minimal ist, und bezeichnen I] b= dann auch als ein minimales 
x=1 
Kernprodukt von a*). 
k ‘ 
Als minimalen Vorgdnger von I] b'x in x, IT on) bezeichnen wir jedes 
x=1 x=1 
k k 
minimale Element aus K.| IT om) , das I] b's teilt. 
x=] x=] 
Im genannten Beispiel ist etwa p minimaler Vorganger von p* in K,(p). 
Nun kénnen wir als Haupthilfssatz dieses Paragraphen beweisen : 
(5) Ist H ein halbschwachkanonisches Holoid, so besitzt jedes a € H héchstens 
endlich viele halbschwachkanonische Zerlegungen. 
& 
Es sei a ein Element aus H, sowie a= [] a3 eine unverkiirzbare Halb- 
o=1 
primfaktorzerlegung von a. Dann sagen wir, die natiirliche Zahl n (1 < n S s) 
habe die Eigenschaft (E), wenn folgendes gilt: 
é 
(E,) Zu jedem J] b™ <a mit k < n gibt es einen minimalen Vorgdnger in 
x=1 
k 
K.( IT in). 
x=1 
(E,) Es existiert eine kleinste natiirliche Zahl m,(n), so daB alle minimalen 
Kernprodukte von a, deren Linge <n ist, Teilprodukte von J] a™™ 
a=l 
sind. 

Dann hat zunachst 1 die Eigenschaft (E). Denn in jedem K, (a3) gibt es 
ein a3’ mit minimalem y,, weshalb (E,) fiir n = 1 erfiillt ist, und es hat m,(1) 
= max(y,) (1 < o S 8) die Eigenschaft (E,), was aus (4) folgt. 

Es sei gezeigt, daB n < s — 1 die Eigenschaft (E) hat. Dann konstruieren 

k k 
wir zu jeder der (,{,) Klassen K, ( IT wy) mit k=n-+1 ein m( I ve) 
x=1 x=1 
k k k 
nach folgender Vorschrift: Sind J] bmx,..., J] bmi,..., I] bw die nach (E,) 


x=2 x=2 x=2 


existierenden und nach (E,) héchstens endlich vielen minimalen Kernprodukte 


k 
aus K,( II 62+) , 90 gibt zu jedem g (1 < o < r) ein kleinstes 9;, so daB 


x=2 








*) Diese Bezeichnung ist zwar nicht ganz logisch, da es zu einem minimalen Kern- 
produkt von a durchaus noch echte Vorgiinger (von kleinerer Lange) unter den Kern- 
produkten von a geben kann, sie erspart jedoch an einigen Stellen Umstindlichkeiten. 





—suT eS oO 
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k 


be JT b™% <] a ist. Das Maximum dieser 9, sei 9(1) und es seien entsprechend 


x= Z 


k 
0(2), ....0(" + 1) ermittelt. Dann bezeichnen wir mit m’ Il om) die Zahl 


x=1 


‘ 
max(o(x)) (l= x < 2+ 1). Das Maximum der -. 1) vielen m’ ( IT vz") 
x=1 
bezeichnen wir mit m’(n + 1) (Wir hatten diese GroBe natiirlich auch ermitteln 
k6énnen, indem wir zunachst das Maximum aller bei den verschiedenen Kern- 
produkten von der Lange n + 1 drankommenden o(1), sodann das der o(2) usw. 
und schlieBlich das Maximum dieser Maxima gebildet hatten ) Wir setzen nun 


n®* 
max(m’(n +1), m,(n)) = m(n+ 1). Ist dann [7 b%*</a mit n* < n+ 1, 


x=1 
so besitzt [7 6% einen minimalen Vorganger in K, ( IT bz) , der Teilprodukt 
x=1 x=1 


n®* 
von JJ b™+» ist. Denn ist n* < n, so ist wegen m,(n) < m(n + 1) nichts 
x=] 


zu zeigen. Ist aber x* = n + 1 und irgendein m, => m(n + 1) + 1, so dirfen wir 
m, = m(n+1)+1 annehmen. Dann existiert nach Induktionsannahme zu 


n®* n®* n®* 
IT b% ein minimaler Vorganger [7 6 in K, ( iT om), der wegen m,(n) < 
x=2 x=2 x=2 


n®* 
< m(n + 1) Teilprodukt von J7 6™*+ ist, und zu diesem nach Konstruktion 


x=2 


ein 1, < m'(n + 1) < m(n +1), so daB J] by ein Kernprodukt von a, ein 


x=] 


Teilprodukt der Lange n + 1 von JJ 6+” und natiirlich ein Vorganger von 


x=1 


n* n* 
IT bo in x, ( IT om) ist. Da es nur endlich viele (unverkiirzbare) Teil- 


x=1 x=1 
n® 
produkte der Lange n+ 1 von J] b™"* gibt, folgt weiter, daB es unter 
x=1 


diesen ein minimales geben muB, das Kernprodukt von a und Vorganger 


von J] b™ ist. Ist dann etwa J] b* ein solches Produkt, so ist [7 b% ein 


x=1 x=1 x=1 


n®* n®* n® 
minimaler Vorganger von J] b%* in K, ( IT vn) . Denn gabe es ein J] b™ < 


x=1 x=1 x=1 


n® n*® 
< [] b®in kK, ( IT om) , 80 wiirde nach unserer Konstruktion in dieser Klasse 


x=1 x=] 


auch ein J] bu < J] b* existieren, das Teilprodukt von J] b+” ware, 


x=1 x=1 wom] 


mit Widerspruch zur Konstruktion von [7 bjx. Somit hat n + 1 die Eigen- 


x=1 


schaft (E,). 
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Ist weiter 7 b (n* < n+ 1) ein minimales Element in K, (a7 vm) , 80 


x=1 x=1 


n* n* 
muB8 J] b* ein Teilprodukt von J] b™"*” sein. Denn ware ein 


x=1 x=1 


lL, = m(n + 1) + 1,80 miBte n* = x + 1 sein und wir diirften 1, > m(n+1)+1 


annehmen und kéniuten nach dem oben angewandten Konstruktionsverfahren 


n* n® n* n* 
in K,( IT 05) ein [] b* finden, so daB JJ b* < J] Ue und dA, < m(n+1) < 
x=1 x=1 x=2 x=2 
n* n* 
<1t,, also wegen der Unverkiirzbarkeit von J] bx insgesamt 6+ J] 6 < 


x=1 x=2 


< 6% [7 by <b IT] ware, mit Widerspruch zur Minimaleigenschaft von 


x=2 x=2 


IT bz. Es ist also jedes minimale [7 b% <j a mit n* < n + 1 ein Teilprodukt 


x=1 x=1 


a 

von J] a™“+ und wir brauchen nur noch das Minimum der natiirlichen 

o=1 

Zahlen mit dieser Eigenschaft von m(n + 1) als m,(n + 1) festzulegen, um den 

Existenzbeweis von m,(n + 1) und damit insgesamt denjenigen von m,(8) zu 

vollenden. “. 

Damit ist aber alles gezeigt. Denn in K, ( IT a) ist jedes Element minimal 
o=1 

und es enthalt diese Klasse genau alle unverkiirzbaren Halbprimfaktor- 

zerlegungen von a. 

(6) Ist H ein Holoid, in dem jedes Element mindestens eine, aber hichstens 
endlich viele unverkiirzbare Halbprimfaktorzerlegungen besitzt, so erfiillt H 
die Bedingung (Af). 

Ist a = tt’ und ¢ = a, so ist e < ¢’ Minimalpartner zu ¢ in a. Es sei deshalb 


x 
t <a. Auf Grund der Voraussetzung gibt es ein [7 a™, so daB jede unverkiirz- 


o=1 


8 
bare Halbprimfaktorzerlegung von a ein Teilprodukt von J] a™ ist. Ist nun 


o=1 


k k 
etwa t/= J] t;, eine Halbprimfaktorzerlegung von ?’, so gilt ¢ [7 t;, = a, und 


x=] x=1 


k 
wir kénnen durch sukzessives Streichen eine Darstellung ¢ [J t,, =a mit 


x =1 
¥ 
k’ = 1 erhalten, in der sich kein t/, mehr streichen 14Bt. Somit gilt: ¢ [7 t', 
x =1 


k’ k’ 8 
=a, I]t, < ¢t und: J] t, ist ein unverkiirzbares Teilprodukt von J] a”. 
x =1 x o=1 


=1 
Da es nur endlich viele Halbprimfaktorprodukte mit diesen drei Eigenschaften 


k 
von J] t, gibt, kénnen wir eines von minimalem Wert unter ihnen 
x =1 r r 
annehmen. Ist dann etwa J] t, ein solches und hat J] %, den Wert t, 
e=1 e=1 
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so ist? < ¢’ Minimalpartner zu ¢ in a, denn die Annahme eines t”’ < # mit tt” = a 
I 6 
wiirde die Existenz eines Teilproduktes J7 t;/ von J] a™ mit den drei erwahn- 
a=1 


o=l 


U r 
ten Eigenschaften und JJ ty < t’ <t= J] t, bedingen. 
A=1 e=1 
(7) Ist H ein Holoid, in dem jedes Element mindestens eine, aber hichstens 
endlich viele unverkiirzbare Halbprimfaktorzerlegungen besitzt, so erfiillt H 
die Bedingung (A;). 
Aus dem Beweis zu (6) folgt, daB sich jeder von e verschiedene Minimal- 


s 
teiler von a €H auffassen 148t als unverkiirzbares Teilprodukt von J] a’. 
o=1 
Hiervon gibt es aber nur endlich viele, woraus wegen der Transitivitét und 
Antisymmetrie von <x die Behauptung folgt. 
(8) Ist H ein halbschwachkanonisches Holoid, so erfiillt H die Bedingung (A;''). 
Es ist e< p <a gleichbedeutend damit, daB p in jeder unverkiirzbaren 


n 
Halbprimfaktorzerlegung von a als Faktor vorkommt. Denn es seia=p J] p, 
v= 1 


eine unverkiirzbare Halbprimfaktorzerlegung von a. Gabe es dann ein ¢ < p 
n 
mit ¢ J] p, =a, so ergabe sich eine unverkirzbare Halbprimfaktorzerlegung 


v=l1 


r n n 
IT t, IT p, von a, in der wegen I] p,<a mindestens ein ¢, ein p, ware, 
e=1 vy=l1 v=1 
woraus fiir mindestens ein p, folgen wiirde p,< p, mit Widerspruch zur Un- 


n 
verkiirzbarkeit von p J] p,. — Ist umgekehrt e < p < a und p ein Minimal- 
v= 
partner zu ¢ in a, so gilt ¢< a, woraus sich ergibt, daB p in mindestens einer, 
also dann auch in jeder unverkiirzbaren Halbprimfaktorzerlegung von a als 
Faktor vorkommt. 

Gilt nun e + p < bc und sind p, c minimalfremd, so kann p kein Faktor der 
halbschwachkanonischen Zerlegungen von c sein, weshalb p ein Faktor der 
halbschwachkanonischen Zerlegungen von 6 sein muB, was nach unserer Vor- 
bemerkung p x 6 bedeutet. Gilt aber e = p < bc, so folgt p < 6 a fortiori. 

(9) Ist H ein schwachkanonisches Holoid, so erfiillt H die Bedingung (Aj). 

In einem schwachkanonischen Holoid ist jedes Halbprimelement ein Prim- 
element. Der Rest folgt analog I, (30). 

Zusammenfassend kénnen wir also sagen: 

(10) Ist H ein halbschwachkanonisches Holoid, so ist H ein A*’’’-Holoid. 
(11) Ist H ein schwachkanonisches Holoid, so ist H ein A"’-Holoid. 

Aus (2) und (10), bzw. aus (3) und (11) folgt dann: 

Satz 1: Es sind die beiden Aussagen dquivalent: 

1. H ist ein A*’’’-Holoid und 2. H ist halbschwachkanonisch. 

Satz 2: Hs sind die beiden Aussagen dquivalent: 

1. H ist ein A” -Holoid und 2. H ist schwachkanonisch. 
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§ 2. Spezielle arithmetische Holoide 


Um den Zusammenhang der untersuchten arithmetischen Holoide besser 
erkennen zu kénnen, aber auch, um die kanonischen Halbverbande und halb- 
schwachkanonischen Ringe charakterisieren zu kénnen, sollen in diesem Para- 
graphen zunachst die C’- und C’’-Holoide untersucht werden, von denen bereits 
in I die Rede war. Ein C’- bzw. C’’-Holoid ist natiirlich ein Holoid, das die Be- 
dingungen (C,) und (C,) erfiillt, sowie die Bedingung (C3) bzw. (C3’). Dabei soll 
(C3) die der Bedingung (B3) und (C3’) die der Bedingung (B;') entsprechende 
sein *). 

(12) Ist H ein Holoid und at,t, ein Produkt aus H, in dem t, Infimalpartner zu 
at, in (at,)t, ist, sowie t, Infimalpartner zu a in at,, so ist t,t, Infimal- 
partner zu a in a(t,t,). 

Denn es gilt: at,t,\ab>t,|b>t2=—b-ai,t,\at,¢4>t,|4r>t,y=2r> 
> (hta)y = b> 48, |b. 

(13) Ist H ein Holoid, das (C,) erfiillt, und p ein Halbprimelement aus H, so gilt: 
a<ap sab>psxb. 

Denn wire etwa c< p und ac=ap, so ergabe sich p= pe Sac und, 
da p Infimalpartner zu c in pe ist, hieraus p < a, etwa px =a. Dann wiirde 
aber folgen: ap = ac = rpc = xp=a, mit Widerspruch zur Voraussetzung. 
(14) Ist H ein Holoid, in dem jedes a € H eine Halbprimfaktorzerlegung besitzt 

und in dem fiir jedes Halbprimelement p gilt: a< ap <ab>p <b, so 
erfiillt H die Bedingung (C,). 
Denn es gelte ¢ < a. Ist dann ¢ = a, so ist e Infimalpartner zu ¢ in a. Ist 


n 
t<aundetwat J] p, =a, so dirfen wir annehmen, daB sich kein p, streichen 


v=] 


u—1 
laBt, was bedeutet, daB jedes p,(1 < ~ <7) Infimalpartner zu ¢ JJ p, in 


v=] 
a n 

t IT p, ist. Hieraus folgt dann nach (12), daB JJ p, Infimalpartner zu ¢ 

vy=1 v=l1 

in a ist. — 

(15) Ist H ein Holoid, in dem jedes a € H eine Halbprimfaktorzerlegung besitzt, 
so erfiillt H genau dann die Bedingung (C,), wenn fiir jedes Halbprim- 
element p gilt:a<ap sab>psb. 

Denn dies ergibt sich unmittelbar aus (13) und (14). 
Aus (12) und (13) folgt noch: 
n 
(16) Ist H ein Holoid, das (C,) erfiillt, unda= IT p, eine unverkiirzbare Halb- 


v=1 


n 
primjaktorzerlegung von a € H, so ist jedes Teilprodukt von I] p, Infimal- 


v=1 


partner zu seinem ,,Restprodukt in a. 
Nun kénnen wir beweisen: 
(17) Ist H ein C’-Holoid, so ist H primkanonisch. 


*) Wir kénnten uns fiir das Folgende mit der Bedingung (C;’’) statt (C;) begniigen, 
was die Beweise zeigen werden. 
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Zunachst ist H ein B’-Holoid, also halbkanonisch. Zeigen wir nun noch, 
x 
daB jedes Halbprimfaktorpotenzprodukt J] p%* mit unverkiirzbaren p% 


o=1 
und einer Halbprimkrone (p,) als Basis unverkirzbar ist, so sind wir fertig. 
Dies folgt so: LieBe sich in einem Produkt der angegebenen Art ein p, streichen, 
s—1 


so kénnten wir s 2 2 und p, = p, annehmen, so daB p™~'p, < p™—! IT pn’, 
= 





s—1 

also nach (13). p, < I] phe folgen wiirde*). Es gabe also ein c mit p,c 
o=l 

7 s—1 s—1 

= I] pre. Ware nunc < I] phe, so lieBe sich eine unverkiirzbare Halbprim- 


o=l o=l 
s—1 
faktorzerlegung von J] pi mit p, als Faktor gewinnen, woraus nach (13) 
o=1 
s—1 s—1 
p, < IT phe, also auch p, ¢ J] pre und damit nach I, (24), p, < p, fiir min- 
o=1 o=l1 
destens ein p,(1 So¢=s — 1) folgen wiirde mit Widerspruch zur Voraus- 
’ s—1 s—1 s—1 
setzung. Also miBte c= J] pt? und damit p, J] pte = J] pre sein. Hieraus 
o=1 


o=1l1 o=1 
s—1 


t ergabe sich weiter p,p, < p, IT p* mit %, = n, — 1 und #, = n, fir 2 <o < 
o=1 
<s—1. Da wegen p, < p,p, nach (13) p, Infimalpartner zu p, in p,p, ist, 
oe m 
t wirde weiter p, < J] p%¢ folgen, und es ergiabe sich ganz analog zum ersten 


o=1 


s—1 s—1 

Teil des Beweises: p, [7 pt*= J] p*, weshalb wir unser Verfahren fortsetzen 

o=1 o=1 
1 kénnten bis wir schlieBlich zu dem Widerspruch p, < p,_, gelangten. — Es 
muB daher jedes Produkt der angegebenen Art unverkiirzbar sein, womit alles 
t gezeigt ist. 
(18) Ist H ein C’’-Holoid, so ist H primkanonisch. 
Denn dies foigt unter Beriicksichtigung von FuBnote *) aus dem Beweis 
von (17). 
(19) Ist H ein primkanonisches Holoid, so ist H ein C’- und ein C”-Holoid. 

Da H primkanonisch ist, sind die Bedingungen (C,) und (C,) erfiillt. Da 
jedes primkanonische Holoid kanonisch und halbkanonisch ist, folgt das Er- 
* fiilltsein der Bedingungen (C3) und (C;') aus dem Erfiilltsein der Bedingungen 
(Bs) und (B;’), die wegen (C,) mit (Cj) bzw. (C;’) identisch sind. 

Aus (17), (18), (19) folgt nun als eine Erweiterung von I, Satz 1: 

Satz 3: Es sind je zwei der folgenden Aussagen dquivalent : 

1. A ist ein A-Holoid; 2. H ist ein B-Holoid; | 
3. H ist ein C-Holoid; 4. H ist ein C’-Holoid; 5. H ist ein C’-Holoid; 
6. H ist halbprimkanonisch und 7. H ist primkanonisch. 


5) Ist p, ein Primelement, so bedeutet dies schon einen Widerspruch. 


Math. Ann. 144 17 











248 Bruxo Bossacu: 


Mit den Satzen 1, 2 und 3 sind nun jene Systeme untersucht, die am Ende 
von I, §3, erwihnt wurden, wenn man absieht vom A’-System, das keine 
eindeutigen Halbprimfaktorzerlegungen liefert, wenn man nicht (A,) durch 
(Af) ersetzt, wie es in IT, § 1, geschah. 

Im zweiten Teil dieses 'Paragraphen wenden wir uns noch einmal den 
C*-Holoiden zu. Wir zeigen zunachst: 

(20) Ist H ein Holoid, das die Bedingungen (C,) und (C,) erfiillt, und ist 
asc&b <c sowie (an br\c)c =c¢, so gilt ab <c. 

Dies folgt auf Grund der Implikation: a6 = (arc) (bc) =abnacn 
AN bence=abn (anbrc)c>ab Se. 

(20) 14Bt sich natiirlich fiir endlich viele Teiler erweitern. 

(21) Ist H ein Holoid, das (C,) und (C,,.) erfiillt, so erfiillt H auch die Bedin- 
gung (C.,). 

Sind a, b zwei Elemente aus H und ist a* der Infimalpartner zu (a / 6) in 
a, 6* der Infimalpartner zu (a 4 b) in b, so bilden wir ¢ = (a4 b)a*b*. Dann 
sieht man sofort:¢ <c&b <c. Ist weitera <v & b < vundetwa (anb)zx=v, 
so folgt a* < x & b* < x. Zeigen wir nun noch, daB (a* ~ b*) x = z gilt, so 
sind wir nach (20) fertig. Hierzu geniigt aber der Nachweis von (a* > b*)a* =a*, 
und der folgt so: Es gilt (a7 b) (a* 4 b*) = (an b)a* 4 (an b)b*¥ =an b. 
Ist dann etwa (a* - b*)y = a*, so folgt weiter: (a > b)a* = (a 7 b) (a* y\ b*)y 
= (ar\b)y>a* < y, woraus sich wegen y S a* dann y=a* und damit 
(a* -\ b*)a* = (a* -\ b*)y = a* ergibt. 

Es ist also nach (21) (Cf) gleichbedeutend mit (C, & C,.). Wir wollen nun 
a 6 mittels der Operationen * und /\ noch etwas anders ausdriicken. Hierzu 
ein Hilfssatz: 

(22) Ist H ein Holoid, das (Cf) erfiillt, so gilt die Beziehung: ((b ra) * b) 
= (a * b) = (a (b VU a)). : 

Es gilt zunachst (a b)x >b+azx 2b, also (a*b) S ((a7b) #b). 
Andrerseits ist (a7 6) (a*b)=a(a*b)-\b(a*b)>b, also ((ab)*b) < 
S (a * b). Somit ist der erste Teil der Gleichung erfiillt. Der zweite Teil folgt 
aus a(a +b) =a), was in II, (9), bewiesen wurde, und aus der Definition 
von (a * b). 

Aus (22) und (21) erhalten wir: 

(23) Ist H ein Holoid, das (Cf) erfiillt,’so gilt fiir je zwei Elemente a, b aus H die 
Formel: a \s b = (a * b) (a7 b) (b * a). 

Wir erwahnen noch eine Beziehung, die interessant erscheint : 

(24) Ist H ein Holoid, das (Cf) erfiillt, so gilt fiir je zwei Elemente a, b aus H: 
(a * b) (b * a) = (a * b) U (be a). 

Es geniigt (a + b) (b* a) < (a*b) U (b* a) nachzuweisen. Dies folgt aber, 
wenn wir unter a*, bzw. b* wieder ((a > b) * a), bzw. ((a 7) b) * 6) verstehen, nach 
(22) und (23) unter Beriicksichtigung von (12) aus der Beziehung: (a7\b)a*b* 
=aUb=(aub)n (au b) =ab* jn a*b < a(a* VV) b*) 4 b(a* U b*) = (an b) 
(a* U BF). 

Mit (C, & C, & C,,) haben wir ein System, das uns angibt, welches Verhalten 
der Elemente eines Holoides H charakteristisch dafir ist, daB H ein prim- 
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kanonisches +Holoid darstellt. Wir fragen nun abschlieBend, durch welches 
Verhalten der Ideale die primkanonischen +Holoide gekennzeichnet sind. Diese 
Frage laBt sich beantworten mittels der endlichen Quotientenideale. 

Bevor wir die weiteren Untersuchungen durchfihren, erwihnen wir, daB 
ein Ideal endlich heiBen soll, wenn es eine endliche Basis besitzt. 

(25) Ist H ein Holoid, in dem die nicht leeren Mengen A und A’ dasselbe Ideal 
erzeugen und ebenso die nicht leeren Mengen B und B’, so erzeugen auch 
die Mengen A B und A’ B’ dasselbe Ideal (vgl. [3)). 

Denn es gilt: s| A Bt ++ 8| A’ Bt ++ 8| BA't ++ 8| B’A't ++ 8| A’ B't. 

(26) Sind a,b zwei Ideale aus H, so bildet die Menge x 26 aller x mit ax Sb 
wieder ein Ideal (vgl. [3]). 

Denn gilt fiir jedes Paar s,¢ € H:s|rt—s|ct, so folgt: s|bt+s\art—+s|rat—> 
+s\|cat>accb>ce€r. 

Def. 8. Sind a,b zwei Ideale aus H, so versteht man unter dem Produktideal 
(oder Idealprodukt) ab das von der Menge aller ab mit a€a &b€b erzeugte 
Ideal und unter dem Quotientenideal (oder Idealquotienten) b:a das Ideal aller x 
mitax Sb. 

Nach (25) und Def. 8 gilt also mit {A} = a und {B} = 6 auch ab = {A B}. 

Es folgt nun der wichtige Hilfssatz: 

(27) Ist H ein Holoid und sind a, b, ¢ drei Ideale aus H, so gilt: (a:b):c=a:(be). 

Denn es ist: x € (a:b):corcax Ca:beober Gav z Ea:(be). 

Def. 9. Ist H ein Holoid, so setzen wir in der Menge der endlichen Ideale 
genau dann a Sb, wenn es ein endliches Ideal ¢ gibt, so daB b = a:c ist. 

Auf Grund von (27) ist © eine Halbordnungsrelation in der Menge aller 
endlichen Ideale von H. 

Def. 10. Wir nennen H ein E-Holoid, wenn folgende Bedingungen erfiillt 
sind: 

(E,) Sind a,b zwei endliche Ideale, so ist a:b ein Hauptideal. 

(E,) Die Menge der endlichen Ideale erfiillt die aufsteigende Teilerketten- 

bedingung beziiglich <. 

Hiernach kénnen wir nun leicht zeigen: 

(28) Die Bedingung (E,) ist gleichbedeutend mit (Cf). 

Es geniigt, (E,) + (C, & C,,) zu zeigen. Dies folgt so: Unter Voraussetzung 
von (E,) ist jedes endliche Ideal wegen a:{e} = a ein Hauptideal, was (C,) 
bedeutet, und fiir a <b gilt {b}:{a} = {(a + b)}, was (C,) bedingt. — Gelten 
aber (C,) und (C,,), so ist jedes endliche Ideal Hauptideal, da fiir jede endliche 
Menge A mit {A}=a gilt: s|At+s|M At+s|(NA)t also NACa>a 
= {f A}. Fir Hauptideale aber gilt {b}:{a} = {(a * b)}. 

(29) Die Bedingung (E,) ist unter Voraussetzung von (Cf) oder (E,) gleichbedeu- 
tend mit der Bedingung (C,). 

Denn wegen der gemachten Voraussetzung ist jedes endliche Ideal ein 
Hauptideal und wegen {6}:{a} = {(a * 6)} und 22 ist {a,} ¢ {a,}++a, >a, womit 
alles gezeigt ist. 

-(28) und (29) liefern unter Beriicksichtigung von (21), IT, (9), und II, Satz 1, 
den 

tag 
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Satz 4: Es sind je zwei der folgenden Aussagen dquivalent. 
1. A erfiillt das Bedingungssystem (C, & C, & C,}: 
2. H ist ein E-Holoid und 
3. H ist ein primkanonisches +Holoid. 


§ 3. Verbandstheoretische Auswertung 


Wir wollen zunachst die Ergebnisse der beiden ersten Paragraphen ver- 
bandstheoretisch auswerten. 

Ein Halbverband mit Einselement ist bekanntlich eine kommutative 
Halbgruppe mit Einselement, die das Gesetz der Idempotenz, aiso a* = a fiir 
alle a aus H, erfillt. Hieraus folgt dann:az=b & by=a->c=6*y = ra®*=b 
und ab = a U b. Somit ist ein Halbverband mit Einselement ein Hcloid, in dem 
fiir je zwei Elemente a,b} gilt: ab =a\Wb. Umgekehrt ist naitiirlich jedes 
Holoid H mit ab = a  b fiir alle a, b € H ein Halbverband, womit die Struktur 
der Halbverbande gekennzeichnet ist. Es sei nun H ein Halbverband mit 
Einselement. Dann ist H offenbar genau dann (halb-)schwachkanonisch, 
wenn H (halb-)kanonisch ist. Es liefert also die Auswertung der Satze 1 und 2 
nichts wesentlich Neues. Wir kénnen aber zeigen, daB ein Halbverband schon 
dann kanonisch ist, wenn er (C,) und (C,) erfiillt, was fiir Verbande unter Be- 
riicksichtigung von II, (10), unmittelbar aus II, Satz 1, folgt. 

(30) Erfiillt der Halbverband H die Beuingung (C,), so ist jedes Halbprimelement p 
aus H ein Primelement. 

Denn nach (13) gilt: pjab & ptb+b< pb < pab=aid- pia. 

Wegen ab = av b fiir alle a, 6 aus H gilt somit der 

Satz 5: Ein Halbverband mit Einselement ist genau dann kanonisch, wenn er 

relativ pseudokomplementdr ist und (C,) erfiillt. 


§ 4. Ringtheoretische Auswertung 


In Anlehnung an II nennen wir einen Ring R genau dann (halb-)schwach- 
kanonisch, wenn R (halb-)schwachkanonisch ist. Entsprechend nennen wir R 
genau dann arithmetisch, wenn R arithmetisch ist. Dieser Paragraph wird das 
Ergebnis liefern, daB ein Ring R genau dann arithmetisch ist, wenn R ein 
Z-Ring ist, bzw., wenn sich jedes a € R in Primelemente zerlegen laBt. 

(31) Ist R ein halbschwachkanonischer Ring und p"*+' eine unverkiirzbare Halb- 
primfaktorpotenz, so ist p Infimalpartner zu p" in p"*'. 

Ist n = 0, so ist nichts zu-zeigen. Ist n > 1, so muB nach (4) notwendig 
p <= fir jedes x mit p"x = p"*+! gelten. Hieraus folgt dann nach dem Beweis 
von IT, (37), die Behauptung. 

(32) Ist R ein halbschwachkanonischer Ring, so ist R auch primkanonisch. 

Es geniigt nach (14) der Nachweis, daB fiir jedes Halbprimelement p gilt: 
a<ap <ab-—-p <b, da R dann die Bedingungen (C,), (C,) und (C;’) 
erfillt, aus denen .nach FuBnote *) die Behauptung folgt. Wegen des Beweises 
von II, (37), geniigt es schon, zu zeigen, daB fiir jedes Halbprimelement p 
die Implikation a << ap=ab-—p & b erfiillt ist. Dies folgt aber so: Es ist 
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p <x ab,daa< ap gilt. Ist gleichzeitig p x a, so muB notwendig p < 6 sein, 
erst recht also p < b. — Ist dagegen p <a und etwa p” J] p, = a eine halb- 


v= 


schwachkanonische Zerlegung von a mit p,+ p(l < v Sn), so folgt nach (31) 
p"p <p” ( IT P,) b>p< ( IT p,) b. Ist hierbei p x ( IT p.) b, so ergibt 


r=1 v=l vel 
sich p <x b+ p < b wegen p x J] p,. Ist aber p x ( IT p,) b, 80 folgt nach 
v=l \ 


vel 


dem ersten Teil des Beweises p( Ip.) b=( IT p,) b—( IT p,) p s 


v=] v=] r=1 
=| Ii p,) op S b. 
v= 
Nach (32) kénnen wir nun unter Beriicksichtigung von (1') das angekiin- 
digte Ergebnis aussprechen : 
Satz 6: Es sind je zwei der folgenden Aussagen dquivalent : 
1. R ist ein Z-Ring; 2. Jedes a € R lapt sich in Primelemente zerlegen ; 
3. R ist halbschwachkanonisch; 4. R ist schwachkanonisch ; 
5. R ist halbkanonisch; 6. R ist kanonisch ; 
7. R ist halbprimkanonisch und 8. R ist primkanonisch. 
Ist R ein Z-Ring, also ein arithmetischer Ring, so sind die Relationen 
~ und = gleichbedeutend*®). 


§ 5. Der Zusammenhang der arithmetischen Strukturen 
In diesem Paragraphen sollen einige Systeme so zusammengestellt werden, 
daB eine bessere Einsicht in den Zusammenhang der verschiedenen unter- 
suchten Strukturen erméglicht wird. Da jeder arithme- 


tische Ring ein Z-Ring ist, ist ringtheoretisch nichts zu (hpk) 
zeigen. — Verbandstheoretisch erhalten wir den Zu- Cm 
sammenhang: ? 


(33) (hsk) «+ (A, & A, & A,) < (hk) 
J t | 


| ¥ 
(sk) + (A, & A, & D) + (k) 
Wenden wir uns den Holoiden zu, so gilt hier zunachst : 
(34) (hsk) + (Af & A, & Aj’) (sk) «+ (A, & A, & Aj’) 
(hk) «> (B,& B,& By”) —(k) «+ (B, & B, & By) 
(hpk)++ (C,&C,&C3") = (pk) + (C, & C, & Cy’) 
Weiter sind wir in der Lage, mit Hilfe der Bedin- 
gungen (Af), (Ag), (As), (Ag), (Ag), (Ag”) den Zusammen- 
hang der untersuchten Holoide zu beschreiben. Zunachst Fig. 2 
bilden die Aussagen: H ist primkanonisch, H ist kano- 
nisch, H ist halbkanonisch, H ist schwachkanonisch und H ist halbschwach-' 
kanonisch einen Verband (> fiir =~). Ferner erfiillt jedes der untersuchten 





= ‘Dieser Sachverhalt ist in Ringen mit aufsteigender Teilerkettenbedingung b-- 
ziiglic stets ge n, was aus Il, *), ohne Schwierigkeiten abgeleitet werden nn. 
glich || gegebe II, (31’), ohne Schwierigkei bgelei rden ka 
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Holoide die Bedingungen (Af) und (A,). Die Differenzierung wird also bewirkt 
durch die Bedingungen (A,), (Aj), (A3’), (Aj), so daB wir zu der anschaulichen 
Charakterisierung der Fig. 2 gelangen, wenn wir darauf verzichten, die Bedin- 
gungen (Af) und (A,) zu erwahnen. Neu ist hierbei lediglich, daB das System 
(A? & A, & A; & Aj’) charakteristisch ist fiir die kanonischen Holoide, was 
man sich leicht klar macht, da es sich bei kanonischen Holoiden um halb- 
kanonische handelt, in denen jedes Halbprimelement ein Primelement ist. — 
Von den *Holoiden wollen wir in diesem Zusammenhang absehen. 


§ 6. Vertriglichkeit und Unabhingigkeit der aufgestellten Systeme 


Uber die Widerspruchsfreiheit der aufgestellten Systeme gilt das in I, § 4, 
Gesagte. Zum Nachweis der Unabhangigkeit ziehen wir noch einmal die Bei- 
spiele aus I heran, mit denen die Unabhangigkeit der dort aufgestellten Sy- 
steme nachgewiesen wurde. Sie liefern den Unabhangigkeitsnachweis aller in 
dieser Note herangezogenen, noch nicht als unabhangig nachgewiesenen 
Systeme, wenn man absieht von der Koppelung (Af & A, & A; & A;’). Deren 
Unabhangigkeit folgt aber ebenfalls leicht. Denn, daB (Af) und (A,) jeweils 
unabhangig sind von den iibrigen Bedingungen. ergibt sich aus den bekannten 
Beispiclen. Aber auch (Aj) und (A;’) sind jeweils unabhangig von den iibrigen 
Bedingungen, da sonst jedes halbkanonische, bzw. jedes schwachkanonische 
Holoid kanonisch ware. 


Literatur 


[1] Bossacu, B.: Charakterisierungen von Halbgruppen mit eindeutigen Halbprim- 
faktorzerlegungen. Math. Ann. 189, 184—196 (1960). 

[2] Bossacu, B.: Charakterisierungen von Halbgruppen mit eindeutigen Halbprim- 
faktorzerlegungen unter Beriicksichtigung der Verbinde und Ringe. Math. Ann. 141, 
193—209 (1960). 

[3] CurrForp, A. H.: Arithmetic and idealtheory of commutative semigroups. Ann. Math. 
39, 594—610 (1938). 

[4] Dusret, P.: Algébre. Paris: Gauthier Villars 1954. 

(5) Hintzen, J.: Ein System von unabhiingigen Axiomen fiir Halbgruppen mit ein- 
deutigen Halbprimfaktorzerlegungen. Diss. Kéln (1957). 

[6] Kvern, Fritz: Gekoppelte Axiomensysteme in der Theorie der abstrakten Ver- 
kniipfungen. Math. Z. 37, 39—60 (1933). 

(7] Sxotem, Tu.: Theorems of divisibility in some semigroups. Norsk Vid. Selsk. Forhdl. 
24 No. 10, 48—53 (1952). 

[8] v. p. Wagrpen, B. L.: Algebra. Berlin- Géttingen-Heidelberg: Springer 1955. 

[9] Warp, M.: Conditions for factorization in a set closed under a single operation. Ann. 
Math. 36, 36—39 (1935). 


( Eingegangen am 16. Januar 1961) 











onwrrwr Bere YF 











FLACHSMEYER, J. 
Math. Annalen 144, 253—274 (1961) 


Zur Spektralentwicklung topologischer Riume 
Von 


JURGEN FLACHSMEYER in Greifswald 


Einleitung 


Als einen fir die Topologie fundamentalen ErzeugungsprozeB neuer 
topologischer Raume aus Klassen gegebener Raume, hat P. 8S. ALEXANDROFF 
den Begriff des Spektrums — zuniachst in der speziellen Form gewodhnlicher 
Folgen simplizialer Komplexe — geschaffen. Von N. StEENROD wurde dieser 
Begriff auf eine breitere Grundlage gestellt. 

Eine gewisse Folge (genauer Moore-Smith-Folge) von topologischen 
Raumen — ein sogenanntes Spektrum — erzeugt danach einen gewissen 
Raum, den Grenzraum dieser Folge. Die Raumfolge konvergiert gleichsam 
gegen den Grenzraum. 

Nun fragt sich aber auch umgekehrt, ob man zu einem gegebenen Raum ein 
approximierendes Spektrum aus méglichst einfachen Objekten finden kann, 
mit anderen Worten, ob der ErzeugungsprozeB ergiebig genug ist. 

Zu eben diesem Fragenkreis der Spektralentwicklung topologischer Raume 
gehért die vorliegende Arbeit. 

Bei P. S. ALEXANDROFF und seiner Schule werden als approximierende 
Gebilde endliche 7,-Raume (oder auch unendliche Raéume gewisser Art) ver- 
wendet. Dies geschieht iiber den Begriff des Nervs von Uberdeckungen. 

Wir wollen anstelle des Nervs (bzw. der auch verwendeten dualen Raume 
zu uen Nerven) Quotientenréumie des Ausgangsraumes benutzen. Dem liegt 
folgende Vorstellung zugrunde : 

Einen groben Uberblick iiber einen Raum 9% erhalt man, wenn man ihn 
— Feinheiten auBer acht lassend — mit einem geringen ,,Auflésungsvermégen* 
betrachtet, wenn gewisse Punkte zu einem verschwimmen. Anstatt des Rau- 
mes IM sieht man eben einen Quotientenraum. Eine ganze Folge immer feiner 
werdender Zerlegungen fiihrt so zu einem Spektrum fiir den Raum. 

Welche Ergebnisse werden hier nun erhalten ? 

In §2 definieren wir beliebige Zerlegungsspektren eines topologischen 
Raumes und studieren deren Grenzraume. Grenzraume spezieller Spektren, 
die von den in bezug auf die Topologie beliebig fein werdenden Zerlegungen 
erzeugt werden, sind sodann Erweiterungsraume der Ausgangsraume (Satz 1). 
Der EntwicklungsprozeB liefert hier also mehr als nur den Ausgangsraum. 
Bei den ,,vollstaéndigen fundamentalen Zerlegungsspektren“ hat der Grenz- 
raum weitere wichtige Eigenschaften (Satz 2). 
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In § 3 sollen die approximierenden Raume endliche Raume sein. Uber den 
Begriff der von offenen (endlichen) Uberdeckungen erzeugten Zerlegung 
gelangt man fiir einen 7,-Raum zu Zerlegungsspektren, in denen jeder Raurh 
ein (endlicher) 7,-Raum ist. Der Grenzraum des von dem System aller end- 
lichen offenen Uberdeckungen erzeugten Spektrums ist alsdann eine besondere 
bikompakte 7',-Erweiterung zu dem Ausgangsraum (Satz 3). 

Mittels dieses Ergebnisses wird in §4 eine neue Konstruktion — eine 
spektrale Konstruktion — der Wallmanschen Erweiterung gegeben (Satz 4). 
Damit ist zugleich die Méglichkeit festgestellt, bikompakte 7,-Raume als 
Grenzen endlicher 7,-Raume darzustellen. Das bedeutet eine Verallgemei- 
nerung eines Resultates von ALEXANDROFF-KuRoscH tiber die Darstellung 
von bikompakten Hausdorffschen Raumen als Grenzen endlicher 7,-Raume 
(Satz 5 und Satz 6). 

§5 behandelt entsprechend zu § 4 die spektrale Konstruktion der Stone- 
Cechschen Erweiterung (Satz 7). 

Im abschlieBeriden 6. Paragraphen wollen wir die Niitzlichkeit des hier 
bezogenen Standpunktes an einem weiteren Fall der Erweiterungstheorie 
zeigen. Fiir einen nulldimensionalen Hausdorffschen Raum konstruieren wir 
auf spektralem Wege die maximale nulldimensionale Hausdorffsche bikompakte 
‘Erweiterung (Satz 8). 


Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. W. Rrvow, sei fiir sein Interesse, das er 
dieser Arbeit (Diss. Univ. Greifswald, 1960) entgegenbrachte, herzlich gedankt. 


§ 1. Vorbereitungen 


1. (I, <) bezeichne eine nach unten gerichtete Menge, d.h. ,,<“ sei eine 
binare Relation auf J, die transitiv ist und die folgende ,,Unbeschranktheits- 
bedingung“ erfiillt: Zu je zwei Elementen «, 8 aus J gibt es ein Element y 
aus J mit y < « und y < f. 

Jedem Element « aus J mége eine nicht leere Menge M, zugeordnet sein, 
man sagt dann, daB (M,),<;7,<) eine Moore-Smith-Folge tiber der gerichteten 
Menge (J, <) ist. 

Fir 6 < « (a, B € 1) bestehe eine Abbildung x’ von M, in M,. Dabei gelte 
noch die Transitivitatsbedingung 2? = x’x?, fiir y < 6 <a. Dann heiBt die 
Folge (M,, 78). cr, <) ein inverses Spektrum iiber der gerichteten Menge (I, <). 

(Im folgenden schreiben wir fiir die gerichtete Menge (J, <) einfach J.) 

Die Abbildung x8: M, + M, wird auch Projektion von M, in M, genannt. 

nz soll dabei per definitionem die Identitét von M, bezeichnen. 

2. (M,, x®),c, sei ein inverses Spektrum iiber der gerichteten Menge /. 
Als inverser Limes dieses Spektrums wird die folgende Menge definiert: 


M := {(x,)ac1|%_ € M, mit 2°(x;) = x, fir B < a}, 


er’ wird mit M = lim(M,, °),-, bezeichnet. 


< 
Die Elemente von M heiBen die Faden des inversen Spektrums, x, heiBt die 
a-te Koordinate des Fadens (,), ¢. 
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Der inverse Limes ist also eine Teilmenge der Produktmenge der Familie 
(M aac = 

3. Ist M der inverse Limes eines inversen Spektrums (M,, 2%),-7, 80 
definiert man eine Projektion von M in M, wie folgt: 


ay: M+M, mit 2(z)=2, bei x= (z,)ac7-. 


Versteht man unter p, die Projektion der Produktmenge J7 M,\« € I auf die 
Menge M,, so ist also 2, die Einschrankung von p, auf die Menge der Faden 
des Spektrums. 

Es gilt 

(1) 1,= abn, fiir B<a. 

4. (M,, 2°),cy sei ein inverses Spektrum topologischer Réume, d.h. M, 
= (M,, G,) sei ein topologischer Raum mit der Grundmenge M, und der 
Topologie ©, (System offener Mengen) und die Projektionen x8 von M, in M, 
fiir 8 < « seien stetige Abbildungen. 

Als inverser Limes dieses Spektrums topologischer Raume wird der folgende 
Raum M = (M, &) erklart: 

Die Grundmenge M ist der inverse Limes lim (M,, 78), <; und die Topologie © 


ist die Relativtopologie der Produkttopologie des Produktraumes [7 M,\a« € J. 

Es gilt 

(2) Die Projektionen x, des Grenzrawmes des inversen Spektrums (M,,72)c1 
auf die Koordinatehrdiume sind stetig. 

(3) Das System {nz1(U,)\2 €I und U, offene Menge aus M,} bildet eine 
offene Basis des Grenzraumes M des inversen Spektrums (M,, 78) a1 

(4) (M,, 72).c, sei ein inverses Spektrum topologischer Raume, J sei eine 
konfinale Teilmenge der gerichteten Menge I, d.h. zu jedem a €I gibt es ein 
BES mit B < «. 

Dann sind die Grenzréume lim (M,, 78), , und lim (M,, 78),<.. hombomorph ! 


(5) Der Grenzraum eines inversen Spektrums &@,, m8).c1, fiir das die Ko- 
ordinatenrdume M, endlich sind und die Projektionen x’ Aufabbildungen sind, 
ist ein bikompakter Raum. 

Bemerkung: Fir die Beweise vergleiche man [3] und [8]. (5) entnimmt man 
in dieser von uns bendtigten Form aus [3]. Die Zulassung von In-Abbildungen 
wirde keine eigentliche Verallgemeinerung bedeuten. 


§ 2. Zerlegungsspektren topologischer Riume 


M = (M, G) sei ein topologischer Raum, R = {R,|« € I} sei ein System von 
Aquivalenzrelationen auf M, das beziiglich der Verfeinerungsbeziehung ge- 
richtet séi. Dabei heiBt eine Aquivalenzrelation R, auf einer Menge M feiner 
(oder auch schwacher) als die Aquivalenzrelation R, auf M (R, < R,) genau 
dann, wenn aus der R,-Aquivalenz von x und y (xz R,y) die R,-Aquivalenz 
von x und y (x R,y) folgt. Falls R, feiner als R, ist, so sei mit 7 die kanonische. 
Abbildung des Zerlegungsraumes %/R, auf den Zerlegungsraum IM/R, 
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bezeichnet, d.h. die Abbildung, die einer R,-Klasse die sie umfassende R,-Klasse 
zuordnet. Wegen der Stetigkeit der 2* und deren Transitivitat erhalt man also 
das Ergebnis 

(1) (MY/R,, 72), cx ist ein inverses Spektrum topologischer Réiume. 

Definition: Das in (1) konstruierte Spektrum soll ein Zerlegungsspektrum 
des Raumes ® heifBen. 

Die Elemente des Grenzraumes eines Zerlegungsspektrums (M/R,, 72) p, cx 
nennen wir R-Faden des Raumes M. 

Die %-Faden sind also die Folgen f = (Kp,)p,cx, Kr, eine Aquivalenz- 
klasse von M beziiglich R, mit Kz,c Kp, fir R; < R,! Sei U eine beliebige 
Menge von M. Dann soll gesagt werden, der Faden f = (Kp, )picx geht durch 
die Menge U hindurch genau dann, wenn es eine Koordinate Kp, von f gibt 
mit Kp,c U. 

Fir U c M wird dann mit U* die Menge aller durch U hindurchgehenden 
Faden bezeichnet. 

Sei z € M, es wird der in x auslaufende R-Faden {, wie folgt definiert: 

Fiir jedes R, €X liegt x in genau einer Klasse #**, also ist (#**)p, -~ ein 
R-Faden, dieser Faden soll per definitionem der Faden /, sein. 

(2) (M/R,, 7E)picy sei ein Zerlegungsspektrum des topologischen Raumes 
M = (M, G). 

I. Fiir Teilmengen U und V von M gilt: 


(On V)* = UF nr V*. 


II. Fiir eine Teilmenge U von M, die beziiglich einer gewissen Aquivalenz- 
relation R,, R, €R, gesittigt ist, gilt: 


(CU)* = CU*. 


III. Fiir Teilmengen U und V von M, die beziiglich gewisser Aquivalenz- 
relationen R,, R, €R, und Ry, Ry CR, gesdtiigt sind, gilt: 


(UUV)*¥=U*Udv*. 
IV. Fiir Teilmengen U und V von M gilt: 
Uc V impliziet U*c V*. 


Ist U beziiglich einer gewissen Aquivalenzrelation R,, R,,€R, gesiittigt, so gilt 
auch die Umkehrung, d.h. U* c V* impliziert U c V. 

Beweis: I. 1. Sei f €(U - V)*, also geht f durch U ry) V, dann gibt es eine 
Klasse Kp, von f mit Kp,C U / V, also geht f auch durch U und durch JV, 
d.h. f€ U*~ V*. 

2. Sei f € U* ~ V*, also geht f durch U und durch V. Es gibt dann Klassen 
Kp,€/ und Kp,€f mit Kp,c U und Kp, V. Sodann existiert ein R, mit 
R, < R, und R, < Ry. Fir Kz, € f gilt also Kp,c U und Kp, c V,.d.h. f geht 
durch U r~ V. 

II. 1. Sei f € (CU)*, also geht f durch CU, d.h. es gibt eine Klasse Kp, € f 
mit Kz,C CU. Deshalb kann f nicht durch U gehen, d. h. f €CU*. 
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2. Sei umgekehrt f € CU*, also geht f nicht durch U. Jede Klasse Kp, 
aus f hat dann mit CU einen nicht leeren Durchschnitt. Weil CU gesattigt ist, 
so muB f durch CU gehen, d. h. f € (CU)*. 

III. U war beziiglich einer Relation R, gesattigt, V war beziiglich einer 
Relation R, gesattigt, also gibt es eine Relation R, mit R, < R, und R, < Ry. 
U und V sind dann beziiglich R, gesittigt, also ist auch U U V beziiglich R, 
gesattigt. Es ergibt sich folglich nach II. und I. (U UV)* =C(C(U U V)*) 
= C((C(U U V))*) = C(CU Nn CV)* = C((CU)* m (CV)*) = U* U V*. 

IV. Aus U c V folgt nach Definition sofort U* c V*. — Sei U beziiglich 
einer gewissen Relation gesittigt, und es gelte U* c V*. Fiir x € U ergibt sich 
wegen der Sattigung von U f, € U*. Folglich ist auch /, € V*, d.h. es gibt 
eine Klasse Kp,€ f,, die in V liegt. Wegen x € Kx, ist dann aber auch z ¢€ V. 

(3) U set eine beziiglich der Relation R,, R, € RX, gestittigte Teilmenge von M. 
U/R,, bezeichne die Menge der R,-Klassen von U und x, bezeichne die Projektion 
des Grenzraumes des Zerlegungsspektrums (M/R,, 72)p,cn von M in M/R,,. 
Dann gilt: U* = n1(U)R,). 

Beweis: 1. Sei f € U*, d.h. f geht durch U, also gibt es eine Klasse Kp, € / 
mit Kp,C U. Nun existiert ein R,, so daB R,< R, und R, < Ry. Fir Kp, €f 
gilt dann also Kp,c Kp,C U. Kp, liegt wegen R, < R, in einer Klasse Kg, 
Kp, ist deshalb die «-te Koordinate von /, infolge der Sattigung von U be- 
ziiglich R, ist Kp, ein Punkt von U/R,. Das bedeutet / € 2Z*(U/R,). 

2. Sei umgekehrt / € 271(U/R,), also ist die «-te Koordinate Kp, von / 
ein Punkt von U/R,, d. h. Kp, Cc U. Folglich ist f € U*. 

Daraus ergibt sich: 

(4) Die Mengen U*, fiir offene, beziiglich gewisser Relationen R,, R, €R, 
gesittigte Mengen U aus M, bilden eine Basis des Grenzraumes des Zerlegungs- 
spektrums (M/R,, 7E)p,cx Yon M! 

_ Beweis: Sei @:={U*|U offene; beziiglich einer gewissen Relation R, 
gesittigte Menge aus I}. 

Das System © := {az1(U,)|U,, offene Menge aus M/R,} ist nach §1 eine 
Basis des Grenzraumes des inversen Spektrums (I/R,, 7°)p, cq von M. Wir 
zeigen, daB B = © ist. 

Sei U, eine offene Menge aus M/R,, dann ist das Urbild von U, beziiglich 
der kanonischen Abbildung von IM auf M/R, eine offene Menge U in M, dabei 
ist U/R, = U,. Nach (3) gilt U* = az1(U/R,) = az'(U,), also Sc B. 

Sei U eine offene, beziiglich einer gewissen Relation R,, R, €R, gesattigte 
Menge ans I. Es gilt U* = az'(U/R,). U/R, ist wegen der Sattigung von U 
beziiglich R, eine offene Menge in M/R,, also B c ©. 

Definition: Der Grenzraum eines Zerlegungsspektrums (N/R, 73)p, cm des 
topologischen Raumes M = (M, G) sei jetzt durch uM = (uM, u G) bezeichnet. 
Wir definieren eine Abbildung ® von M in uM — die kanonische Abbildung 
von Min uM —. 

O@:M>-uM mit D(xr)=f, cEM. 


— Jedem Punkt x von M wird der in x auslaufende %-Faden /, zugeordnet. — 
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Aus dieser Definition folgt: 
. (5) Es sei A eine beziiglich einer gewissen Relation R,, R,€R, gesittigte 
Menge aus M. Dann gilt: 
@(A) = @(M)nr A*. 


Beweis: ®(A) = {f,|z € A}, A* = {f\f geht durch A}. 

Weil A gesattigt ist, so geht /, fiir x € A durch A. Folglich ist ®(A) c A* 
und deshalb @(A) c ®(M) rn A*. 

Sei umgekehrt / € ®(M) /\ A*, also gibt es ein x € M, so daB f = f,. f, soll 
durch A gehen, infolgedessen ist x ¢ A, also f = f, € ®(A). 

(6) Fiir eine abgeschlossene, beziiglich einer gewissen Relation R,, R, €R, 
gestittigte Menge F aus M ist F* die abgeschlosssne Hiille von O(F) in uM. 

Beweis: F sei eine abgeschlossene, beziiglich einer gewissen Relation 
R,, R,€R, gesattigte Teilmenge von M. Dann ist also wegen (3) F* = 2;1(F/R,). 
Weil z, stetig ist, so ist also F* abgeschlossen in uIR. Wegen (5) ist O(F)c F*, 
daraus ergibt sich DF) c F*. 

Wir zeigen noch die umgekehrte Ungleichung. Sei / ¢ F*, dann ist fiir 
Kr,€f Kp,< F. Sei U* nun eine offene Umgebung von / mit U offen in M 
und beziiglich einer gewissen Relation R, gesattigt. Dann gibt es ein Kz, ¢/, 
fir das Kp,c U. Fir R,< R, und R,< R, hat man deshalb Kp,c Kp, CF 
und Kp,C Kp, C U, also UN F+9%. Sei x€ Ur\F, weil U und auch F 
beziiglich gewisser Relationen gesattigt, so geht f, durch U und auch durch F, 
d. h. {,€ U* und {,€ ®(F). Folglich ist U* ~\ @(F) + 9, d.h. f € O(F). 


(7) ® ist eine stetige Abbildung von M in uM. 


Beweis: Fir jede, beziiglich einer gewissen Relation R,, R,€R, gesattigte 
Menge A gilt nach (5) ®-1(A*) = A. Also ist fiir die offenen, beziiglich gewisser 
Relationen R,€R gesattigten Mengen U aus M @-'(U*) = U, d. h. die Ur- 
bilder der offenen Mengen der Basis {U*|U offen in M und beziiglich einer 
gewissen Relation gesattigt} sind offen in M. Das bedeutet die Stetigkeit 
von @! ‘ 


(8) @D(M) ist dicht in uM. 


Beweis: {U*|U offen in M und beziiglich einer gewissen Relation gesiattigt} 
ist eine Basis der offenen Mengen in uN. In jedem U* liegen nun alle z-Faden 
mit x € U, also ist die Menge aller z-Faiden ®(M) dicht in uM. 

Um den Grenzraum eines Zerlegungsspektrums (I/F, 72)z, cq naher mit 
dem Ausgangsraum 2 in Verbindung zu bringen, miissen wir iiber das System 
® der Aquivalenzrelationen, das das Spektrum definiert, weitere Voraussetzun- 
gen machen. 

Definition: QR sei ein beziiglich der Verfeinerungsbeziehung gerichtetes 
System von Aquivalenzrelationen R,,«¢€J, auf dem topologischen Raum 
M = (M, G). Das System NR heiBe fundamental genau dann, wenn das System 
aller bzgl. gewisser Relationen R,, « € J, gesattigten offenen Mengen von IM 
eine Basis von M bildet und je zwei verschiedene Punkte x und y von M nicht 
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bzgl. aller R,, « € J, aquivalent sind. Das von einem fundamentalen System 
von Aquivalenzrelationen definierte Zerlegungsspektrum (M/R,, 778) p, cm nennen 
wir dann sinngemaB ein fundamentales Zerlegungsspektrum des Raumes M. 

Aus dieser Definition erhalt man unmittelbar: 

(9) (M/R,, 72) pz, cm sei ein fundamentales Zerlegungsspektrum des Raumes M. 
Dann ist die kanonische Abbildung ® von M in den Grenzraum uM des Spektrums 
eineindeutig. 

Weiter folgt: 

(10) Die kanonische Abbildung ® von M in den Grenzraum uM eines 
fundamentalen Zerlegungspektrums ist eine topologische Abbildung von M auf 
P(M). 

Beweis: Die Eineindeutigkeit und Stetigkeit von ® : M@ + ®(M) war schon 
bemerkt. 

Die Offenheit von @ folgt so: 

Die Mengen U aus IM, die offen sind und beziiglich gewisser Relationen 
gesittigt sind, bilden bei einem fundamentalen System von Aquivalenz- 
relationen eine Basis von 2. Nach (5) sind die Bilder @(U) dieser U offen in 
P(M), infolgedessen muB @ eine offene Abbildung von M auf ®(M) sein. 

Fassen wir noch einmal das bisher tiber das Verhaltnis von M@ und uM 
Gesagte in dem folgenden Satz zusammen: 

Satz 1: M sei ein topologischer Raum, (M/R,, 72)p, cy sei ein fundamentales 
Zerlegungsspektrum von M. Dann ist M vermige der kanonischen Abbildung ® 
in den Grenzraum uM dieses Spektrums dicht eingebettet ! 

Wie verhalten sich die Grenzriume uIN und u’IM zweier fundamentaler 
Zerlegungsspektren (M/R,, 7)p,cq und (M/R;, 7% )p, cy eines Raumes M 
zueinander ? 

Zur Beantwortung dieser Frage kommen wir iiberein, eine Abbildung gy 
von uM in u’'M M-identisch zu nennen, wenn D’-'o poOO:M+M die 
Identitaét von M ist, wenn q@ also gewissermaBen ,,die Punkte von M fest 
1aBt"*. 

(11) R und R’ seien zwei fundamentale Systeme von Aquivalenzrelationen 
auf dem topologischen Raum M. R’ sei ein Teil von R, d.h. R' CR. Dann lapt 
sich der Grenzraum uM des Spektrums (M/R,, 72)z, cn M-identisch und stetig 
in den Grenzraum u'M des Spektrums (M/R,, 7h.) x, coy abbilden. 

Beweis: Wir projizieren uM in u’M, indem s: uM —+ u’M durch folgende 
Vorschrift definiert wird: s soll jedem R-Faden / den %’-Faden /’ mit den 
gleichen Ri-Koordinaten, Ri, €X’, zuordnen. s ist also die Einschrankung der 
Projektion p des Produktraumes /7M/R,; R,€R in den Produktraum 
ITM/R,,; RE R’ auf den Teilraum uM von J7M/R,; R, CR. Folglich ist s 
eine stetige Abbildung. Sie ist auch M-identisch, weil ein N-z-Faden von M 
durch s in einen Q’-2-Faden von M iibergefiihrt wird und jeder R’-z- 
Faden auch als Bild auftritt. 

Die mit dem Satz 1 aufgedeckte Beziehung von M und uM wird noch viel 
inniger, wenn man eine weitere Forderung an das u M definierende fundamentale 
Zerlegungsspektrum (IM/R,,7%)p,cq stellt, und zwar die, daB jede offene 
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Menge U von M beziiglich einer gewissen Relation R, €R gesittigt ist. Der- 
artige fundamentale Zerlegungsspektren wollen wir als vollstdéndige fundamentale 
Zerlegungsspektren bezeichnen. 

Weiter soll verabredet werden: Eine Abbildung y: uM-—-%X von wM in 
den Raum & heiBt eine Fortsetzung der Abbildung y: M— X genau dann, 
wenn y © ®|M = y. Entsprechend soll unter der abgeschlossenen Hiille F in 
uM einer Menge F aus M die Hiille @(F) von O(F) verstanden werden. 

Mit vorstehender Verabredung erhalten wir 





(12) (M/R,, 7h), cy sei ein vollstiindiges fundamentales Zerlegungsspektrum 
des Raumes M. Dann lapt sich jede stetige Abbildung q~ von M in einen bi- 
kompakten Hausdorfischen Raum § stetig fortsetzen auf den Grenzraum uM des 
Spektrums. 

Beweis: Es sei f € uM, also ist f ein Faden von M. f = (Kx, )ricx- 
(p(Kp,))racx ist dann eine fallende Moore-Smith-Folge nicht leerer ab- 
geschlossener Mengen in dem Bikompaktum 9, also ist die Menge 





D:=f1 o(Kp,)|Kr,€f 
nicht leer. 

Nehmen wir an, daB es zwei verschiedene Punkte & und 7 aus D gibt. Dann 
lassen sich -& und 7 durch offene disjunkte Umgebungen P und Q trennen. 
U:= g~'(P) und V:= q1(Q) sind dann wegen der Stetigkeit von @ offene 
Mengen in IM, diese sind auch disjunkt. Weiter ist nach Wahl von & und 7» 
fir jedes Kp, €f Po o(Kp,)+9 und Qn y(Kpr,) +9. Daraus folgt 
Un Kz,+ Gund Vo Kp, + 9 fiir jedes Kp € f. Die offenen Mengen U und V 
sind wegen der Vollstandigkeit des fundamentalen Spektrums beziiglich 
gewisser Relationen gesattigt, demzufolge muB f durch U und durch V gehen. 
Das steht im Widerspruch zu U - V = 9. 

D=N 9(Kp,)|Kr,€f ist also genau einpunktig. 

Wir definieren nun die Abbiidung y: uM — H wie folgt. 


y(f)=—& mit {F}=N o(Kp,)|Kp,€f- 





Dann gilt: 

1. p ist Fortsetzung von ¢. 

Denn fiir f = f, ist x in jeder Klasse Kp, €/,, also g(x) in jedem ~(Ka,). 
Deshalb ist dann g(x) = y(®(zx)) = yp(f,)- 

2. y ist auch stetig auf uM. 

Sei P ejne offene Umgebung von & = y(f). Wegen der Regularitét von 9 
gibt es dann eine offene Umgebung Q von &, so daB Qc P. Fiir eine gewisse 
Koordinate Kp, von f ist jetzt o(Kp,) C Q, weil sonst die fallende Folge 
(¢(Kp,) 0 CQ)p, <x nicht leerer abgeschlossener Mengen in dem Bikompaktum 
§ einen nicht leeren Durchschnitt hat. Das wiirde aber im Widerspruch zu 
A G(Kp,)|Kr,€ fC Q stehen. 

Fir das gefundene Kp, ¢f gilt dann p(Kp,) C Q. Daraus folgt 


Kr,c 9 (y(Kpe,)) © 9 (Q); 
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also geht f durch g~'(Q), d. h. (g~"(Q))* ist eine offene Umgebung vor /. Wir 
zeigen, daB p(qy—!(Q)*) c P gilt. 

Sei f’ € (g@~'(Q))*, also geht f’ durch ~~1(Q), d. h. es gibt ein Kp, € f mit 
Kp,c ¢*(Q). Demnach ist p(Kp,) C y(g~*(Q)) C Q, also o(KR,) C Oc P. 
Deshalb ist fiir {n} = M p(KR,)|Kp,€f' 1 ein Element von P, d.h. y(f’) € P. 

Wir fassen zusammen: 

Satz 2: M sei ein topologischer Raum, (M/R,, 7!)pi cy ein vollstindiges 
fundamentales Zerlegungsspektrum dieses Raumes mit dem Grenzraum uM. 
Dann gilt: 

I. uM ist eine Erweiterung von M. 

II. Die Hiillen der abgeschlossenen Mengen F aus M bilden eine abgeschlos- 
sene Basis von uM. 

III. Fiir je endlich viele abgeschlossene Mengen F,, F,,..., F,, aus M gilt 
FLOP. +++ OF, =F, OFA * ++ OF, in uM. 

IV. Jede stetige Abbildung von M in einen bikompakten Hausdorffschen 
Raum laft sich stetig fortsetzen auf uM. 

Beweis: 1. und IV. sind schon gezeigt. II. folgt so: 

Wegen der Vollstandigkeit von (M/R,, TE) racer ist nach (2) II. und (4) das 
System {F*|F abgeschlossene Menge aus IN} eine Basis der abgeschlossenen 
Mengen von uM. Das Weitere gilt dann wegen (6). III. folgt wegen (6) und (2) I. 

Bemerkung: Zur gegenseitigen Abhangigkeit der Aussagen I., II., III. und 
IV. des Satzes 2 bemerken Wir folgendes. 

Ist M ein Teilraum des Raumes I, so impliziert die Aussage (II.) — Die 
Hiillen der abgeschlossenen Mengen aus 2 bilden eine Basis der abgeschlossenen 
Mengen von I —, daB M dicht in WR ist, d. h. die Aussage (I.) — WM ist eine 
Erweiterung von IM. 

Die Umkehrung braucht nicht allgemein richtig zu sein. Jedoch fiir einen 
regularen Raum IM gilt auch sie. 

Hat der Erweiterungsraum 9 von M die Eigenschaft (III.), so auch die 
Eigenschaft (IV.). 

A. D. Tarmmanov hat namlich in einer Arbeit: ,,Uber Fortsetzung stetiger 
Abbildungen topologischer Raéume“, Matem. Sbornik 31, 459—463 (1952) 
(russ.), folgenden Satz bewiesen. 











Theorem 1: S sei ein topologischer 7,-Raum, A eine dichte Teilmenge von S. 

Fir die stetige Fortsetzbarkeit einer beliebigen stetigen Abbildung f von A 
in ein Bikompaktum R, ist notwendig und hinreichend, da fiir je zwei ab- 
geschlossene disjunkte Mengen A, und A, aus R gilt f-'(A,) ~ f~*(A,) = 9%. 
_ Eine Analyse des Beweises zeigt.nun aber, daB die Voraussetzung des 7’, 
Trennungsaxioms entbehrt werden kann. Folglich ergibt sich nach ciesem Satz 
die Fortsetzbarkeit einer beliebigen stetigen Abbildung f von MM in ein Bi- 
kompaktum § auf die Erweiterung 9, weil ja fir je zwei disjunkte abge- 
schlossene Mengen A, und A, aus § auch f~'(A,) und f~'(A,) abgeschlossen 
und disjunkt sind, nach III. dann also @ = f-*(A,) 4 f-'(A,) = f-*(A,) 9 
A F*(A,) gilt. 
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§ 3. Finite Zerlegungsspektren 


Wir konstruieren jetzt zu einem topologischen Raum gewisse mit dem 
Raum topologisch invariant verbundene Spektren. 


RN = {R,|a € 1} bezeichne das System der Aquivalenzrelationen des topolo- 
gischen Raumes IM = (M, G), die M in endlich viele Mengen zerlegen. Dann 
ist dieses System beziiglich der Verfeinerungsbeziehung gerichtet, namlich das 
Infimum R, , R, zweier Relationen.R, und R, aus R ist eine gemeinsame 
Verfeinerung aus X. 

AuBerdem sind zwei Punkte zx und y aus M nicht beziiglich aller R, €R 
aquivalent, namlich beziiglich der Zerlegungen {{x}, M — {x}} und {{y}, M—{y}} 
ist das nicht der Fall. Zum anderen ist auch jede offene Menge U von M 
beziiglich einer Relation aus XN gesattigt, z.B. beziiglich der Zerlegung 
{U, M — U}. Folglich ist man berechtigt zu der 


Definition: X sei das System der Aquivalenzrelationen eines topologischen 
Raumes M = (M, G), die endliche Zerlegungen von IM erzeugen. Dann soll 
das vollstandige fundamentale Zerlegungsspektrum (I/R,,78)p, <q das finite 
Zerlegungsspektrum von M heiBen. Es ist offenbar topologisch invariant mit 
dem Raum verbunden. 

Von dem finiten Zerlegungsspektrum werden wir nun einen besonders 
wichtigen Teil aussondern. 

Hierzu stellen wir erst folgende Betrachtungen an. 

Definition: 2 sei ein System von Teilmengen der nicht leeren Menge M. 
Dann werde die von diesem System auf M erzeugte Aquivalenzrelation R wie 
folgt definiert: 

x,y €M beziiglich R aquivalent genau dann, wenn sich zx und y beziiglich 
des Systems 2 nicht trennen lassen, das soll heiBen, daB es kein A € 2 gibt, 
welches nur eins der Elemente z, y enthalt und das andere nicht. 


R ist offenbar eine Aquivalenzrelation auf M. 


(1) Die .x enthaltende Aquivalenzklasse # beziiglich R stellt sich dann als 
Durchschnitt aller x enthaltenden Elemente A €U und der x enthaltenden Kom- 
plemente CA von A €°% dar. 


Z=NBBEAVCA und cEB. 


Beweis: Sei y € £und B€% CA mit x € B. Aus y ¢ B folgt dann y € CB, 
jedenfalls sind dann x und y durch das Element A = B fiir den Fall BE 
und A = CB fir den Fall B € C& getrennt. Das staénde im Widerspruch zu der 
vorausgesetzten R-Aquivalenz von x und y. Also muB #c NBIBEAUVCA 
bei z € B sein. 

Ganz ahnlich beweist man die umgekehrte Ungleichung. 

(2) Die Mengen.A €% und deren Komplemente C A des erzeugenden Systems % 
sind beziiglich der Relation R gesdttigt. 

Beweis: Sei A € A und z € A. Also gilt @-\ A + 9. Wir zeigen die Sattigung 
von A, indem wir nachweisen, daB ¢ Cc A gilt. Ware namlich auch @~ CA + 9, 
so wiirde es ein y € geben, das von x durch A getrennt ist. Das staénde im 
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Widerspruch zur R-Aquivalenz von z und y. Also ist # C A. Die Komplemente 
gesittigter Mengen sind auch gesattigt. 


Es sei jetzt M@ = (M, G) ein topologischer Raum. Die von dem System G 
der offenen Mengen erzeugte Aquivalenzrelation wird dann gerade die 
schwachste Aquivalenzrelation auf M, beziiglich der der Quotientenraum I2/R 
ein 7T,-Raum ist'). M/R ist der sogenannte ,,assoziierte T,-Raum“ von M. 


In Verallgemeinerung dessen gehen wir von einem beliebigen System R 
offener Mengen des Raumes M aus. 


(3) Der Quotientenraum M/R eines topologischen Raumes M nach der von 
einem System R offener Mengen erzeugten Aquivalenzrelation R ist ein T,-Raum. 


Beweis: Seien x und y nicht aquivalent. Man muB zeigen, daB es eine ge- 
saittigte offene Menge gibt, die die Punkte z und y trennt. Da 2 und y nicht 
aquivalent sind beziiglich der von R erzeugten Aquivalenzrelation, so gibt es 
eine offene Menge G €R, dié x und y trennt. Nach (2) ist G sogar gesattigt. 


U bezeichne nun ein beliebiges System von offenen Uberdeckungen. 
des topologischen Raumes M = (M, G). Jede Uberdeckung « € U erzeugt 
dann eine Aquivalenzrelation R,. Die Menge dieser Aquivalenzrelationen 
R= {R,\« €U} ist gerichtet, wenn etwa U multiplikativ ist, d.h. wenn fir 
a €Uund £ € Uauchaa B €U — dabeiista a B = {Ar B|A €aund BE fp} — 
oder wenn U additiv ist, d. h. wenn fiir « € U und f € Uauch «a v # € U — dabei 
ist a v 8 = {C|C € a oder C € }. 

Die beiden Behauptungen ergeben sich so: 

Die Verfeinerungsbeziehung ,,<“ ist auf R eine teilweise Ordnung, diese 
erfiillt auch die ,,Unbeschranktheitsbedingung. Denn seien R, und R, zwei 
von «€U und £€U erzeugte Aquivalenzrelationen. Wegen der Multipli- 
kativitéat von U ist anf CU. Fir R,,, erweisen wir sodann R,,,< R, und 
R48< Ry. Sei namlich zR,, gy, wirden sich jetzt x und y beziiglich « trennen 
lassen, so gibt es ohne Beschrankung der Allgemeinheit eine Menge A € « mit 
x€A und y¢A. Wegen der Uberdeckungseigenschaft von # gibt es ein 
B¢éB mit x ¢ B. Nun ist x € A 7 B, also wegen der R,,,-Aquivalenz von z 
und y ist auch y€ A B. Deshalb muB doch zR,y. Ebenso beweist man 
xRgy. 

Ist U additiv, so gilt « v 8 €U bei a €U und f € U. Fir R,,, erweisen wir 
sodann R,,,< R, und R,,,< R,. Das folgt aber sofort wegen « C « v B und 
Bcav®B. 

Wenn das Uberdeckungssystem U so beschaffen ist, daB die zugehérige 
Familie % = {R,|a€U} der erzeugten Aquivalenzrelationen gerichtet ist, 
dann bildet also (IN/R,, 28),.<y ein Zerlegungsspektrum von IM. 


1) Ein topologischer Raum M = (M, G) heiBt ein 7,-Raum genau dann, wenn er dem 
Trennungsaxiom von Kotmocororr geniigt, d.h. wenn es zu je zwei verschiedenen 
Punkten z, y von M eine offene Menge gibt, die nur einen der Punkte x und y enthilt 
und den anderen nicht. 


Math. Ann. 144 18 
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Nunmehr betrachten wir das spezielle System € der endlichen offenen 
Uberdeckungen des Raumes IN. Die Menge N der von der. Uberdeckungen 
a € € erzeugten Aquivalenzrelationen ist nach den obigen Ausfiihrungen be- 
ziglich der Verfeinerungsbeziehung gerichtet, denn das System € ist multi- 
plikativ und additiv. AuBerdem ist jede offene Menge U von % auch beziiglich 
einer Relation aus N gesattigt. Zwei Punkte x und y aus 9% kénnen aber 
beziiglich aller R, €R aquivalent sein. Dieser Ubelstand wird ausgeschaltet, 
wenn man sich auf 7,-Raume M beschrinkt. Diese Einschrinkung ist aber 
sonst nicht éinschneidend. 

Fir einen 7,-Raum MM ist also (M/R,, 72),-¢ ein vol'standiges funda- 
mentales Zerlegungsspektrum. : 

Definition: € sei das System der endlichen offenen Uberdeckungen des 
topologischen J,-Raumes M. Das vollstandige fundamentale Zerlegungs- 
spektrum (2N/R,, 22),c¢ nach den von den endlichen offenen Uberdeckungen 
a €€ erzeugten Aquivalenzrelationen R, heiBt dann das offene finite Zer- 
legungsspektrum von M. 

Es ist offenbar topologisch invariant mit dem Raum verbunden. 

Fiir jedes « € € ist der Quotientenraum I%/R, endlich, wie sogleich aus (1) 
zu folgern ist. Mit der Erkenntnis (5) aus § 1 erhalt man deshalb nach Satz 2 
den 

Satz 3: M sei ein topologischer T,-Raum, yM sei der Grenzraum des zu M 
gehérigen offenen finiten Zerlegungsspektrums. Dann gilt: 


I. yM ist eine bikompakte T,-Erweiterung von M. 

IT. Die Hiillen der abgeschlossej:en Mengen F aus M bilden eine abge- 
schlossene Basis von yM. 

IIT. Fiir je endlich viele abgeschlossene Mengen F,, F,,...,F, aus M gilt 
PLA Fg °** 0 Fy =F, AFA +++ OF, in yD. 

IV. Jede stetige Abbildung von M in einen bikompakten Hausdorffschen 
Raum lapt sich stetig fortsetzen auf yM. 


Beweis: Es verbleibt nur noch der Beweis der 7',-Eigenschaft von yM. 
Der Grenzraum y QM ist ein Teilraum des Produktraumes der Familie (%/R,).<¢- 
Jeder Raum M/R, ist dabei aber nach (3) ein 7'y-Raum, also ist deren Produkt 
ein T,-Raum. 


Bemerkung: Entsprechend zu Satz 3 1aBt sich zu einem beliebigen topolo- 





gischen Raum M mittels des finiten Spektrums eine bikompakte Erweiterung | 


konstruieren, jedoch wird diese Erweiterung nicht unbedingt das 7, Trennungs- 
axiom erfiillen. Bei der sinnvollen Beschrankung auf 7,-Raéume wird man 
deshalb nur das offene finite Zerlegungsspektrum in Betracht ziehen. 
Dies um so mehr, als man doch nachstehenden .Zusammenhang zwischen 
dem finiten und offenen finiten Zerlegungsspektrum eines 7',-Raumes feststellt. 
Ist M/R ein beliebiger Zerlegungsraum eines beliebigen Raumes IM und 
{U,} die inverse Topologie der Topologie von M/R in M, d.h. das System der 
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kanonischen Urbilder der offenen Mengen von IM/R in M, so ist der zu M/R 
gehérige assoziierte 7,-Raum homédomorph dem von dem offenen Uber- 
deckungssystem {U,} erzeugten Zerlegungsraum. Geht man also etwa in dem 
finiten Zerlegungsspektrum eines 7'5-Raumes von jedem Koordinatenraum zu 
dem zugehérigen assoziierten 7',-Raum iiber, so erhalt man das offene finite 
Spektrum. 


§ 4. Spektrale Konstruktion der Wallmanschen Erweiterung 


Es erhebt sich hier naturgemaB die Frage, welcher Zusammenhang zwischen 
dem Grenzraum des offenen finiten Zerlegungsspektrums bei einem 7',-Raum 
mit der Wallmanschen Erweiterung besteht. 

Die Antwort wird durch die folgenden Ausfiihrungen gegeben. Damit ist 
dann zugleich eine neue Konstruktion der Wallmanschen Erweiterung ge- 
funden. 

Zur ersten Orientierung betrachten wir zunachst ein 

Beispiel: Die Menge der natiirlichen Zahlen N := {1, 2, 3, . . .} sei mit der 
starksten 7',-Topologie ausgestattet, d. h. eine nicht leere Menge soll offen sein 
genau dann, wenn ihr Komplement ei~e endliche Menge ist. 

Wir definieren Aquivalenzrelationen R, durch nachstehende Zerlegungen 
von N: 


{1}, {2}, ..., {a — 1}, {n,n+1,...}. 


R,, wird dann durch eine endliche offene Uberdeckung erzeugt, namlich durch 
a= {U,, U,,..., U,} mit U, = {1, 2,3, ...} Uy = {2, 3, 4,.. .} Us = {3, 4,.. .} 
U, = {n,n +1, ...}. 

Wir behaupten, ‘daB die Menge {R,,|n € N} eine konfinale Teilmenge der 
Menge aller von endlichen offenen Uberdeckungen erzeugten. Aquivalenz- 
relationen ist. 

Sei R eine beliebige von der offenen endlichen Uberdeckung « erzeugte 
Aquivalenzrelation. Wir kénnen gleich von dem Fall « + {N} ausgehen, weil 
sonst R = R,. Die Komplemente der Elemente von « sind endliche Mengen, 
auBerdem sind es nur endlich viele. Es gibt deshalb eine gréBte natirliche Zahln, 
die in den Komplementen vorkommt. 

Die Relation R,,,, ist dann feiner als R. Denn fiir m < n ist die R,,, ,-Klasse 
von m gleich {m}, also ist sie gewi8 in der R-Klasse von m enthalten. Ebenso 
ist fiir m > n + 1 die R,,,,-Klasse von m in der R-Klasse von m enthalten. 

Der Grenzraum des finiten offenen Spektrums von N ist nach § | (4) dann 
dem Grenzraum des Spektrums (N/R,,, 2"),¢7 homéomorph. Die Elemente 
des Grenzraumes von (N/R,, 2%)n¢w sind die x-Faden 


te= (N,N — {1}, N — {1, 2}, W — {1, 2, 3},..., W — {I, 2, 3,..., e—1},{2},...) 
und der Faden 


t=(N,N — {I},..., NW — {1,2,..., 0}, NW — {1,2,..., 9+ ]}...). 
18* 
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AuBerdem ist eine nicht leere Menge des Grenzraumes offen genau dann, 
wenn sie folgendes Aussehen hat 


{f.|z € N — E, E endliche Teilmenge von N} v {f}. 


Der Grenzraum des offenen finiten Zerlegungsspektrums ist demnach die 
starkste einpunktige Erweiterung von N, dieser Raum ist also kein 7,-Raum. 
Die Wallmansche Erweiterung von N stimmt wegen der Bikompaktheit von N 
mit N iiberein (vgl. [7]). 

Die Wallmansche Erweiterung des Raumes aus dem vorstehenden Beispiel 
ist ein Teilraum des Grenzraumes des offenen finiten Zerlegungsspektrums. 
Das wird sich auch ganz allgemein ergeben. 

(1) M set ein T,-Raum, yM sei der Grenzraum seines offenen finiten Zer- 
legungsspektrums. Dann gilt: 

Der Durchschnitt der Hiillen F der Elemente eines maximal zentrierten 
Systems abgeschlossener Mengen F aus M ist in yM einpunktig. 

Beweis: Sei § ein maximal zentriertes System abgeschlossener Mengen F 
aus M. Dann ist D:=N F|F € F wegen der Bikompaktheit von yM nicht 
leer. Angenommen, es gibt eine nicht leere abgeschlossene echte Teilmenge H 
von D. Nach Satz 3 II. stellt sich H als Durchschnitt der Hiillen K der Elemente 
eines Systems R abgeschlossener Mengen aus M dar. Fiir K €R gilt KA F+9 
fir jedes F € §, weil sonst mit III. von Satz 3 9=KAF>HN7D folgen 
wiirde. Wegen der maximalen Zentriertheit von § muB deshalb K € F. Dann 
folgt aber H > D, im Widerspruch zur Voraussetzung, daB H eine echte Teil- 
menge von D sein sollte. 


Fir z € D erhalt man somit {x} = D. Gabe es noch einen anderen Punkt 
y € D, so wirde auch fy} = D gelten miissen. Infolge der 7,-Eigenschaft von 
yM haben aber zwei verschiedene Punkte niemals die gleichen abgeschlossenen 
Hillen. 

(2) 7 sei die Teilmenge aller abgeschlossenen Punkte von yM, dabei soll ein 
Punkt abgeschlossen heiBen, wenn die aus dem Punkt bestehende Menge ab- 
geschlossen ist. 

Dang ist T bikompakt. 

Beweis: Wir kénnen gleich 7'+ 9 voraussetzen. Sei 8 = {Z} ein zen- 
triertes System abgeschlossener Mengen aus 7’. Dann ist also Z= ZT. 
{Z|Z €B} ist nun ein. zentriertes System abgeschlossener Mengen in yIM, 
infolge der Bikompaktheit von yM hat man f| Z|Z€8+ 9. Nunist NZ|Z¢E3 
=N ZATMIZEZB=TANZ|ZER. Ware N ZZEBZ=4, so ware also 
NM Z|Z €8 eine abgeschlossene nicht leere Teilmenge von y M — 7’. Nach II. 
von Satz 3 gibt es ein System R abgeschlossener Mengen aus M mit N Z|Z 68 
= NM R\K €&. Das zentrierte System & 1aBt sich in M vu einem maximalen 
zentrierten System § von abgeschlossenen Mengen verfeinern. 

Fiir dieses gilt nach (1) {z}= NM F|F%*G- Also liegt ein abgeschlossener 
Punkt x in yM — T, weil ja N FIFEFCN RIK ER. Das steht im Wider- 
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spruch zur Definition von 7. Also muB NM Z|Z€8+ 9, das bedeutet die 
Bikompaktheit von 7’. 


Daraus ergibt sich dann 


Satz 4: M sei ein topologischer T,-Raum, yM sei der Grenzraum seines 
offenen finiten Zerlegungsspektrums. Dann ist der Teilraum wM von yM, der 
aus allen abgeschlossenen Punkten besteht, die Wallmansche Erweiterung von M. 


Beweis: Fir einen T,-Raum M ist jeder z-Faden /, ein abgeschlossener 
Punkt von yM, denn {z} ist als abgeschlossene Menge von M gesattigt, folglich 
ist nach (6) von § 2 f, abgeschlossen. DemgemaB ist ®(M) c wM Cc yM. Mit 
wM ist daher ein bikompakter 7,-Oberraum zu ®(IM) gefunden, auBerdem 
ist ®(M) offensichtlich dicht in mM und wM hat iiberdies die fiir yM in 
Satz 3 II., ITI. und IV. ausgesprochenen Eigenschaften. 


Die Wallmansche Bikompaktifizierung eines 7,-Raumes ist nun aber als 
eine bikompakte 7',-Erweiterung mit den entsprechenden Eigenschaften II., 
III. von Satz 3 vollstindig charakterisiert (vgl. [7]). Demzufolge ist wM die 
Wallmansche Erweiterung von M. 

An dieser Stelle wollen wir den mit Satz 4 ausgesprochenen Sachverhalt 
in eine andere Form bringen. Das gibt uns dann auch unmittelbar die Még- 
lichkeit, jeden bikompakten 7,-Raum auf spektralem Wege zu erzeugen. Es 
wird sich gewissermaBen zeigen, daB man jeden bikompakten 7,-Raum mittels 
eines Limesprozesses aus denkbar einfachen Gebilden, namlich endlichen 
T,-Raumen, konstruieren kann. 


Das gewonnene Ergebnis (Satz 6) stellt eine Verallgemeinerung eines 
Resultates von ALEXANDROFF-Kurosc# dar [3], [6]. Von ALEXANDROFF ist 
in [3] der spektrale Aufbau bikompakter Hausdorffscher Raume mittels 
endlicher 7',-Réume ausgefiihrt worden. A. Kuroscx hatte in [6] als ap- 
proximierende Objekte endliche simpliziale Komplexe, also — wie ALEXAN- 
DROFF in [2] bemerkt hat — spezielle endliche 7,-Raume, verwendet. 


Die Beschrankung auf Hausdorffsche Raume kann also fallen gelassen 
werden’). 

Vorbereitend fiihren wir jetzt einen wichtigen Begriff aus [3] an. 
(M,, 22),¢7 sei ein inverses Spektrum aus 7,-Raéumen M,. Ein Faden / dieses 
Spektrums hei®t minimaler als der Faden /’ (in Zeichen f < /’) genau dann, 
wenn fiir alle Koordinaten x, aus'f und 2, aus f’ x, < x, in M, gilt. Dabei 
bedeutet die Relation ,,.<“ in « < 2’ die durch die 7,-Topologie von M, 
bestimmte teilweise Ordnung, d.h. es ist x, < z, in M, genau dann, wenn 
x, € {x5}. 

Ein Faden f des Spektrums (M,, 78),<; wird ein minimaler Faden des 
Spektrums genannt, wenn es keinen Faden f’ +/ gibt mit f’ =f. Mit der 
Relation /’ < f ist auf dem Grenzraum des Spektrums eine teilweise Ordnung 


*) In [3] und [6] wird die Normalitét des bikompaktcn Hausdorffschen Raumes 
wesentlich benutzt. 
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definiert. Die minimalen Faden sind gerade die minimalen Elemente beziiglich 
dieser teilweisen Ordnung. 

Als unterer Grenzraum eines Spektrums (%,, 78),-; aus 7'5-Raumen M, 
wird der folgende Raum definiert: 


Die Punkte des Raumes sind die minimalen Faden. Ein erzeugendes 
System fiir die offenen Mengen dieses Raumes bilden die Mengen 


U(H) = {Menge der minimalen Faden, deren «-te Koordinate in der 
offenen Menge H von M, liegt} . 


Der untere Grenzraum eines Spektrums (M,, 2%),-;7 ist also der Teilraum 
des vollen Grenzraumes dieses Spektrums, der aus allen minimalen Faden 
besteht. 


Es gilt 

(3) (M,, 28),cr sei ein inverses Spektrum aus topologischen T,-Réwmen. 
Dann gilt: 

Die minimalen Féden des Spektrums stimmen mit den abgeschlossenen 
Punkten des Grenzraumes iiberein. 


Beweis: 1. Wir zeigen fiir einen minimalen Faden / des Spektrums, daB 
ein abgeschlossener Punkt des Grenzraumes ist. Sei f’ ¢ {f} und sei U, eine 
beliebige offene Umgebung der a-ten Koordinate xj, von f’ in M,. Dann ist 
2q1(U,,) eine offene Umgebung von /’ in dem Grenzraum. Wegen /’ €{f} gilt 
also f €2,1(U,). Folglich ist fiir die «-te Koordinate x, von f x, €U,, d.h. 
x, = x,. Demnach hat man fiir jedes x, x}, < x, und damit ist f’ < f. Infolge der 
Minimalitat von f bedeutet das /’ = f. Also ist {f} = {f}, d.h. f ist ein abge- 
schlossener Punkt des Grenzraumes. 

2. Sei umgekehrt / ein abgeschlossener Punkt des Grenzraumes und /’ S f. 
Ist 2z1(U,), U,, offen in M,, eine offene Umgebung von /’, so gilt fiir die «-te 
Koordinate xj, von f’ x, € U,. Wegen f’ < f hat man nun z, € U,. Daher ist / 
in 2z1(U,,). Infolgedessen hat man /’ € ff} und damit /’ = f. Es gibt also keinen 
minimaleren Faden zu f*). 

Wir betrachten jetzt das offene finite Zerlegungsspektrum (M/R,, 7°), co 
eines topologischen 7',-Raumes 9. Auf das Spektrum sind die obigen Begriffs- 
bildungen anwendbar, da ja jeder Raum IM/R, ein 7,-Raum ist. 

Wir kénnen folglich dem Satz 4 auch die nachstehende Form geben. 


Satz 5: M sei ein T,-Raum. Dank ist der untere Grenzraum des finiten 
offenen Zerlegungsspektrums von M gleich der Wallmanschen Erweiterung von M. 


Ist der T,-Raum M schon bikompakt, so folgt 


3) In véllig entsprechender Weise kann man fiir ein inverses Spektrum von T,-Raéumen 
fiir die Faden des Grenzraumes folgende Relation zeigen: /’ <= f genau dann, wenn /’ € {/}. 
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Satz 6: Jeder bikompakte T,-Raum M ist der untere Grenzraum eines ge- 
wissen Spektrums endlicher T,-Réume, und zwar des offenen finiten Zerlegungs- 
spektrums. 

Umgekehrt ist der untere Grenzraum eines Spektrums endlicher T,-Réiume 
auch ein bikompakter T,-Raum. 


Beweis: Der erste Teil ist nach Satz 5 klar, weil ein bikompakter T,-Raum 
mit seiner Wallmanschen Erweiterung iibereinstimmt. 


Der zweite Teil ergibt sich so: 


In [3] ist bewiesen worden, daB der untere Grenzraum eines Spektrums 
aus endlichen 7',-Raumen ein bikompakter Raum ist. Jeder Punkt des unteren 
Grenzraumes ist aber auch nach (3) ein abgeschlossener Punkt. 


§ 5. Spektrale Konstruktion der Stone-Cechschen Erweiterung 


In Ubereinstimmung zu dem Vorgehen in §4 stellen wir hier den Zu- 
sammenhang zwischen dem Grenzraum yQM des offenen finiten Zerlegungs- 
spektrums eines vollstandig regularen Raumes 9% mit der Stone-Cechschen, 
Erweiterung 6M von M her. 


M sei also volistandig regular. 


Wir definieren eine Aquivalenzrelation S wie folgt auf y I. Zwei Punkte x 
und y aus yM sollen beziiglich S aquivalent sein genau dann, wenn fiir jede 
stetige, reelle Funktion g: yM-— (0, 1) gilt p(x) = ply). 

Die Aquivalenzklassen von yM beziiglich S sind also die maximalen 
Mengen, auf denen jede stetige, reelle Funktion ~: yIM — (0, 1) konstant ist. 
Im folgenden sei nun immer M mit ®(M) in yM identifiziert! 

Dann gilt: 

1. Keine zwei Punkte z und y aus M sind beziiglich S aquivalent. 

2. S ist die schwachste Hausdorffsche Aquivalenzrelation auf yM. 


In der Tat: M ist vollstandig regular, also gibt es eine stetige Abbildung 
gy: M— (0, 1) mit y(x) = 0 und —¢(y) = 1. 


Weil sich g nach Satz 3 IV. stetig fortsetzen laBt auf yIM, kénnen also x 
und y beziiglich S nicht aquivalent sein. 


S ist zunachst eine Hausdorffsche Relation, d:h. der Quotientenraum ist 
Hausdorffsch. Sind naémlich x und y zwei nicht aquivalente Punkte aus yM, 
so gibt es eine stetige, reelle Funktion gy: yM — (0, 1) mit p(x) + wy). w(x) 
und @(y) lassen sich durch offene Umgebungen U und V trennen. Dann sind 
gy *(U) und g~!(V) offene, beziiglich S gesittigte Mengen, die x und y trennen. 
Folglich ist yM/S ein Hausdorffscher Raum. 


Dieser ist vermége der kanonischen Abbildung k: yM—+ yM/S stetiges 
Bild von yM, also ist er selbst ein bikompakter Raum. Wegen 1. ist k auf 
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M eineindeutig. AuBerdem ist k(M) dicht in yM/S, weil M dicht in yM ist. 
Weiterhin wird die Einschrankung k|® der Abbildung & durch die vollstan- 
dige Regularitaét von M eine offene Abbildung auf M. 


a) yIM/S ist also eine bikompakte Hausdorffsche Erweiterung von IM. 


b) Zum anderen laBt sich jede stetige, reelle Funktion g : M — (0, 1) stetig 
fortsetzen auf yM/S. 


Namlich ¢ laBt sich stetig fortsetzen auf yM. Die Fortsetzung yp von ¢ ist 
dann auf jeder S-Klasse konstant, demgemaB ist p*(k(x)):= y(z) eine stetige 
Fortsetzung von gp auf yM/S. a) und b) kennzeichnen nun eindeutig die 
Stone-Cechsche Erweiterung BI des Raumes Mt (vgl. [7]). Eine schwachere 
Hausdorffsche Relation T auf yM als S kann es auch nicht geben, weil sich 
sonst yIM/7' vermége der kanonischen Abbildung h : yM/T' +> yM/S so stetig 
auf yM/S abbilden lassen wiirde, daB ,,die Punkte von M fest bleiben“! Dieses 
stainde im Widerspruch zur Maximalitat der Stone-Cechschen Erweiterung fM. 


Wir haben also gefunden 


Satz 7: Die Stone-Cechsche Erweiterung BM eines vollstindig reguliren 
Raumes M ergibt sich als Quotientenraum des Grenzraumes yM des offenen 
finiten Zerlegungsspektrums von M nach der schwéichsten Hausdorffschen 
Aquivalenzrelation auf yM. 


Bemerkung: Auf dieselbe Weise ergibt sich auch aus dem Grenzraum des 
finiten Zerlegungsspektrums des Raumes 2% die Stone-Cechsche Erweiterung. 


Fiir normale Raume stimmt bekanntlich (vgi. [7]) die Wallmansche Er- 


weiterung mit der Stone-Cechschen Erweiterung tiberein. Wir formulieren 
daher den 


Zusatz zu Satz 5: Der untere Grenzraum des finiten offenen Zerlegungs- 


spektrums eines normalen Raumes ist gleich der Stone-Cechschen Erweiterung 
dieses Raumes. 


Die x-Faden des offenen finiten Zerlegungsspektrums eines 7',-Raumes 
sind minimale Faden, denn sie sind abgeschlossene Punkte des Grenzraumes. 


In anderer Richtung gilt: 


(1) Ein minimaler Faden des offenen finiten Zerlegungsspektrums eines 
bikompakten T,-Raumes ist notwendigerweise ein x-Faden. 


Beweis: Sei f = (Kp,) ein Faden des offenen finiten Zerlegungsspektrums 
des bikompakten 7T,-Raumes M. Die Menge N Kp,|Kp,€f ist dann nicht 
leer, weil ja doch das System {Kp,|Kp, €f} ein zentriertes System abgeschlos- 
sener Mengen eines bikompakten Raumes ist. Es gibt folglich einen Punkt 
z€N Kp\Kp,€f. Wir betrachten den x-Faden f,. Es gilt x¢€ Kp, in M, 
deshalb ist die R,-Klasse von x # in {Kp,}"’*= enthalten, denn {Kp,}™”* ist 
das kanonische Bild der kleinsten abgeschlossenen, beziiglich R, gesattigten 
Menge aus M, die die Klasse Kp, enthiit. 
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Das bedeutet # < Kp, in M/R,. Zu dem Faden f ist also ein minimaler 
Faden /, gefunden. Ist f selbst ein minimaler Faden, so muB also f = f, sein. 


In einfacher Weise folgt nun auch iiber die spektrale Erzeugung von bi- 
kompakten 7',-Raumen das 


Theorem von ALEXANDROFF-Kuroscu: Jeder bikompakte Hausdorffsche 
Raum ist die untere Grenze eines gewissen Hausdorffschen Spektrums endlicher 
T,-Réume. Umgekehrt ist die untere Grenze eines Hausdorffschen Spektrums 
endlicher T,-Réume ein bikompakter Hausdorffscher Raum. 


Beweis: Ein Spektrum aus endlichen 7,-Raéumen (I,, 7°), <; heiBt dabei 
Hausdorffsches Spektrum, wenn es zu je zwei verschiedenen minimalen Faden 
f und f’ ein « €J gibt, so daB die a-ten Koordinaten x, und xj, von f und /’ in 
M, durch offene Umgebungen trennbar sind. 


Fir einen bikompakten Hausdorffschen Raum 2M ist das finite offene Zer- 
legungsspektrum ein Hausdorfisches Spektrum. Denn seien f und f’ zwei 
minimale Faden aus dem Grenzraum yy. f und /’ sind dann nach (1) also 
«-Faden, f = f, und f’ = f, mit x + y. Wegen des 7,-Trennungsaxioms von I 
lassen sich x und y durch offene Umgebungen U und V trennen. U ist beziiglich 
einer Relation R, gesattigt, V ist beziiglich einer Relation R, gesattigt..Zu den 
Relationen R, und R, gibt es eine gemeinsame Verfeinerung R,. U und V sind 
beziiglich dieses R, gesittigt. Die kanonischen Bilder U/R, und V/R,, trennen 
dann die R,-Koordinaten Kp,€f und Kp,€f’ in M/R,. Nach Satz 6 folgt 
sodann der Rest. 


Die Umkehrung ist klar. 


§ 6. Ein weiteres Beispiel fiir die spektrale Konstruktion 


spezieller Erweiterungen 


Mit diesem abschlieBenden Paragraphen wollen wir eine weitere Andeutung 
tiber die Niitzlichkeit des von uns bezogenen Standpunktes machen. 


M sei ein nulldimensionaler 7'5-Raum. Das ist ein 7,-Raum, in dem die 
offenen-abgeschlossenen Mengen eine offene Basis von IM bilden. Solch ein 
Raum ist dann sogar vollstandig regular! 


Wir konstruieren zu M folgendes Zerlegungsspektrum : 


U sei das System der offenen-abgeschlossenen endlichen Uberdeckungen 
von M. Das zu U gehdrige System RN = {R,|a € U} der erzeugten Aquivalenz- 
relationen ist dann gerichtet, weil Ul additiv und multiplikativ ist. Die beziiglich 
gewisser Relationen R, €N gesattigten offenen Mengen bilden auferdem eine 
Basis von IM, denn dieses System ist das System aller offenen-abgeschlossenen 
Mengen. Zwei Punkte «+ y von M sind wegen der 7',-Eigenschaft von M 
auch nicht beziiglich aller R, € R aquivalent. 


Deshalb ergibt sich 
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(1) Der Grenzraum £M des von den endlichen offenen-abgeschlossenen Uber- 
deckungen erzeugten Zerlegungsspektrums des nulldimensionalen T,-Raumes M 
ist ein bikompakter nulldimensionaler T,-Erweiterungsraum von M. 


Beweis: DaB (M eine bikompakte 7,-Erweiterung von M ist, folgt sofort 
aus Satz 1 und der Tatsache, daB jeder Zerlegungsraum M/R, ein. endlicher 
(sogar diskreter) 7',-Raum ist. Die Nulldimensionalitét von €M erschlieBt 
man so: 


Die Mengen U*, U offen-abgeschlossen in M, bilden nach (4) aus § 2 eine 
offene Basis von (M. Jedes U* ist dabei aber auch nach (6) § 2 abgeschlossen. 
Demnach hat ¢M eine offene Basis aus offenen-abgeschlossenen Mengen, 
womit die Nulldimensionalitaét nachgewiesen ist. 


Bemerkung: Der Raum (9 ist somit eine bikompakte Hausdorffsche Er. 
weiterung von I! 


Wie hangt jetzt die Stone-Cechsche Erweiterung 82% mit dem Grenzraum 
CM zusammen ? 


Dazu fiihren wir folgendes aus. 


(2) Fiir einen nulldimensionalen T,-Raum M ist der Komponentenraum 
BM/K der Stone-Cechschen Erweiterung BM von M die grote nulldimensionale 
bikompakte Hausdorfjsche Erweiterung von M, d.h. es gibt zu jeder anderen 
bikompakten Hausdorffschen nulldimensionalen Erweiterung eM von M eine 
stetige Abbildung von BM/K auf eM, die auf M die Identitat ist*). 

Beweis: Zunachst zeigen wir, daB 8IM/K iiberhaupt eine nulldimensionale 
Erweiterung von M ist. * 

Zwei Punkte z+ y von M kénnen nicht in derselben Komponente K von 
BM liegen. Denn seien x + y aus M und sei K, die x enthaltende Komponente 
von BM. Es gibt eine offene-abgeschlossene Menge U in M mit x ¢€ U und 
y ¢ U. Wir definieren folgende Funktion  : M — (0, 1) y(z) = 0 fiir z € U und 
y(z) = 1 fir z ¢ U. Dann ist ¢ stetig auf M, weil U zugleich offen und ab- 
geschlossen ist! ¢ laBt sich stetig fortsetzen zu einer Abbildung y : 8M — (0,1). 
Dabei ist fiir die Mengen U und CU in BM (UV) c y(V) = {0} und (OU) c 
C p(CU) = {1}. Folglich ist U eine offene-abgeschlossene Menge in PM. 
Diese enthalt x, aber nicht y/ AuBerdem muB K,c U sein. Demnach kann 
nicht y € K,. 


Die kanonische Abbildung « von SM auf den Quotientenraum #M/K ist 
also auf M eine eineindeutige Abbildung. Nun ist der Komponentenraum eines 
bikompakten Hausdorfischen Raumes selbst Hausdorffsch, also ist die stetige 


*) Einen anderen Beweis von (2) mittels uniformer Strukturen hat B. BanascHEWSKI 
in [4] gegeben. 
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Abbildung « auch abgeschlossen. Fiir die Einschrinkung «|9 wird hier die 
Abgeschlossenheit nicht zerstért. Mithin ist M dicht eingebettet in BIM/K. 


Bleibt noch die Maximalitaét zu zeigen! 


Wegen der Maximalitat der Stone-Cechschen Erweiterung BN von M gibt 
es eine stetige Abbildung g von BM auf eM, die auf M die Identitat ist. Jede 
Komponente von SM geht wegen der Stetigkeit dieser Abbildung in eine zu- 
sammenhangende Menge in eM tiber. Die einzigen nicht leeren zusammen- 
hangenden Mengen in eM sind aber infolge der Nulldimensionalitat des bi- 
kompakten Hausdorffschen Raumes eM die einpunktigen Mengen. Das heiBt: 
@ ist auf jeder Komponente konstant. Die Abbildung ¢ induziert sodann eine 
stetige M-identische Abbildung von BIM/K auf eM. 


Mit dem vorstehenden Resultat gelangt man zu 


Satz 8: Der Grenzraum [IM des von den endlichen offenen-abgeschlossenen 
Uberdeckungen erzeugten Zerlegungsspektrums eines nulldimensionalen T,-Raumes 
M stimmt mit dem Komponentenraum BIM|K der Stone-Cechschen Erweiterung 
BM von M iiberein. [M ist somit die gréBte bikompakte nulldimensionale Haus- 
dorfische Erweiterung von M. 

Beweis: Aus (1) und (2) folgert man, daB es eine stetige Abbildung g von 
BM/K auf CM gibt, die M-identisch ist. 

Wir zeigen noch die Eineindeutigkeit dieser Abbildung. Daraus ergibt sich 


sofort, daB es eine Homéomorphie ist, weil es sich um Hausdorffsche bikom- 
pakte Raume handelt! 


Seien z+ y zwei verschiedene Punkte aus SIN/K. Es gibt eine offene- 
abgeschlossene Umgebung 0 in £M/K, die y nicht enthalt. 7 sei das Komple- 
ment von 0 in BM/K. V ist sodann éine offene-abgeschlossene Umgebung 
von y. Sei: = 0. Mund V: = Vn M. Dann gilt 0 = 0, wobei die Hiillen- 
bildung in £M/K gemeint ist. Das folgt so: Zunachst ist TJ = 007 McOnM 
= 0. Die umgekehrte Ungleichung 0 c 0 ergibt sich auf Grund der Dichtigkeit 
von M in BM/K. Denn ist z € 0 und W eine beliebige Umgebung von z, so ist 
auch W r\ U eine und fiir diese gilt wegen der Dichtigkeit von MWA O01 M+8, 
d.h. Wr U + 9. Damit ist z in U. 


Entsprechendes gilt fiir V. 


Weil 07” V =, so hat man hier UX V= U7 V. Infolgedessen ist 
(On V) = w(U nA V). Wegen der Abgeschlossenheit der Abbildung ¢ ist 
iiberdies p(U ~\ V) = (Ur V)*™.. p war nun auf M die Identitat, also 
g(UN V) = o(UN VF @= On VE = (Un V)*= U* \ V*. Nimmt man 
fiir U* und V* riickwartig die entsprechende Ersetzung durch 0*™ usw. vor, 
so erhalt man schlieBlich o(O 1 V) = g(0) \ 9(¥). x und y kénnen also 
nicht die gleichen Bildpunkte haben. 
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4 Beziehungen zwischen den Riemannschen, Taylorschen 
4 und gewodhnlichen Ableitungen reellwertiger Funktionen 
i]. Von 


P. L. Burzer in Aachen 


Einleitung 


Ein Ziel dieser Arbeit ist, den Zusammenhang zwischen den Riemannschen, 
Taylorschen und gewohnlichen Ableitungen reellwertiger Funktionen /(z) in 
den Raumen C [— 2, 2], L,(—2, x), 1 S p<, undin L,(—oo, 00), 1 S ps 2, 
zu untersuchen. In den ersten beiden Fallen ist /(2) eine Funktion der Periode 
22, und im letzten Fall ist /(x) eine auf der ganzen Achse (nicht periodische) 
meBbare Funktion. AuBerdem werden sehr schwache hinreichende Bedingungen 
fiir die Existenz der gewohnlichen r-ten Ableitung /(xz) angegeben. Diese 
Bedingungen, die eventuell auch notwendig sind, werden durch die Taylor- 
schen Ableitungen ausgedriickt. Entsprechende notwendige und hinreichende 
Bedingungen fiir die Existenz von f(z) mittels der Riemannschen Ableitungen 
wurden friiher von Butzer ([8], Satz 5.1) angegeben. 

Die Riemannsche Ableitung r-ter Ordnung ist durch 


fi") (x) = lim FE (- 1" (i)! [2 + a(S - k)] 


definiert, falls dieser Grenzwert existiert. Zu bemerken ist die Schreibweise 
fiir diese Ableitungen. 

Fiir diesen Differentiationsbegriff, den RrzMANN in einer Arbeit tiber die 
Eindeutigkeitssaitze fiir trigonometrische Reihen eingefiihrt hat, sind viele 
Eigenschaften bekannt ; insbesondere diejenigen, die sich mit dem punktweisen 
Konvergenzverhalten beschaftigen (vgl. etwa Zyamunp [29], Bd. II, S. 59—83). 

So sagt zum Beispiel ein Satz von pE La VaLL&E Poussin (vgl. [25], 
S. 153) aus: 

Satz A. Ist f(x) stetig in einem endlichen Intervall (a, 6] und besitzt in jedem 
Punkt dieses Intervalls eine endliche Riemann-Ableitung I(x) von 2-ter Ordnung 
mit I(x) € L,(a, 6), so gilt 


f(x) = ¢g+ eet fdx, fl(u)du (as2zsgb), 


WO Co, ¢, Konstanten sind. 

Ein spezieller Fall dieses Satzes ist ein Lemma von H. A. Scuwankz (vgl. 

[26], S. 107), welches aussagt, daB aus /(x) = 0 folgt, daB f(x) linear in [a, 5) ist. 
Math. Ann. 144 19 





276 P. L. Burzer: 


Jedoch die Frage, Satz A auf héhere Riemann-Ableitungen zu _ verall- 
gemeinern, ist nur unter zusatzlichen Voraussetzungen mdglich. Existiert 
auBerdem die Ableitung /~*(zx) in [a, 6], so hat S. Saxs [23] bewiesen, daB 


x qy Tr-1 
f(z) = P,4(z) + fda, f-+:f Uu)du 


fir a < x < b gilt, falls r = 3 oder 4 ist. Hier bedeutet P,_,(x) ein Polynom 
vom Grade < (r — 1). DaB man die Existenz von /(—® (x) fiir r= 3 sogar im 
Falle I(x) = 0 voraussetzen muB, zeigt das Gegenbeispiel 


f(x) = |z| 2*°-*. 


In der Tat existieren die ersten r — 3 gewdhnlichen Ableitungen dieser Funk- 
tion, jedoch nicht die (r — 2)-te gewdhnliche Ableitung im Punkte x = 0; aber 
die Riemannsche Ableitung r-ter Ordnung ist tiberall Null. 

Ferner hat C. Kasstmatis [19] einen Spezialfall einer Vermutung von 
Burzer und Kozaktewicz [11], die eine Erweiterung des Satzes von Saks fiir 
r => 5 darstellte, mit zusatzlichen Voraussetzungen bewiesen. 

Ersetzt man jedoch die punktweise Konvergenz durch gleichmaBige Kon- 
vergenz, so brauchen keine Ableitungen von f(x) zu existieren und folgender 
Satz (vgl. etwa MarcHauD [21)) ist bekannt: 

Satz B. Ist f(x) stetig in [a,b] wnd ist fi"\(x) =1(x) gleichmafig in [a, 6}, 
8o gilt fiir alle x in [a, 6}: 


ay tr-i 


f(x) = P,_4(z)+ fda f--+f Uu)du. 


In der erwahnten Arbeit von BuTzER und KozakIEwicz wurde ein Analogon 
des Satzes B bewiesen, wobei die gleichmaBige Konvergenz durch Konvergenz 
in der Norm des Raumes L,(a, bd), bzw. schwache Konvergenz, ersetzt ist. 


Diese Satze bilden den Ausgangspunkt zu dem Abschnitt 4 dieser Arbeit, 
wobei unter anderem Varianten des Satzes B fiir periodische Funktionen der 
Klassen C [— 2, 2] und L,(—2, 2), 1 < p < co bewiesen werden (s. Folgerungen 
4.1 und 4.2 unten). Diese Beweise sind véllig verschieden von den klassischen 
Beweisen und beruhen auf einer Fourier-Koeffizienten-Methode, oder anders 
gesagt auf einer Methode, die sich auf die endliche Fourier-Transformation 
stiitzt. Diese Methode erlaubt eine véllig einheitliche Betrachtung fiir die 
obigen Probleme und wurde in ([5], Theprems 5.1, 6.3) benutzt. Die erwaihnte 
Folgetung fiir den L,-Raum ist ein erweitertes Analogon eines Satzes von 
W. T. Rerp [22], der sein Ergebnis auf Lésungskriterien fiir gewohnliche lineare 
Differentialgleichungen angewandt hat. 

Weiterhin wird in Abschnitt 4 eine Variante des Satzes B fiir den Raym 
L,(—oo, cc), 1 < p $2 untersucht (Folgerung 4.3). Die Beweismethode hi-rzu 
beruht auf einer Fourier-Transformationsmethode, die der Verfasser ia die 
Approximationstheorie (vgl. [5], [6], [7]) eingefiihrt und in anderen Arbeiten 
({8], [9]) verfolgt hat. - 
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Es ist auch mdglich, anstatt der héheren gewdhnlichen Ableitungen die 
weniger bekannten Taylorschen Ableitungen zu nehmen. Die Taylorsche Ab- 
leitung von r-ter Ordnung ist durch die Formel 


OR ae 
1 (2) = him [fem — OF pea} 
h—0 k=0 

definiert, und es wird angenommen, daB die gewdhnlichen Ableitungen von 
f(x) bis zur Ordnung (r — 1) im Punkte z existieren. Es hat sich in einer Arbeit 
von P. L. Butzer und H. G. TrLLmMann [12] gezeigt, daB diese Ableitungen zur 
Untersuchung des Randverhaltens von Lésungen gewisser partieller Dif- 
ferentialgleichungen von Interesse sind. 

Im Abschnitt 3 werden fiir die«‘Taylor-Ableitungen die entsprechenden 
Ergebnisse bewiesen, die im Abschnitt 4 fiir die Riemann-Ableitungen gelten, 
wie oben besprochen. Diese Ergebnisse, d. h. die Folgerungen 3.1—3.3 unten, 
haben, insoweit der Verfasser unterrichtet ist, in der Literatur keine vorher- 
gehende Betrachtung gefunden. Hier sagen die Satze 3.1—3.3 aus, daB in den 
Raumen C[—2, 2], L,(—2, x), 1 < p<oco und L,(—co, 00), 1 < p< 2 die 
Existenz der gewohnlichen Ableitung /‘(z) mit der Existenz der Taylor- 
Ableitung /'(x) aquivalent ist. Die Beweismethoden beruhen wieder auf den 
beiden Fourier-Methoden. 

In Abschnitt 5 wird der genaue Zusammenhang zwischen den gewohnlichen, 
Taylorschen und Riemannschen Ableitungen formuliert , wobei die Konvergenz 
in den Raumen C[—2, 2], L,(—2, 2) oder L,(—0co, cc) zu verstehen ist. In 
diesen Raumen sind alle drei Differentiationsbegriffe untereinander aquivalent. 
Im Falle der punktweisen Konvergenz ist dies natiirlich nicht der Fall, wie 
Gegenbeispiele zeigen. 

In Abschnitt 6 erst werden die beiden Fourier-Transformationsmethoden in 
ihrer vollen Starke, jedoch nur in einer Richtung, benutzt, um hinreichende 
Bedingungen fiir die Existenz der Ableitung f(z) anzugeben. Diese Bedingun- 
gen, mittels der Taylorschen Ableitung formuliert, werden wieder in den 
Raumen C[— 2, 2], L,(--#, 2) und L,(—co, co) betrachtet. 

Vorausgeschickt, in Abschnitt 1 ,,Grundbegriffe“, sind einige Lemmas tiber 
Eigenschaften der Fourier-Koeffizienten, die als Grundlage zu der besprochenen 
Fourier-Koeffizienten-Methode dienen ; Abschnitt 2 enthalt eine Vorfiihrung der 
beiden Fourier-Methoden in ihrer schwachsten Form. 


§ 1. Grundbegriffe 


Die Beweismethoden fiir die Satze dieser Arbeit beruhen auf einer schon in 
der Einleitung besprochenen Fourier-Transformations-Methode und auf einer 
Fourier-Koeffizienten-Methode. Gehéren die Funktionen zur Klasse L,,(—oo, oo), 
1 < p S 2, so wird die erst besprochene Methode benutzt; fir periodische 
Funktionen der Klassen C[—2, 2] und L,(—2, 2), 1 < p< die letztere. 

Zunachst werden einige Ergebnisse iiber die Fourier-Koeffizienten vor- 
weggenommen, einige bekannte, andere eventuell unnachweisbare. 
19* 
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Die komplexen Fourier-Koeffizienten einer Funktion / (zx) der Periode 2x 
sind durch 


1) SeN=fr™), fim=gz [ e-mf(z)de (n=0, 41,...), 


definiert. 
Lemma 1.1: Sei f eine Funktion") der Periode 22x, fiir die die r-te Ableitung 
f(x) zu C[—2, 2] oder L,(—2, x), p =>} 1 gehért. Dann gilt 
(1.2) Sr lf) = (in) Frl(/) , (n= 0, +1, +2,...). 
Der Beweis folgt sofort durch wiederholte partielle Integration. 


Als Umkehrung hierzu gilt 
Lemma 1.2: Sind f und g € L,(—2, x), 1 S p < co, und 


(13) (in) Fel) = Fr) (n=0, 41, 42,...), 
so ist fiir fast alle x 
4) fl2)=fr0)+ f dx f ---da fg wan, 


d. h. f"—)(x) ist total stetig und f(x) € L,(—2, 2). 
Beweis: Setzt man 


G(2) = [|o -az fou) anlar, 


so folgt durch partielle Integration fiir nm = 0, +1, +2,... 


Gay Sr) mat | +in [e-t=a(a) az}. 


m= 


Da die ersten Glieder auf der rechten Seite dieser Formel verschwinden, ist 
(1/in) Fr(9) = Fr(@), (n= +1, +2,...). 
Nach der Voraussetzung (1.3) fir n=O ist G(x)= /{ g(t) dt und Fp(f) = Fr(@) 


fir n= +1, +2,... . Da das System {e'**},n=0, +1, +2, .:. vollstandig 
in L,(—2, 2) ist, gilt fir fast alle x 


f(x) — fp(0) =f g(t) dt. 


Durch iterierte Anwendung der Formel fiir partielle Integration folgt die. 
Behauptung im Falle p = 1. Ist 1 < p < 0, so benutzt man die Tatsache, daB 
das System {e*"*},n = 0, +1, +2, ... vollstandig in L,(—z, z) ist. 

Der Verfasser ist Herrn Prof. A. Zyamun far die freundliche Ubermittlung 
des Beweises des Lemmas 1.2 dankbar. 

Gehéren / und g zu C[—z, 2], so folgt unter der Voraussetzung (1.3) die 
Behauptung (1.4) fiir alle z. 

1) In diesem Lemma soll auBerdem / der Bedingung f(x) = {(—2) geniigen. Diese 
Voraussetzung wird in den folgenden Sitzen, die sich auf Lemma 1.1 stiitzen, ohne be- 
sondere Erwahnung benutzt. : 
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; Wir setzen im folgenden 


zr bay Try 
3. g(x) = fax, f dz,°- eo: g(u) du, 
und 


zr Bay Trea 
31, dg(x)= [dx fdz,--- f dg(u). 


Lemma 1.3: Ist f € C[—2, 2] und ist g eine wesentlich beschrinkte periodische 


Funktion mit 
nm 


(in Fel) = gz f em! 2g(z) dz (n=O, +1, 42,...), 


so gilt fiir fast alle x,, x, 
lf 9(ay) — f°-(az4)| S Mx, — xq, 
d.h. {-»)(x) gehért fast iiberall zur Klasse Lip 1. 
Beweis: Wie im Beweis von Lemma 1.2 ist 
f(x) = fp) + 82,.9(2), 
wo g(x) fast tiberall beschrankt ist. Also ist 


ry 
\fr-(x,) — f° -9(2)| = | Sa(m) aw Sieat o. 


Lemma 1.4: Gilt f € L,(—2, 2), g € B.V. [—2, 2] und 


(1.5) (i ny Sef) = ge J e~*"2zdg(z), (n=0, +1, +2,...), 


so ist fiir fast alle x 
(1.6) f(x) = fp(0) + St, dg(zx), 
d. h. {*—»(x) gehért fast tiberall zur Klasse B.V.(—zx, x). 
 Beweis: Sei B(x) = f dg(u). So folgt.fir n= +1, +2, ... (siehe 2. B. 
Wiper [28], 8.12) 


(1.7) mis [ e-**d9@) = Gams [et*apcz). 


Durch partielle Integration ist die rechte Seite von (1.7) gleich 


aes fe‘9* pea +in / e~*"* B(x) ax} 


= e~*"2 B(x)dz, 


da nach (1.5) firn=0, { dg(u) = 0 ist. 
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Hieraus ergibt sich firm = +1, +2,... 


+= e-'*2 B(2)da=z— | ete f(a) dz, 


und also gilt fiir fast alle x 
f(x) — fy(0) = B(x) = f dg(u). . 


Durch mehrfache Integration folgt der Beweis der Formel (1.6) fiir fast alle z. 
Es sei 7'(x) die trigonometrische Reihe 


foe 


zx Cur eing 
n= —oo 
und o,(7'; x) die zugehGérigen arithmetischen Mittel. 
Lemma 1.5: (i) Die trigonometrische Reihe T(x) ist die Fourierrcthe einer 
wesentlich beschrinkten periodischen Funktion g dann und nur dann, wenn 


lo,(7; z)|,= sup  |o,(7; x)| = O(1) 
—asrs2 
ist. 
(ii) T'(x) ist die Fourierreihe einer Funktion g in L,(—2,2), p> 1 genau 
dann, wenn 


a 1/p 
1 
lo,(7 ; z)|,= E J ont? x)|? az| = O(1) 
ist. : 
(iii) T(x) ist die Fourier-Stieltjes-Reihe einer Funktion g € B.V. [—2, 2] 
dann und nur dann, wenn 


lo,(7; x)|;= O(1) 
ist. 

In diesen drei Ergebnissen, die von W.H. Youna stammen, ist das O 
jeweils unabhangig von n. Fir die Beweise vgl. etwa Zyamunp [29], Bd. I, 
S. 136—145. 

Ergebnisse tiber die Fourier-Transformation, die im Laufe der Arbeit 
benutzt werden, sind an dieser Stelle nicht zusammengestellt, jedoch an den 
entsprechenden Stellen mit genauem Literaturhinweis versehen. Die Ergebnisse 
entsprechen im wesentlichen denjenigen, die oben fiir die Fourier-Koeffizienten 
dargeboten sind. 


§ 2. Die Methoden in einfachen Fillen 


Hier werden die beiden Fourier-Transformations-Methoden anhand még- 
lichst einfacher Beispiele vorgefiihrt. Da die Beweise der Ergebnisse der 
Abschnitte 3 und 4 auf einer Verfeinerung dieser Methoden beruhen, werden 
hier alle Einzelheiten beriicksichtigt. 
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Satz 2.1: Hs seien f und | Funktionen der Periode 2x und f, 1 € C[—2, 2}. 
Ist 
(2.1) lim || fet) + fe She — 12), =O, 





h—-0 
so ist fiir alle x 


f(x) = fp(0) + J dz, f Uu)du, 


d. h. {(x) existiert, ist stetig und f(x) = 1(2). ; 
Beweis: Definiert man die komplexen Fourier-Koeffizienten der Funktion 
{ € C[—a2, x] durch (1.1), so gilt 
Srlf(zth\]—e*™*fp(n) (m=O, +1, +2,...). 
Auf Grund der Beziehung 
Sp [427 + f(z — h) — 2f(z) —1(2)] = enh + —— 


h? 
folgt 





——= fp(n) — I p(n), 


einh + = 











=2 tpn) — tye = 3 a fin x 
| fe + A) + f(z — h) — 2f (2) 
x R 

Also gilt nach der Voraussetzung (2.1) 


eink + ertnh__ 


h) + r= 2/(z) 








-nelae s|M2+ — (2). 


(2.2) lim 


%——* fy(n) =Ip(n) (n= 0, +1, 2,...), 
h—0O 
oder 


(in)*fp(n) =lp(n), fiir jedes mn =0, +1, +2,.. 
Eine Anwendung von Lemma 1.2 fiir stetige Funktionen und r = 2 ergibt 
fiir alle x 


f(x) = fp(0) + J dx, f U(u) du , 


womit der Satz bewiesen ist. 
Wir setzen 
F,(z) = f(z+ o— Ks | FR(z)= f(z +h) + ice h) — 2f(z) 

Die Voraussetzung (2.1) kann man etwas abschwachen: {F}(z)} soll gleich- 
maBig gegen die endliche Funktion /(z) in —az < x S a streben. Die Grenz- 
funktion /(z) ist dann bekanntlich notwendig stetig. Die Behauptung ist, daB 
die zweite Ableitung /(2z) durchaus stetig ist und f(z) = I(x). Ubwohl dieser 
Satz wohlbekannt ist, ist die Beweismethode eine ganz andere. 

Ersetzt man die gleichmaBige Konvergenz durch Konvergenz im Mittel 
von der Ordnung 7, so gilt fiir Funktionen f € L,(— 2, 2) der folgende weniger 
bekannte Satz, den wir hier fiir die erste Differenz formulieren: 

Satz 2.2: Es seien f und I periodische Funktionen der Periode 2x und f, 
léeL,(—2,2),1 Ss p<. 
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Ist 


(2.3) lim jet r Iz)!" de = 0, 


so ist f(x) in L,(—2, 2) und f(x) = (x) fast tiberall. 
Beweis: Wir betrachten die Fourier-Koeffizienten der Funktion / € Z,(— 2, 
a) und analog wie im Beweis von Satz 2.1 gilt 


ink l | 1] +  _ || 
J feln) — bpm] = | EFM) _ yay] 





Also folgt wiederum das Analogon von (2.2) und so unter Benutzung des Lem- 
mas 1.2 fiir L,-Funktionen die Behauptung des Satzes. 

Fir nicht-periodische Funktionen f der Klasse L,(—co, co), 1 < pS 2, 
nimmt der vorgehende Satz die folgende Gestalt an und ist eine Verallgemeine- 
rung des Satzes 2.2 [8]. Der Fall p=2 wurde schon von BocHNER und 
CHANDRASEKHARAN ([3], S. 131) betrachtet. 

Satz 2.3: Gehdren die Funktionen f und l zur Klasse L,(—oco, 00), 1 < p S 2, 
und gilt , 
(2.4) tim f [M5 +0) fe) _ 
h—0 
so ist f(x) € L,(—ce, cc) und f(x) = I(x) fast tiberall. 

Beweis: Anstatt daB wir die Fourier-Koeffizienten wie in den vorher- 
gehenden Beweisen als Integraltransformation benutzen, fiihren wir hier die 
Fourier-Transformation der Funktion f € L,(—oe, oo) ein: 


(2.5) FU=f, fey=(ly2a) fet? f(z) de. 
Es gilt 

(2.6) g [FR _ (2) = fw - te 
und daher 


oo 


jer] = f(x + h) — f(z) | 
mi ~ f(v) — U(v)| = ix he = —— U(x) de. 


—- co 


Aus der Grenzbeziehung (2.4) im Falle p = 1 folgt 


eivh 


lim - 
h-—0 





= ; f(v) =1(v) , fiir jedes reelle v, 


oder i v {(v) = /(v). Nach einem Ergebnis von BocuNER und CHANDRASEKHARAN 
([3], S. 26—27) folgt, daB 


f(z) = —f Uu)du 


ist, d. h. f ist total stetig, und /(a) = 1(2x) fiir fast alle x. 












2, 
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Ist 1 < p < 2, so setzen wir den Beweis folgenderweise fort: Definiert man 
fale) = (AIy2x) fe-*** f(x) dz, p+q= pa, 

so ist /,(v) im Raume L, gegen eine Funktion /(v) fiir w > co konvergent. 


Dieses /(v), die Fourier-Plancherel-Transformierte von / ¢ L,(—oo, oo) genannt, 
geniigt der Ungleichung (siehe TrrcumarsH [25], S. 96) 


(2.7) Wf) eS If (a) - 

Da 

(2.8) f(z + h)] = ef” f(v) 

ist (siehe Os) 8. ipo folgt aus (2.7) 

(2.9) |= fe -to)|| < | —™ _ 2) 


Nach der Voraussetzung (2.4) fiir 1 < p < 2 gilt also 
(2.10) lim ||" f(w) — (n= 0, 
h—0') q 
und vollzieht man den Grenziibergang unter dem Integralzeichen, so ist 
(2.11) ji vf(v) —U(v)|,=0. 


In der Tat ist die Familie {F,(x)} in der L,-Norm beschrankt (da sie konvergent 
ist), also gilt nach (2.9) 


i! -— l 


—- — Fie) {= 


woraus man leicht schlieBen am dab ‘sbi chit o oo) ist, d.h. der 
Integrand in (2.10) ist durch 


|i v f(w)|* + |L(v)|* € Ly(—ce, 00) 
majorisiert. 


Aus (2.11) folgt, daB iv f(v) =2(v) fiir fast alle v ist. Nach Bocuner und 
CHANDRASEKHARAN [(3], S. 128, S. 215) ist f(x) = — f l(u) du, fiir fast alle x, 
d. h. f(z) ist total stetig, mit /(x) € L,(—co, co) und f/@)(x) = 1(x) fast tiberall, 


was zu beweisen war. 


§ 3. Die Taylorsche Ableitung 


Existieren die Ableitungen /(zx) (i = 1, 2, ..., r — 1) in einer Umgebung 
von 2 = 2», so wird der Ausdruck 


r—1 
(3.1) faq) = lim > [Near bE al CE 


unter der Voraussetzung, daB dieser Grenzwert existiert, Taylorsche Ableitung 
von r-ter Ordnung der Funktion f{(x) im Punkte x, genannt. 
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Der Kiirze halber setzen wir 


r—1l pe 
Vil(z) =r! G + h) — 2 ima} ; 


Ist der Grenziibergang in (3.1) gleichmaBig in einem Intervall [a, 6] und 
{/ €C{[a, b] (i =0,1,...,r — 1), so heiBt #”(x) eine gleichmaBige r-te Taylor- 
Ableitung. 

Die gewohnliche r-te Ableitung der Funktion f(z) im Punkte z = z, bezeich- 
nen wir mit /)(z,). Existieren die Ableitungen f(z) (i= 1, 2,..., 7 — 1) in 
einer Umgebung von z = 2p, so ist f(x) durch r-Imaliges sukzessives Dif- 
ferenzieren der Funktion f(x) definiert. 

Wir betrachten den Zusammenhang dieser beiden Definitionen. Bekanntlich 
folgt aus der Existenz der gewohnlichen Ableitung /(”(x) in z = 2, die Existenz 
der r-ten Taylor-Ableitung f(x) in z= x, und es gilt f(2,) = f(x) (vgl. 
etwa Tu. Cuaunpy [13], S. 112). 

Jedoch ist die Existenz von f(z.) nicht notwendig fiir die Existenz von 
f(x), wie das folgende Gegenbeispiel von G. VALiRon ([27], S. 83) zumindest 
fiir r = 2 zeigt: 

Sei / in einer Umgebung von z = 2, durch 


f(z)== (1+ e(z)), lim e(z) =0 
z—0 


definiert. Hier gilt /(0) = 0 und f?'(0) = 1, d.h. die 2-te Taylor-Ableitung 
existiert fir = 0. Nun kann man e(z) so mit x gegen Null streben lassen, 
daB f(x) in x=0 nicht konvergent ist, und so existiert auch nicht: die gew6hn- 
liche Ableitung /®(0). Fiir ein anderes Gegenbeispiel siehe [13], S. 117. 
Ersetzt man jedoch in der obigen Betrachtung die punktweise Konvergenz 
durch gleichmaBige Konvergenz, so folgt aus der Existenz von /f'”(zx) in [a, b] 
diejenige von f‘)(z) in [a, b]. Fir periodische Funktionen zeigt dies der folgende 
Satz. 
Satz 3.1: i) Existiert die gewdhnliche stetige r-te Ableitung f\"(x) in [—2, 2], 
so existiert in [—2,2] auch die gleichmédfige r-te Taylor-Ableitung f'” (2), 
und es gilt 
(3.2) f(x) = f(z). 


ii) Umgekehrt, aus der Existenz der stetigen gleichmaBigen Taylor-Ableitung 
f'? (x) in [—2, 2] folgt die Existenz der r-ten Ableitung f(x) in [— 2, 2], und es 
gilt wieder (3.2). 

Beweis: i) Obwohl dieser Teil des Satzes sehr bekannt ist, geben wir fiir 
spaitere Zwecke eine Beweismethode. Da /(x) € C[—2, 2], folgt durch par- 


tielle Integration 
h 


r—1 3, — 

(3.3) f(z+h)= 5 f(z) +f SSH me +u)du. 
k=0 *! o— 3)! 

0 
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Deshalb gilt 


sup | V5 /(2) — (|< oun I CT (ae + w) — $9 (2) ant, 


wobei das Supremum ier alle z, +h in [—2z,2] zu verstehen ist. Ist 
w({; 6) der Stetigkeitsmodul der Funktion /(zx) fiir |z,— z,| < 6, so kann 
man die rechte Seite der letzten Ungleichung nach oben durch 


h 
(h—uyr-* 
+ (r— -1)! 





~ w(f; |h|) du = w(f; |h}) 


abschatzen, wobei w(f; |h|) bei der Bewegung h - 0 gegen Null strebt. 

ii) Die Existenz der stetigen — Taylor-Ableitung /'” (x) setzt 
voraus, daB /® €C[—2a,2] fir k=0, 1, ..., r—1 ist. Folglich gilt nach 
Lemma 1.1 


(3.4) Fr {™ (x)] = (i n)!*Frlf(z)] (k=1,2,....7-1). 
Setzt man I(x) = f(z), so ist 


_ a) rs 7 
Sr Fe h f(x) — 1(2)] - a ° ~, a nr} fp(n) —tp(n) . 
Hieraus folgt 


' r—1 
ee ZF r¢ mn frp (n) _ Lp(n)| < 5 f(x) — U(z)|| 














Die Existenz der stetigen gleichmaBigen Ableitung /(z) sagt aus, daB 
lim 7! Jetna_ 7 Pe / i 
beet ty + er Ot ie) = Gn) 
+0 =0 
firn=0, +1, +2,... . Dies besagt, dab 
(i nm)’ fp(n) = L p(n) (n=0, +1, +2,...) 


ist. Also folgt-nach Lemma 1.2, daB fiir alle x die Darstellung (1.4) gilt, d.h. 
f(x) existiert, ist stetig und ist gleich f” (2). 

Dieser Satz enthalt offenbar die 

Folgerung 3.1: Zs seien f und | Funktionen der Periode 2 mit f\"—»(x) € 
€ C[—z, x). Ist 


(3.5) lim ~ V5, f(a) =U(z) 
h—0 
gleichmapig in —-x S x <= 2, 80 gilt fiir alle x 
f(x) = fp (0) + BL, Uz), 


d. h. f(x) existiert, ist stetig und f(x) = 1(x). Insbesondere, ist I(x) = 0, so ist 
f(x) konstant. 
Der folgende Satz ist giiltig fiir 1 = p < oo. 
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Satz 3.2: i) Sind die Ableitungen f(x) (k= 0, 1, ..., r— 1) total stetig 
und ist die gewohnliche Ableitung f(x) € L,(—2, 2), 80 existiert die r-te Taylor- 
Ableitung f' (x) im Mittel von der Ordnung p in (— 2, 2), d. h. 


"1 ys — f(x)? da = 
lim [| b f(z) — f(z)"dx=0 


und es gilt f(x) = f(z) fiir fast alle x. 

ii) Umgekehrt, aus der Existenz der r-ten Taylor-Ableitung f(x) im Mittel 
von der Ordnung p in (— x, 2), folgt die Existenz der r-ten gewohnlichen Ableitung 
f(x) € L,(—2, 2), und es gilt f(x) = f(x) fiir fast alle x. 

Beweis: i) Da f(x) fir k=0, 1, ..., r— 1 total stetig ist und f(z) ¢€ 
€ L,(—2, x) ist, folgt wiederum die Formel (3.3) durch partielle Integration, 
und es mae 


i f CF Ma + u) — 7% 2)] au 
\\p 

Da f(x) € L,(—2, 2), folgt in siiisaahes Weise, daB fiir h + 0 die rechte Seite 
gegen Null strebt; vgl. etwa DunFrorp und Scuwarrtz [16], 8. 351—357. 

ii) Die Existenz der r-ten Taylor-Ableitung /(x) = f(x) im Mittel der 
Ordnung p in (— 2, 2) setzt voraus, daB f(x) fir k= 0,1, 2,..., r — 2 total 
stetig ist und daB f(—)(x) € L,(— 2,2) ist. Wiederum gilt nach Lemma 1.1 
die Formel (3.4). Analog wie im Beweis des zweiten Teils des Satzes 3.1 ist 


! r—1 a 
ee x im fy (n) — Up (n)| < || V5 f(x) (2), 
k=0 ”* 




















b f(z) —7(2)|] = 


Ss i 











' 
woraus 





(i n)* fp(n) = L,(n) (n = 0, +1, +2,...) 
‘ folgt. Auf Grund des Lemmas 1.2 gilt also die Darstellung (1.4) und f(z) 
ist total stetig mit f(x) € L,(—2, 2). 
Folgerung 3.2: Es seien f und | periodische Funktionen, so daB f"-»)(x) und 
U(x) zu L,(— 2, 2), 1 S p < c gehéren. Unter der Behauptung 


tim mf lh 5 lz) — Ua)? deo 


gilt fiir fast alle x 
f(x) = fp(0) + IX, Uz), 
d. h. {*—)(x) ist total stetig und f(x) € L,(—=2, 2). InsbeSondere, wenn I(x) = 0 
ist, so ist f(x) fast iiberall konstant. 
Satz 3.3: i) Ist f(z) total stetig und f(x) € L,(—c0, 00), 1 < p <0, 80 
existiert die Taylorsche Ableitung f'” (x) im Mittel von der Ordniing p in (—co, 00), 


d. h. pa 
lim / 
h—0 


und es gilt f(x) = f(x) fast tiberall. 


r—1 


¥ {ie +) 2 ae pai) ae =0, 












wr - 


ler 
tal 
L.1 
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ii) Gibt es umgekehrt die r-te Taylor-Ableitung f(x) im Mittel von der 
Ordnung p in (—ov, 00), fiirl < p < 2, 8o existiert {"-)(x) als eine total stetige 
Funktioh, f(x) € L,(—co, 00), und es gilt f(x) = f(x) fast iiberall. 

Beweis: i) Aus den Voraussetzungen folgt durch partielle Integration die 
Formel (3.3), und hieraus ergibt sich 


fi bf 2) — $%2))"d2— f 


Da f(z) € L,(—o0v, co), strebt bei der Bewegung h + 0 das letzte Glied gegen 
Null (wie aus den Uberlegungen von [16], S. 351—357 zu entnehmen ist). 

ii) Der Beweis der Umkehrung ist tiefliegender. Wie in der Beweismethode 
von Satz 2.3 benutzen wir hier als Integraltransformation die Fourier-Trans- 
formation. Es sei p= 1. Da f—*)(z) total stetig ist und /"~"(x) € L,(—0o, oo) 
ist, gilt ((3], S. 8—9) 


(3.6) & (/(x)] = (6 v)* F [f(z)] (k=1,2,....r-1). 
Also gilt fiir I(x) = f(x) 


h 
¥ J (h— uy [f(x + ue) + f0%(2)] du| dx. 








B [ae VE) Ua] =H [etr— F Foyle) = te). 
iv he 1m 
Es folgt 





PY ae Vs Mz) — Ua). 





iz fern zr 6 ot f(v) - lw) < 


Aus der Voraussetzung iiber die r-te Taylor-Ableitung erhalt man hieraus fiir 
jedes reelle v 


(iv) f(v) = 1 (0) . 
Bekanntlich ([3], S. 26—27) folgt also, daB f*-(x) total stetig ist und 
f(a) = 1(x) fast iiberall ist. 

Es sei nun 1 < pS 2. Da f—(z) total stetig und f("—(z) € L,(—co, oo) 
ist, gilt ((3], S. 124—126, S. 215) die Beziehung (3.6), wo /(v) = $[f(z)] als 
Fourier-Plancherel-Transformierte der Funktion / € L,(—co, cc) zu verstehen 
ist. Also folgt aus (2.7) die Ungleichung 


r! — P ., 
7) [Fe er— E Freon Me) Lo 





l vi \(z))| 
ra hf (x) - (z)i\,- 














s| 
q 


Die Voraussetzung von ii) ergibt daher 


: fen 5 ahi oti) ~ 1v)| 


=0 


lim 


h—0 


=0Q0, 














q 
woraus ||(i v)" {(v) — Z(v)||,= 0 folgt. In der Tat, die Familie iF 5 1(2)} ist in 


der L,-Norm beschrankt, also ist 
r—1 


G jen 5 ne ot fe 


=0 








<M, 
@ 
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woraus (i v)" /(v) € L,(—co, co) folgt. Daher ist der Integrand in (3.7) durch 
[(é v)* f(v)|* + |E(v)|* € L,(—co, cc) majorisiert. ; 

SchlieBlich ist (i v)* /(v) = 1(v) fiir fast alle v, und so ([3], S. 128—129, 
8. 215) fir fast alle x 


f(z) =(-1)' fda, fda,--- fl(u)du, 
z zy Tres 
d. h. {*-»(x) ist total stetig und {((x} = I(x) fast iiberall. Damit ist der Satz 
bewiesen. 
Folgerung 3.3: Ist {—*)(x) total stetig, f("-)(x) € L,(—co, 00) und I(x) € 
€ L,(—co, cc), 1 S p S 2, und gilt 


h—0 


lim |e Vid(x) — i(a))" dz =0, 
so ist fiir fast alle x 
f(z) =(-1)" f dx, fda,--- fl(u)du, 
z zy Tr-1 
d.h. f(*-(x) ist total stetig und f(x) =I1(x) fast tiberall. Insbesondere, ist 
I(x) = 0, so verschwindet f(x) fast iiberall. 


Die letzten beiden Folgerungen scheinen in der Literatur bisher keine 
Betrachtung gefunden zu haben. 


§ 4. Die Riemannsche Ableitung 


Nun fiihren wir eine dritte Definition fiir die r-te Ableitung einer Funktion 
f(z) ein. 
Definiert man die zentrale Differenz r-ter Ordnung von /(x) durch 


(4.1) 4 (2) = 3 (-1(,) [2+ (5 -2)], 


so ist die Riemannsche Ableitung von der Ordnung r der Funktion /(z) 
im Punkte z, durch die Formel 


far) = lion Ff) 


definiert, falls dieser Grenzwert existiert. 

Ist der Grenziibergang in (4.1) gleichmaBig in einem z-Intervall [a, 6], 
so spricht man von /!")(z) als gleichmaBige r-te Riemannsche Ableitung. 

trachtet man den Grenziibergang in (4.1) in der Norm des Raumes L,(a, b), 

1s p<+oo, so heiBt fix) r-te Riemannsche Ableitung im Mittel 
von der Ordnung p in (a, b). 

Existiert /(2,), so auch /fl*l(z,), und beide besitzen denselben Wert. 
Jedoch ist die Umkehrung im allgemeinen ungiiltig fiir r > 1. Hierzu kann man 
Gegenbeispiele angeben ; vgl. etwa [13], S. 126. 
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Satz 4.1: Die Existenz der gewédhnlichen stetigen r-ten Ableitung f(x) in 
[—2, 2] ist gleichbedeutend mit der Existenz der stetigen gleichmgpigen r-ten 
Riemannschen Ableitung f\"\(x). In diesem Fall sind beide Ableitiingen gleich. 

Beweis: Der direkte Teil des Satzes, daB aus der Existenz der gewohnlichen 
stetigen r-ten Ableitung die Existenz der gleichmaBigen r-ten Riemannschen 
Ableitung folgt, ist wohlbekannt. Er folgt z. B. aus einer iteriertet Anwendung 
des Cauchyschen Mittelwertsatzes oder des Satzes von L’Hospitau. Jedoch 
wird hier ein anderer Beweis, der fiir den Beweis des nachsten Satzes von 
Interesse ist, angegeben. Ein Gedankengang von Butzer und Kozaklewicz 
[11] wird hier benutzt. 

Zu diesem Zweck fiihrt man fiir integrierbare Funktionen f(z) die Integral- 
mittelwerte ein, d. h. die Operatoren 

aye z+ 
Mf(2=—{ [ etwdu=z f fwdu b>, 
—hj2 z—h/2 
und im allgemeinen, 


(4.2) Mie? f(x) —= MEM; f(x) - 
An einige bekannte Eigenschaften dieser Integraloperatoren, die periodisch 


sind falls f periodisch ist, werde nun erinnert. 
Ist f total stetig und f(x) € L,(— 2, 2), so folgt 


z+h/2 


IM} f(x) = + | $% (u) du => [1 (2+ 3) -#(2-$)]- 


2—h/2 
Im allgemeinen, ist {~)(x) total stetig und f(z) € L,(— 2, 2), so folgt (durch 
Induktion) 
WM, f(x) = Aj f(x) - 
Ist f € L,(—2, 2), so gilt (siehe z. B. Graves [18], S. 254) 


(4.3) lim / IMs, f(x) — f(a)|? dx = 0; 
i 


ist f € C[— 2, 2], so gilt (siehe z. B. AcntEsER [1], 8. 174) 


lim { Sup [Mj f(z) — f(x)|| =0. 
h-O\|-2g282 


Weiterhin sind die obigen Eigenschaften giiltig fir Funktionen / € L,(—ce, oo). 
Wendet man diese Ergebnisse an, so folgt fir /(x) € C[—2, 2] 


lar i A(x) — f(x), = JM} (O(a) — f(z). 


Da die rechte Seite bei der Bewegung h ~ 0 gegen Null strebt, ist der direkte 
Teil des Satzes bewiesen. 




























290 P. L. Burzer: 





In bezug auf die Umkehrung setzt man I(x) = /{"l(z), so gilt 


Sel pAb Me) —Ua)]— ZY (- W*({) Sel (2+ #(S—#))]—toem 


(4.4) 

ms 2 (— 8 (7) e™* (54) fain) — ty(n) 
Laut Voraussetzung =0, +1, +2,... 
(4.5) mir} — 1 (; ema le “ht tp(n) =1p(n) . 
Die areal g™ taal wird nun benutzt: 
(4.6) Zr; wf" Iyr!, ee 


pre einen Beweis vgl. etwa W. FELLER [17], S. 63. 
_Nach der Regel von L’Hosprrat und der Identitat (4.6) folgt 


lim | rs (- IF (; Je em (5-4) 
ha 
= faa ZAC (2) ing 2), 
und weiterhin durch Induktion ist dieser Grenzwert gleich 
here aa] ih tae ll 
ae Ze) O- a} -04- 


In Kombination mit der Beziehung (4.5) gilt also fir n= 0, +1, +2,... 


(in)" fp(n) = Tp(n).. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

Fir einen klassischen Beweis dieses Satzes, der giiltig fiir nicht periodische 
Funktionen ist, die auf einem endlichen Intervall definiert sind, siehe etwa 
LJUSTERNICK und SoBo.eEw [20], S. 247. Jedoch ist dieser Beweis nur fiir r = 2 
einfach durchfihrbar. 

Folgerung 4.1: Es seien { und | Funktionen der Periode 2x und f stetig. Ist 





Jim 5 45 f(x) = 12) 


gleichmaBig in (x, 2], so gilt fiir alle x 
f(x) = fp(0) + 3, U(x), 
d. h. { (x) existiert, ist stetig und f") (x) = I(x). Ist I(x) = 





0, so ist f(x) konstant. 
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% Fiir_nicht-periodische Funktionen, die auf einem endlichen Intervall 
definiert sind, ist die obige Folgerung sclion von A. Marcuavup [21] und fir 
:) l(x) = 0 auch von Tx. ANGHELUTZA [2] bewiesen worden. 
Satz 4.2: Es sei { eine periodische Funktion der Periode 2x. Die Ableitung 
j°-» (a) ist total stetig und f (x) gehdrt zur Klasse L,(—2, 2), 1 < p < 00, dann 
und nur dann, wenn die r-te Riemannsche Ableitung im Mittel von der Ordnung p 
in (—2, 2), fl")(x) existiert und zu L,(— 2, x) gehdrt. In diesem Fall sind beide 
Ableitungen fast iiberall gleich. 
Beweis: Der direkte Teil des Satzes wird, wie im Falle des Beweises vom 
Satze 4.1, mit Hilfe der Integralmittelwerte bewiesen. Fiir f(x) € L,(— 2, 2) 


folgt 





FAG Ma) — 4 (a) da—_f Mj $(2) — f(a)? de 


Die Beziehung (4.3) sagt aus, daB die rechte Seite gegen Null strebt und so 
auch die linke Seite. 
Setzt man /(x) = f\"l{z), so folgt wiederum die Identitat (4.4), woraus man 


1 “ r oe" = 
Phe I (i)e (= —*) fy(n) — bp(n)| < 








b f(a) —U2)| 





schlieBt. Somit gilt nochmals (i n)’ fp(n) = Lp (n) (n=0, +1, ‘42, ...). 
Damit ist der Beweis des Satzes vollendet. 

Folgerung 4.2: Sind f und I periodisch mit f und 1¢€ L,(—2, 2), 1S p<co 
und gilt 


lim aie ~U(x)"dx =0 
h—0.-, i 


so ist fiir fast alle x iad 
f(x) - fy (0) + St. U(x) ’ 
d.h. f*- (x) ist total stetig und f)(x)=I1(x) fast iiberall. Ist insbesondere 


l(x) = 0, so ist f(x) fast iiberall konstant. 
Das Analogon dieser Folgerung fiir p = 1 und fiir nicht- periodische Funk- 


2 tionen, die auf einem endlichen Intervall definiert sind, stammt von W. T. Rerp 
: [22], falls 1(x) = 0. Fir allgemeine I(x) ¢ L,(—2, x) siehe Butzer und Koza- 


KIEWIcz [11]. 

Satz 4.3: Die Funktion f-" (x) ist total stetig und { (x) gehért zur Klasse 
L,(—o0, 0), 1 S pS 2, genau dann, wenn die r-te Riemann-Ableitung fi")(z) 
im Mittel von der Ordnung p in (—oco, co) existiert, d. h. wenn 


= 
h—0 


ih gilt. In diesem Fall ist f") (x) = fi")(x) fast tiberall. 
v Math. Ann. 144 


Ak f(z) — f(x)? dz = 0 
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Beweis: Ist {"-») (x) total stetig und f(x) € ,(—oo, co), so folgt 


oo 





H(z) — fO(aPde— [jong for(zy— f(a)? dx 


— co 


Nach der Relation (4.3) (die auch giiltig fiir das Intervall (—oo, oo) ist) strebt 
die rechte Seite gegen Null fir h + 0, und damit ist der Satz in einer Richtung 
bewiesen. , 

Zum Beweis der Umkehrung wird wieder die Fourier-Transformation 
benutzt. Es sei p = 1. Fiir Ms = firl(x) gilt 


5 [Fe Ai Ha) — Ua] =F E(w (1) [r(2+4(F—B))] - Lo 
aia (ie ie lh Nie — Uv). 


Nach der Voraussetzung gilt also 
1 " h 
im > Xe ye (,) elem Mie = = Iv), 
fiir jedes reelle v. Analog wie im Beweise des Satzes 4.1 folgt fiir jedes reelle v 


(i vy" f(v) = Ue). 
Bekanntlich ist nun /— (x) total stetig und f) (2) = 1(x) fast tiberall. 
Ist 1 < p < 2, so folgt aus der Ungleichung (2.7) die Ungleichung 


Le Semen 0) — U0] s | Aj f(x) — U2)| 


Die Voraussetzung des Satzes liefert also 
. r j 
vy_pel" ivh (> —R) at a 
lim aes (= 1 (pee feo) Ho) 
woraus man aled wie im Beweise von Satz 3.3 ||(i v)” /(v) —2(v)|,-= 0 schlieBen 


kann. Hieraus folgt wiederum der Beweis des Satzes. 
Folgerung 4.3: Sind f(x) und I(x) in L,(—co,0c), 1 < p< 2, und gilt 





im {tb > Ay f(x) — Ux)? dx=0 
r 


so folgt dieselbe Behauptung wie in der Folgerung 3.3. 
Diese Folgerung scheint neu zu sein. 


§ 5. Der Zusammenhang zwischen den Differentiationsbegriffen 


In diesem Abschnitt wird der Zusammenhang zwischen den Riemann-, 
Taylor- und den gewdhnlichen Ableitungen von Funktionen in den Raumen 
C[(—2, a), L,(—2, 2) und L,(—co, co) betrachtet. Obwohl diese Beziehungen 





oor re 
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fast direkt aus den Saétzen von §3 und § 4 zu lesen sind, werden wir hier die 
entsprechenden Satze genau formulieren. 
Satz 5.1: Sei f eine stetige Funktion der Periode 2x. Die folgenden drei 
Behauptungen sind miteinander dquivalent : 
1. die gewéhnliche r-te Ableitung f(x) existiert und f) (x)€ C[—2, 2]; 
g 2. die gleichmdpBige r-te Taylor-Ableitung f(x) existiert und ft"(x) € 
4 €C[—a, 2]; 
E 3. die gleichmdBige r-te Riemann-Ableitung fi")(x) existiert und fi'l(x) € 
€C[-—z, x]. 
Der Beweis folgt offenbar aus den Satzen 3.1 und 4.1. 
Satz 5.2: Sei f eine meBbare. Funktion der Periode 2x. Die folgenden drei 
Behauptungen sind untereinandér dquivalent fiir 1 < p < oo: 
1. {© (2) tst total stetig und f(x) existiert fast iiberall mit f(x) € L,( —z, 
2%); 
2. die r-te Taylor-Ableitung f(x) existiert im Mittel von der Ordnung p mit 
) f(x) EL, (—2, 2); 
3. die r-te Riemana-Ableitung f("l(x) existiert im Mittel von der Ordnung p 
mit fi"l(x) € L,(—2, 2). 
Der Beweis ist sofort aus den Saétzen 3.2 und-4.2 zu entnehmen. 
4 4 Satz 5.3: Sei f eine auf der ganzen reellen Achse definierte meBbare Funktion. 
Die folgenden drei Behauptungen sind miteinander dquivalent fiir 1 < p < 2: 
1. f—) (x) ist total stetig und f”) (x) existiert fast tiberall mit f(x) € L,(—co, 





oo); 

2. die r-te Taylor-Ableitung f'}(x) existiert im Mittel von der Ordnung p 
und f' (x) € L,(—00, 00); 

i 3. die r-te Riemann-Ableitung fi")(x) existiert im Mittel von der Ordnung p 

nud fi")(x) € L,(—9o, 00). 

Zu den obigen Formulierungen ist zu bemerken, daB bei der Existenz der 
r-ten Taylor-Ableitung f(x) im Mittel der Ordnung p stets implizit voraus- 
gesetzt ist, daB / (zx) firk=0,1,...,r— 2 total stetig ist und daB f("—) (xz) EL, 
ist. 


= 


§ 6. Verschirfte Methoden und Sitze 


Nun werden die beiden Fourier-Methoden in ihrer verscharften Form auf 
die vorhergehenden Probleme angewandt. Zuerst wird der Fall /(x) = 0 der 
Folgerung 3.1 wesentlich verallgemeinert. 

Satz 6.1: Es sei f eine Funktion der Periode 2x, fiir die {™(x) € C{—2, x] 
(k=0,1,2,...,r—1) und 


(6.1) V5 f(2)|e= O10") (h+0). 


Dann gehért {*-")(x) fast iiberall zur Klasse Lip 1. 
Beweis: Wir betrachten die Teilsummen 


RE 





a N r—1 pe 
t (6.2) S8xy(z)= DZ eoerifeon— By £ (i mt foto : 


n=—N k=0 
20* 
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die wegen Lemma 1.1 in der Gestalt 


(6.3) Sy(z) = s eine e~ fe" (Vi, f(u)) du 
n=-—WN 
auftreten. i 
Durch Anderung der Reihenfolge von Summation und Integration folgt 
wegen der Identitat 
sin(2N + 1)2/2 


SE date eer 


1 7 in(2N +1 — u)/2 
Sy(z) a / Vine f(u) = me a = du 


Nun fiihrt man die arithmetischen Mittel op(x) dieser Teilsummen ein: 





1 R 
oR(2) =BaT > Sule) 
(6.4) R in| + Fowl 
= 1 — =) etter! fetta — sy (tn)*) fp(m) . 
Z| ¥rT) ~, Hf fem) 
Wegen (6.3) kann man die op(xz) auch in der Gestalt 
1 z 4 d ‘ sin(2N + i) (x —u)/2 
ex(2)= 4:7, 2,3 | Vil) sinjz—we 2 





darstellen, d. h. 


1 sin*(R + 1) (x — u)/2 
(6.5) op(2) =e [M0 f(u) (R + 1) sin*(x — u)/2 - 





Da 
(6.6) lon(z))_ S IVES (le 
ist, so folgt wegen der Darstellung (6.4) und der Voraussetzung (6.1), dab 



































| ‘ Il) inept Jeina_ yr hr 
2, ('- eer) rite ~, ¥ (in)® fr(m)| = O( ) 
ist, wobei O unabhangig von R und h ist. Folglich ist 
~ |n| r! oe oss 

(6.7) 2. (1 - = renee y einh_ 2, if n) fp(n) =0O(1). 
Da 

lim 7! Jetna_ Sear n)t\ = (i n)r 

ro =o *! 
ist, folgt 

‘ in| 
(6.8) z. (1 — ty) etm*0i my fe(m)] = 000), 
wobei O unabhangig von R ist. 








a 


“ 
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Setzt man 7'")(z) fiir die trigonometrische Reihe 


x fp(n) (i ny et, 


so sagt die Bedingung (6.8) aus, daB 
(6.9) |on(T; x)= O(1) 


ist, also muB nach Lemma 1.5 7'*)(x) die Fourierreihe von einer wesentlich 
beschrankten periodischen Funktion g sein. Daher gilt fiir n= 0, +1, +2,... 


(i n)* fp(n) =Gp(n), 
woraus nach Lemma 1.3 der Satz bewiesen ist. 
Der Beweisgang des obigen Satzes hat einige Beriihrungspunkte mit einem 
Gedankenzug von Sunovcai und WarakIi [24] in der Approximationstheorie. 
Satz 6.2: Zs sei f eine Funktion der Periode 2x, fiir die f, {, ..., {¢-® 
total stetig ist und f*—)(x) €L,(—2, x), 1 S p< co. Unter der Voraussetzung 


(6.10) Vi f(z) >= O(n"), (h > 0) 
existiert, im Falle p = 1, eine Funktion g(x) € B. V.[— 2, 2], so daf fiir fast alle x 
f(x) = fp(0) + 3, dg (x) 
ist, und im Falle 1 < p< oo ist f("-)(zx) total stetig, f(x) ¢ L,(—2,2) und 


(6.11) lim || Vi f(2) — f(z) = 0. 
h-—-0 Pp 


Beweis: Wir fiihren zuerst den Beweis im Falle p = 1 durch. Die Darstellung 
(6.5) folgt offenbar, sowie die Giiltigkeit von (6.6) in der L,-Norm. Daher ist 
(6.8) sowie (6.9) giiltig in der L,-Norm. Auf Grund von Lemma 1.5 muB 7”) (x) 
die Fourier-Stieltjes-Reihe einer Funktion g € B. V. [— 2, 2] sein. ‘Folglich gilt 
fir n= 0, +1, +2,... 

fr(n)(imy=ze | eedg(z), 
woraus nach Lemma 1.4 die Behauptung des Satzes folgt. 

Ist p> 1, so folgt die Ungleichung (6.6) in der L,-Norm auf Grund der 
Jensenschen Ungleichung. Also ist (6.9) giiltig in der L,-Norm. Nach Lemma 
1.5 ist 7”) (x) die Fourierreihe einer Funktion g in L,. Folglich gilt fir n = 0, 
+1, +2,... 

f i n)r 1 F —ineg 

p(n) (inr= ge f eteg(z) dz, 
und daher ist nach Lemma 1.2 /("-)(z) total stetig und f(z) € L,(— 2, 2). 
Die Behauptung (6.11) folgt aus Satz 3.2. 

Dem folgenden Satze liegt die Fourier-Transformations-Methode im Raume 
L,(—0e, cc), 1 S p S 2, von Burzer [6], [7] zu Grunde. Der Satz ist zu ver- 
gleichen mit der Folgerung 3.3, wobei hier die entsprechende Voraussetzung 
(6.12) wesentlich schwacher ist. 
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Satz 6.3: Sei f eine auf der ganzen Achse definierte meBbare Funktion. Es 
seien auBerdem f, {®, . . ., f° —® total stetig und f"— (x) € L,‘—0c0, cc), 1 < ps 2. 
Unter der Voraussetzung 
(6.12) | Vi f(2)\1,(-c,00)= O(h") (h > 0) 
existiert im Falle p = | eine Funktion g(x) € B. V.(—0o, c0:, se daf fiir fast alle x 


oo 


(6.13) ya)=(-ay f ds | ~ da, [ea 

Tra 
ist, und im Falle 1 < p < 2 ist f("- (x) total stetig, f(x) € L,(—co, co) und 
(6.14) Time Mig * f(x) — f(z) =0. 


Beweis: Ist p= 1, so betrachten wir die Partialintegrale 


1 r 1 ra . 
; 8 om at a —ivu VF d 
(6.15) w (2) Vaz / e E: / e hi (u) al v 
d. h. ; 





ww 


“ r—1 
(6.16) S,(x)= ee efter} iefrh_ Lg (iv)*| f(v) dv. 
\22 k=0 k! 
—w 
Da das innere Integral in (6.15) gleichmaBig konvergent fiir —w < v < w 
(0 < w < oo) ist, gilt 











. 1 - inw(sx— 
(6.17) S.(2)=+ | vi ete") an. 
Fihrt man die arithmetischen Mittel ¢p(x) dieser Partialintegrale ein: 
R 
onl2)= | Se (x) dw 

(6.18) . ; i r= a 

ie eS ivz(y — 11) | etva_ * to dv 

am | ( it) |e Zi] fo v, 


—R 
so kann man fiir diese die Darstellung 


Or(2) -$/{t [* t(u) =wie—*) ash dn 
0 


gewinnen. Wird die Integrationsordnung vertauscht, so folgt 





(6.19) op (2) = if Vi f(u) pe dw 


Es gilt also, unter Beriicksichtigung der Bedingung (6.12), 
(6.20) lon(=)|, S Vi f(x), =O"), 
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woraus sich 
| R 
r! 


r—1 yy 
(6.21) ee fer) len F For f(v) dv) — O(n") 
; 1 





ergibt, wobei O unabhangig von R und h ist. 
Da 


tin 1! feron_ 5° ™ civ — (io) 
im —— {e*r" — =~ (tv)*} = (tv)" 
ao ¥ ro *! 
ist, existiert eine Konstante M > 0, so daB fir |h| < h, > 0, |v| < R gilt 
__ |e t! | con 2 k 
(0 Re JE — 2 te) f(v) 
Mit Hilfe dieser Betrachtung folgt auf Grund des Satzes von LeBEsGusE iiber 


den Grenziibergang unter dem Integralzeichen und des Lemmas von Farov, 
analog wie [7, 8. 399], die Abschétzung 





< 2M |p|" |f(v)| . 














bt fen Bat) Gor He) aw =0(1), 


I R 1 


wo O unabhangig von R ist. Wendet man einen Satz von Cramer ([15], vgl. 
auch [7], S. 393) auf die stetige Funktion (i v)" /(v) an, so folgt fiir alle v 


, a)\r <> a r —ive 
(i v)* f(v) az “fs dg(z), 


wo g(x) € B.V.(—oco, co) ist. Nach einem Ergebnis von J. L. B. CoopEr*) 
folgt hieraus die Darstellung (6.13) fiir fast alle x, d.h. /("—" (x) ist fast tiberall 
von beschrankter Variation auf (—oo, oo). 

Fir den Fall, daB 1 < p < 2 ist, wird eine Beweismethode von BuTzErR 
[7, S. 403—405] benutzt. Hiernach werden die Partialintegrale S,,(z) durch 
(6.16) gegeben, nach der Parsevalschen Formel in der Gestalt (6.17) geschrieben 
und die Mittel ¢p(x) von (6.18) in der Form (6.19). Nach der Jensenschen Un- 
gleichung gilt also die Ungleichung (6.20), sowie (6.21) in der L,-Norm. Eine 
Version des Cramérschen Satzes fiir L,-Funktionen (siehe [7], 8. 394) ergibt nun 


(iv) *f(v) =Lim.—— | e-!** g(x) dz 
@-—->oco 2x 


fiir fast alle v, wo g € L,(—co, co) ist. Hieraus folgt, wie im Beweise des Satzes 
3.3 die Behauptung. Die Grenzbeziehung (6.14) folgt nach dem Satze 3.3. 


*) Eine schriftliche Mitteilung, fiir die der Verf. dankbar ist. Der Beweis wird dem- 
niachst erscheinen; siehe [14]. 
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Integrals involving Gegenbauer functions and E-functions 
By 
T. M. MacRosert in Glasgow 


§ 1. Introductory 


Gegenbauer’s function C;,(z), where n = 0, 1, 2, . . ., [1, p. 50, 2, 3, 4] is the 
coefficient of h* in the en of (l — 2hz + h)-" in ascending powers of h. 
If v is replaced by m + } it is found [4, p. 333] that 


(i) (2m +n + 1) 





(l) Cnt TR) = Sree iat PnP), 
or that 
(2) om+ 1/2 (2) = PG) P(2m + 2 + 1) (l — 28}\-"he To (2) . 


2" I'(m + 3) an! 
It can also be verified that [4, p. 334] 


fo 1)" (1 — 28)-*4™ 
(3) Tat a(2)= 2+" Tim +n + 1) i = {(l - 





22)" + "} : 


where, of course, 7 is zero or a positive integer. This is an extension of Rodrigues’ 
formula for the Legendre coefficients. 
In § 2 it will be proved that, ifn = 0,1, 2,..., R(l) = 0, R(m)> —n—1, 
1 
{ea - pry hm Te n(u) Ep; a: 95 Os: zu) du 


= 2° %—-Za-p+q—m—-1 y—"h(p—d-1) yx 


l+n+1 lin+2 aw aw4+1 a+1l —z 
2 , 2 ‘3? 2s: so ee 
x E — 




















130+1pl+m+n j, &,...,#t° 
— Q2ar—Le,—m-2 y—"s(P—@-1) yx 
l+n+2 l+n+3 a+! a, +2 +2 —z 
x28 2 , 2 Le £178 Vee p-r 
1 2 , 
330+ 3,30 +m+n4 2, as geree eet 


and that 


1 
fuer — py em TR n(u) E(p; o : 95 Os: zm") du 
(5) 





l+tn+1 l+n+2 
= Q-m-1 2( 2 , 2 reer ’ 
LI4 1314+ m+n f, Ov + ++ Qe 
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§ 2. Proofs of fhe formulae 


If R(t) >} 0, R(m) > —n — 1, on substituting from (3), expanding e~“/* in 
powers of yu, and integrating by parts n times, it is found that 


1 
ee n am J ae ril+n+1) 
J oecne mite — yee Tee au) de = Teta Far) 
0 
1 
x [wf b+nt+l pw, (l+n+1)(l+n+2) 


Ls ob a} a. ae +e 
~ Tt +I) 2 Hd+Hna+H 2 p—wyeredn 








_— emer Pli n+l) p(l+1 
“Fee Thlery 2 ,m+n-+1) x 


li+n+1 l+n+2 -_ 
<F( 2 . 2 a) - 


galt ljlim+n+ 3 














2-"---1T(l+n+2) .,/1+2 
—Feparhiere | z>m+n+i) x 


ltitn+2 l+n+3 pe 
<F( 2 . 2 a5] 


att hgl+m+n+2 

















l+n+1 lin+2 
1 ° 2 
~ £2 a ett tts tr) 
s Bgl+1Ljli+im+in+ 3 
lin+2 lin+3 
1 ° 2 
- hee a ; at 
$at+hglim+n+2 


Now write EZ (: : z/z) in place of e~“/* and generalise, so obtaining formula (4). 

Formula (5) can be obtained in the same way. 

Numerous special cases can be deduced. For instance, on replacing z by 
1/(2z) in (4) and (5), with p=q=1, a, =k+ 4, 0, =2k+ 1, and applying 
the formula [5, p. 347] 


Lh. 1 
(6) x ats | m2 (22z)-" e-* I, (2) , 
2n+1 


it is seen that, if R(l) => 0, R(m)> —n—1, 


1 
' e9e3 pite-k() — yiy'hm TO” (u) Ty (zu) du 





lin+1l lin+2 ; 

(7) =e | ase eel We 
patti ljgl+mi+n+3k+3k+1 
l+n+2 1+n+3 





1 
ee 2 > 2 BSNL Ca), 
d+ hdl + mt n+ 2k+Lety 
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and that 


1 
PES ce hea wry em TH nu) Tx(2 pu?) dw 
(8) 





l+n+1 l+n+2 oS a 1 
Sam 2 ’ 2 K+ 9 ), 
11+ 1kl+m+n+43,2k+1 
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Zur projektiven Kinematik der Kurven 
des n-dimensionalen projektiven Raumes. II 
Von 


Herz Kunte in Freiburg i. Br. 


In einer vorangehenden Note’) haben wir gezeigt, daB man jeder Parameter- 
verteilung auf einer Kurve x(t) des n-dimensionalen projektiven Raumes P,, 
fiir jedes r (r = 0, 1, . . ., m) eine projektive Bewegung (Harmonikal- Bewegung ) 
%, zuordnen kann. %, ist dabei eine eingliedrige Schar von Projektivitaten, 
durch die die Schmiegriume S, langs der Kurve vermége der Bahnkurven 
dieser Schar projektiv aufeinander abgebildet werden. Eine solche Harmonikal- 
Bewegung kann in naheliegender Weise definiert werden, sobald die mit der 
Kurve r(¢) invariant verkniipften und den jeweiligen S, aufspannenden Norm- 
kurven r-ter Ordnung (Harmonikal-C,) langs r(t) projektiv aufeinander be- 
zogen sind. Dies wiederum geschieht durch gewisse erstmals von G. Bot [1] 
eingefiihrte Kurvenscharen (Harmonikal-Scharen ). 

Parameterverteilungen auf der Kurve x(t), die durch gebrochen-lineare, 
also projektiv. Transformation auseinander hervorgehen, fiihren dabei auf 
die gleichen Harmonikal-Bewegungen %, und sollen daher zur gleichen Klasse 
projektiv-dquivalenter Parameter gehérig betrachtet werden. Diesen Klassen 
entsprechen dann die Harmonikal-Bewegungen umkehrbar eindeutig. 

Wahrend in (I) vor allem Eigenschaften der Harmonikal-Bewegungen %,, 
studiert wurden, sollen in diesem Teil (II) nun auch die Harmonikal-Bewe- 
gungen 3%, mit r <n betrachtet werden. Eine wichtige Rolle. spielen dabei 
(Abschnitt 1) die Fokaleigenschaften der lokalen Bahntangentenkongruenzen 
von %,, das sind Geradenmannigfaltigkeiten, die aus den Tangenten an die 
Bahnkurven in Punkten eines Schmiegraums S, bestehen. Bei der Unter- 
suchung der Lage der Brennpunkte auf einer solchen Geraden wird man auf 
eine analoge Einteilung der Kurven des P,, gefiihrt wie sie sich in (I) bei der 
ganz anders gearteten Frage ergeben hatte, wann 3, Zentralbewegung ist. 

In Abschnitt 2 wird die gegenseitige Lage der Bahntangenten durch einen 
Punkt p untersucht, die sich fiir verschiedene Harmonikal-Bewegungen %, 
(r=0,...,m) ergeben. G, und die Bahnkurven hangen ja noch von der 
Dimensionszahl r, aber auch von der gewahliten Parameterklasse ab. Bei dieser 
Diskussion der gegenseitigen Beriihrung von Bahnkurven tritt an jeder Kurven- 
stelle t, eine lokale Harmonikal-Bewegung 2(t,) mit Gruppeneigenschaft. auf, 


1) Vgl. [4]. Hinweise auf diesen ersten Teil sind im folgenden durch (I) gekennzeichnet. 
Dabei bedeutet etwa (I.2.3) den Abschnitt 2.8, dagegen (I.2.3) die Gleichung (2.3) in (I). 
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deren Bahnkurven wiederum bemerkenswerte Berihreigenschaften mit den 
Bahnkurven von %, aufweisen. 

SchlieBlich folgen in 3 noch einige Bemerkungen iiber die Existenz von 
Asymptotenlinien und Quasi-Asymptotenlinien auf den Harmonikal-Flachen, 
die von den Harmonikal-C, lings der Kurve x(t) erzeugt werden. Insbesondere 
sind die Harmonikal-C, genau dann auf der von ihnen erzeugten Flache 
Asymptotenlinien, wenn die Ausgangskurve f(t) eine verallgemeinerte Ko- 
inzidenzkurve ist (Verallgemeinerung eines Resultats von G. Bot [1] fiir den P;). 


1. Fokaleigenschaften der lokalen Bahntangentenkongruenzen von 3, 
1.1. Wir beginnen mit der Zusammenstellung einiger Formeln aus (1). 
Wir ordnen nach G. Bot [2] einer Kurve x(t) des n-dimensionalen projektiven 


Raumes P,, an jeder Kurvenstelle ein Begleitsimplex rt, = rf, %,,...,%, ZU, 
so daB Ableitungsgleichungen der Gestalt 


(1.1) t= Trai + py SS Se Ino = 0; r=0,...,” 
pel 


mit der oft gebrauchten Abkirzung 
(1.2) Deg = Bene, 


run 
gelten. Die Konstanten a,,, sind in (I.2.4) definiert, die Funktionen e,,(¢) sind 
die Kurveninvarianten; dabei setzt man noch zweckmaBig 


(1.3) é=0, 4, =1. 
Die ganze Zahl h erklaren wir durch 
(1.4) Co=Q='s'=e=0, &4,+0; Oshsn. 


€, 4, Sei also die erste (an einer Stelle ¢ oder langs der Kurve) nichtverschwin- 
dende Invariante. 

Bei einer Parametertransformation (Sterntransformation ) 
at* l 9 
a?) = 7 
andern sich die in den Ableitungsgleichungen (1.1) vorkommenden GréSen 
gemaB 





(1.5) t= f(t), =A 


= -—re na 4 At 
(1.6) r=? Fe Fe= 2 Ory Bran r=0,...,, 
u=0 1 
(1.7) ef = g-*(e, + A’ — A*), eagle; pw=2,...,n. 
fr, in (1.6) durchlauft in Abhangigkeit von A die Harmonikal-C, (H-C,). (1.7) 
zeigt, daB e,,..., €, Halbinvarianten sind, deren Verschwinden geometrische 


Bedeutung hat. 

Ist nun g eine beliebige Halbinvariante vom Gewicht 2, g* = g-*g, so 
geniigen alle Parameterverteilungen ¢*, fiir die die erste Invariante ef = g* 
ist, nach (1.7) der Riccatischen Differentialgleichung 


(1.8) A’'—A®*+e=—g. 
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Die Schar der Lésungskurven A = A(t) von (1.8), gedeutet in einer (t, A)- 
Grundebene oder auf einer von den H-C, langs der Kurve erzeugten H-Fliche, 
heiBt Harmonikal-Schar (H-Schar). Thr entspricht nach (1.5) eine der in dér 
Einleitung genannten Klassen projektiv-aquivalenter Parameterverteilungen, 
die also durch die Halbinvariante g festgelegt ist und daher mit {g} bezeichnet 
sei. 

Zu einer Klasse {g} gehért nach (1.2.3) fiir jedes r (r = 0, . . ., m) genau eine 
Harmonikal- Bewegung (H-Bewegung) B,, die die Schmiegraume S, projektiv 
aufeinander bezieht. Durch einen Punkt 


(1.9) p= D' pt, 
n=0 


des S, an der Stelle ¢ verlauft also eine wohldefinierte Bahnkurve von %,, 
deren Tangente in p (Bahntangente) nach (1.2.30) durch den Punkt 


r+l1 
r 


11) AS Sade wht {me ere Me rs 
ers 0 fir r=n 
geht. Hierin ist zur Abkiirzung 
8-—f 
und weiter p_, = 0 gesetzt. 

Die Formel (1.10) gilt auf Grund ihrer Herleitung unter der (die Allgemein- 
heit nicht beschrankenden) Annahme, daB der zugrunde gelegte Kurven- 
parameter ¢ bereits der betrachteten Klasse {g} angehdért und also selbst schon 
die zu untersuchende H-Bewegung %, induziert. Es gilt also e,=g, und die 
Klasse ist durch {g} = {e,} gekennzeichnet. 

1.2. Fiir diesen Abschnitt 1 sei nun weiterhin r < n vorausgesetzt. Dann ist 
die Bahntangente (p, p’) fiir jeden Punkt p ¢€ S, wohlbestimmt, denn nach 
(1.3.3) besitzt G, fiir r <n keine momentanen Fixpunkte. 

Da nach (1.10) p’ in S,,, liegt, gilt das auch fiir die Bahntangente (p, p’), 
so daB also mit G, an jeder Stelle ¢ der Kurve eine r-parametrige Gesamtheit 
von Geraden eines (r + 1)-dimensionalen Raumes verkniipft ist. Wir sprechen 
von der lokalen r-Kongruenz der Bahntangenten von %,. 

Nun gibt es auf jedem Strahl einer solchen Kongruenz r Brennpunkte?) ; 
diese erzeugen r Brennhyperflachen im (r+ 1)-dimensionalen Einbettungs- 
raum S,,,, die von jedem Kongruenzstrahl beriihrt werden. Wir wollen diese 
Brennpunkte fiir unsere r-Kongruenz bestimmen. 

Wir sehen in (1.9), (1.10) die GréBen p, als Funktionen eines Parameters 1, 
alle anderen GréBen als konstant an und driicken Ableitung nach t durch den 
Operator 6 aus. Fir einen Brennpunkt p’ + Ap auf dem Strahl (p, p’) ist dann 
kennzeichnend, daB 


(1.12) 6(p’ + Ap) = 0 (modp, p’) 
2) ‘Vgl. Enz. Math. Wiss. III C7 S. 964. 
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oder auch 
(1.13) dp’ + Adp = 0 (modp, p’). 
Aus (1.9) und (1.10) berechnet man 


r+1 r 

(1.14) dp’'+Adp= D {9.80.1 +iAdp,t+ LY OP bur - 
u=0 v= u+l 

wobei 

(1.15) P-1 = OP_1 = Prot = OPr41 = 0 


zu setzen ist. 
Andererseits ist 


r+i1 r 
(1.16) ap’+pp= {¥o80,-1 +Bpn,+ SX EP bara} - 


w=0 y= pt 


Vergleicht man in (1.14) und (1.16) die Koeffizienten, so erhalt man nach 
leichter Umrechnung 


(1.17) NyQuertAqt LD 5,.-u% + P(Ae— B)=0; w=0~,...,7+1. 


v=u+l 
Dabei bedeutet 
(1.18) Gu = OP, - ePys I1=Gi =O. 


Das homogene lineare System (1.17) mit r+ 2 Gleichungen fiir die r + 2 
GréBen g,...,¢9,, Aa —-B soll natiirlich nichttrivial lésbar sein, da fiir 
G=*''=9,=0 
(1.19) dbp = ap 


folgen wiirde, so daB der Strahl (p, p’) fest ware. 
Daher verschwindet die Determinante von (1.17): 


\A Gis Gans 3 e's © b,, Po| 

\N, A Bae es O% be-1 Pal 

Pr dige > 4 
(1.20) | cS Set an. 5 ar 

} N, A >| 

\0 Near 0 | 


Samtliche Elemente unterhalb der ersten unteren Paradiagonale sind dabei 
Null. Entwickelt man nach der letzten Zeile, so folgt als Bestimmungsgleichung 
fiir die Brennpunkte schlieBlich 


Ds Mis Meas len 5 bnscns) M 
oe ee. a, 4k oe a 

N, A. : 
Np-1 ‘ A Pr-1 
| 
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Diese Gleichung ist im allgemeinen vom Grade r in A und liefert also r Brenn- 
punkte auf jedem Strahl. 
1.3. Aus (1.21) ergibt sich 


(1.22) A=p,a — N,p,_,A7-2 +++: =0. 


Ist p, = 0, so reduziert sich die Ordnung der Gleichung um Eins. Liegt also p 
in S,_,, so fallt (mindestens) ein Brennpunkt des Strahls mit p zusammen. 
Allgemeiner la8t sich zeigen: Liegt p in S,_, (0 S 0 < 1), 80 fallen (min- 
destens) 0 Brennpunkte des Strahls mit p zusammen. 
Setzt man namlich p, = ---= p,_,,,= 0 in (1.21) ein und entwickelt mit 
Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes nach den ¢ letzten Zeilen, so kommt 
fiir 4 bis auf einen konstanten Faktor 


rere se re Po | 
4a A ‘6.6.64 © £4 3.28 Pr 
N; Pe * 
(1.23) x |= Pp_pAv-@+ +--+ = 0 
A Pr-e-1| 
0 “Ne-@ Pr-e | 


In der Tat hat sich also die Ordnung der Gleichung um 9 reduziert, wie 
behauptet war. 

Unser Satz ist auch umkehrbar: Fallen 9 Brennpunkte des Strahls mit p 
zusammen, so liegt p in S,_, (0S 0 S 1). 

Der Satz ist klar fiir 9 = 0. Er sei schon bewiesen fiir 0, 0 < @ < r. Wenn 
nun g@ + 1 Brennpunkte nach p fallen, so liegt p jedenfalls in S,_,, so daB 
Pr = *** = Pr_o4,= O. (1.21) geht also tiber in (1.23). Da sich aber die Ordnung 
auf r — g — 1 reduzieren soll, folgt p,_, = 0, und p liegt wirklich in S,_,_,. 

Insbesondere fallen also genau fiir p = fo, d. h. fiir die durch den Kurven- 
punkt r gehende Bahnkurve, alle r Brennpunkte des Strahls mit p zusammen. 

1.4. Um weitergehende Aussagen iiber die Brennpunktseigenschaften 
unserer r-Kongruenz zu gewinnen, ist es zweckmabBig, fiir. die Determinante A in 
(1.21) einen geeigneten analytischen Ausdruck anzugeben. 

Fir das Folgende wird es geniigen, p,+ 0 vorauszusetzen. Wir setzen 


und weiter 
(1.25) D,=1. 


Wir vereinfachen nun A, indem wir von der vorletzten Spalte das N,-fache 
der letzten subtrahieren, und erhalten 





|A By...-es by-ae-1 Po 

me Rese es a O-t0-3 Pa 

| N, : ‘ 
(1.26) A=uDz' °. 
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Hier ist 
(1.27) D,-4 = D,A- N, Pras 
(1.27’) bo Dis. — MeBennss x=1,...,r-1. 
Auf die entsprechende Weise bringt man nach und nach alle unterhalb der 
) Hauptdiagonale stehenden Glieder zum Verschwinden. Sei etwa schon er- 
reicht, daB 
“= “Spry ty WEE SR ere | 
“ee Vee e ha Se, aoe 
N,; ; : j 
: | 
A ben 
(1.28) 4 = D;}...Dz},| Ne Do | 
| 0 Poss | 
10 0 D, 
| mit 
: D, = DoayA + (—1)-* Ng 41- -- Ne De — 
(1.29) = 
9 Pa (—1)° Naan - + - No404199+041,041De+048> 
: box = Doarden + (—1)"-@N, 4, --- pps — 
te 
(1.29’ a he 
; = 2, (—1)°N eas - - - N 940429 +041,"4041D 94048 


(O<esr-l1,x=1,...,9). 
: Dann zeigt man durch einen weiteren Schritt, daB die Ausdriicke (1.28), (1.29), 
| (1.29’) auch fiir g — 1, also schlieBlich auch fiir 9 = 0 richtig sind. Fir g=r—1 
stimmen sie ja mit (1.26), (1.27), (1.27’) iiberein. 
Hat man alle Glieder unter der Hauptdiagonale beseitigt, so ergibt sich 
fir 9 = 0 


(1.30) A=D;)...Dz ae ‘| = Do. 


Wir bemerken noch, daB nach (1.25), (1.27), (1.29) D, ein Polynom in 2 vom 
Grade r — 9 ist; der Koeffizient von 4’~¢ ist = 1. 

1.5. Unsere Gleichung 4 = 0 fiir die r Brennpunkte auf jedem Kongruenz- 
strahl wird besonders iibersichtlich, wenn 


(1.31) Céo=e=**'=e,_,=0. 


Dann verschwindet nimlich die Summe auf der rechten Seite von (1.29) fiir 
alle 9 = 0,...,7 — 1. Multipliziert man (1.29) mit A@ und summiert itiber 9, 
Math. Ann. 144 21 
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so erhalt man jetzt 


r—1 
(1.32) A=D = Ar+ 2 (- 1)"-°No 41 --- Np pd? . 


e=0 





Diese Gestalt von A legt nun folgende Frage nahe: Gibt es, falls (1.31) gilt, 
Punkte p in S,, auf deren zugehérigem Kongruenzstrahl simtliche r Brenn- 
punkte zusammenfallen ? Dazu ist notwendig und hinreichend, daf (1.32) die 
r-te Potenz eines linearen Polynoms A — A, wird. 

Wir schreiben (1.32) unter Beachtung von (1.11) etwas um: 


(1.33) A= re E(- 1)rte (") Ae (eae (n — rep. ' 


Der Ausdruck in der geschweiften Klammer ist also gleich 4>~* zu setzen, i 
woraus sich die p, berechnen lassen: 








dy,r—@ A, \r-e. 
(1.34) p= et (Se): o=0,...,7. | 
Setzt man noch 
(1.35) hun 
a-—rf ; 


und vergleicht mit (1.6), so sieht man, daB (1.34) die Parameterdarstellung der 
H-C, ist. Damit haben wir: 

Wenn e, = ¢; = *** = @,_, = 0 ist, so haben genau die Punkte der H-C, die 
Eigenschajt, dap auf den zu ihnen gehérigen Bahntangenten von B, die r Brenn- 
punkte der lokalen r-Kongruenz sémtlich zusammenfallen. 

Es gilt aber auch die Umkehrung: 

Fallen auf den Strahlen der lokalen r-Kongruenz von &,, die von der H-C, 
ausgehen, alle r Brennpunkte zusammen, so ist e, = €, = +++ = €,_, = 0. 

Zum Beweis setzen wir die Parameterdarstellung (1.34) der H-C, in (1.29) 
ein und erhalten 


Dy = ADyor + (-1yr-#(") ae — 
(1.36) r—e-2 
— ~ (- 1) Nou ese No 404199 404+1,041D9+042 ° 


Wie frither multiplizieren wir (1.36) mit 4@ und summieren iiber 9: 


r—1 r—e-2 


(1.37) Dy=(A A)’ - 2. 2 (— 1)" Near - -- Nosc+1be+0+1,041D9+04+24°- 
e=0 c= 

Da alle Brennpunkte zusammenfallen, ist D, r-te Potenz eines linearen Poly- 

noms; da weiter in der Doppelsumme A héchstens in der (r — 2)-ten Potenz 

auftritt*), ist dieses lineare Polynom gleich A — A), und die Doppelsumme muB 

identisch in A verschwinden. 


*) Man beachte die Bemerkung am Ende von 1.4. 
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€, = 0 gilt nach Definition. Sei schon gezeigt, daB e, = ---=e, = 0 fiir 
0 < x <r-—1. Die Doppelsumme in (1.37) schreibt sich dann 


r—x—2 r—e— 


2 
(1.38) p+ } 7 (— 1)’ Nous slic: No 404199 4041,0+1D 940424" : 


e=0 c=x 
Hierin tritt als héchste Potenz 4"-*-* mit dem Koeffizienten*) 


r—x—2 


5 (—1P Meas - - - Mesnctlbsasanse 
oa 


r—x—2 

+x +1)! 

= ersa(—It(n — eyes SERED 
e=0 7 


(1.39) 


auf. Da der Faktor von e, ,, offensichtlich von Null verschieden ist, mu8 also 
€,4, Verschwinden, wie zu zeigen war. Das Verfahren bricht nach e,_, = 0 ab. 

Auf jedem Strahl der r-Kongruenz, der von der H-C, ausgeht, gibt es also 
einen ausgezeichneten Punkt, wenn (1.31) gilt. Wir wollen die von diesen 
Punkten erzeugte Kurve des S,,, als r-te Fokalkurve bezeichnen und sie auf- 
suchen. 


Zunichst ergibt sich bei Beriicksichtigung von (1.34), (1.35) fiir (1.9) 


r r—p 
— P= 2 arr (ry — p)! Fu = Fr 
und fiir (1.10) 
r+i1 At-H#ti 
(1.41) p’ — a er (r—zatl ry + Ay ly Xg - 


w=0 
Daher erhalt man als Fokalkurve mit A = A, = (n — r)A 
p+ Ap = Upp lp Eq + Tega + 


r Ar-eti 
+ 2 IN udivr—wsat (n —r) (r — B+ 1)a,,-—y} (r—n + 1)! Ey 
(1.42) . r+1 Ar-H 


= Arr lyTg + 2 ars r-u+1 (r>—p + 1)! Ey 


= App lp Tg + Fr+a» 
weil der zweite Bestandteil rechts nach (1.6) die Parameterdarstellung der 
H-C,,, ist. 
Die r-te Fokalkurve ist eine Normkurve (r + 1)-ter Ordnung und liegt auf 
dem Kegel, der die H-C,,, aus dem Kurvenpunkt projiziert. 
(1.42) 14Bt weiter erkennen: Die r-te Fokalkurve fallt sogar mit der H-C,,, 
zusammen, wenn 


(1.43) Co =e = =e, =0. 
Differenziert man (1.6) partiell nach A, so folgt 
(1.44) Tea =GyFp-3; 4 = 4, = 7(n —7 + 1); r=0,...,”. 


Daher sind die Geraden (f,,,,,) Tangenten der H-C,,,. Das bedeutet in 
unserem Falle: 
21* 
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Gilt (1.43), so hiillen an der Stelle t die von den Punkten der H-C, ausgehenden 
Bahntangenten von B, die H-C,,, ein. 

Erinnern wir uns an die in (1.4) getroffene Festsetzung beziiglich h, so 
k6énnen wir unsere Ergebnisse auch so formulieren: 

Fiir die H-Bewegungen ©,,B.,...,By,, ist die jeweils entsprechende 
H-C,, Cy, ..., Cy4, Ort der Punkte, auf deren Bahntangenten siimtliche Brenn- 
punkte zusammenfallen. Fir B, ,. gilt der Satz nicht mehr; fiir G, ist er trivial, 
da es nur einen Brennpunkt gibt. ° 

Weiter gilt: Fiir G,,...,B, fallt die jeweilige Fokalkurve sogar mit der 
H-C,, . .., Cy,, zusammen. 

Nichttriviale Fille treten nur fiir h => 1 auf, wenn also e, = 0, d. h. falls die 
zu %, gehérige Halbinvariante g eine Nullstelle hat oder falls sogar die Null- 
klasse {0} vorliegt. Gelten die Satze noch fiir h > 1, so liegen darin geometrische 
Kennzeichnungen der Kurvenklassen, die durch das Verschwinden der Halb- 
invarianten é,...,¢, charakterisiert sind‘). 

Wir weisen noch, ohne sie explizit zu formulieren, auf die dualen Ergebnisse 
hin, die man entsprechend gewinnt, wenn man die Kurve r(¢) als Erzeugnis 
ihrer Schmieghyperebenen auffaBt'). 

1.6. Wir besprechen nun noch die einfachsten Spezialfalle r= 1 und r = 2. 

Fir r = 1, also bei der H-Bewegung %,, besteht unsere 1-Kongruenz aus 
den Bahntangenten lings der Tangente S, an einer Stelle ¢. Es handelt sich 
um eine Geradenschar in S, mit der Einhiillenden (der Fokalkurve) (1.42), also 


(1.45) Fg + Ne%q = t_ + 2(m — 1)Ax, + [n(n — 1) A? + ne, }K. 


In lokalen Koordinaten po, p,, p, beziiglich fo, t,,%, ist das der Kegel- 
schnitt mit der Gleichung 


(1.46) np} — 4(n — 1) pop, + 4n(n — l)e pe =0. 
Da der H-Kegelschnitt nach (1.6) die Gleichung 
(1.47) npt — 4(n — 1) pop, = 0 
hat, so gilt: 
Fiir B, ist die Fokalkurve ein Kegelschnitt, der im Biischel des H-Kegelschnitts 
und der doppelizihlenden Kurventangente enthalten ist. Sie fallt genau dann mit 


dem H-Kegelschnitt zusammen, wenn an der betrachteten Stelle die zu B, ge- 
hérende Halbinvariante g eine Nulistelle hat*). 

1.7. Fir r= 2 (n = 3) haben wir an jeder Kurvenstelle ¢ eine Geraden- 
kongruenz in S, im gewdhnlichen Sinne. In lokalen Koordinaten beziiglich 
Fo, Ti, Tg, Fg ist 
(1.48) P = {Po Pr» Pa» O} 


n —2 


, —2 
(1.49) p’ = {nep, + 2n(n — Negpe, “== py + 2(n — les —F Pr Pa 


*) Man vgl. hierzu (1.8) und (I.4). 
5) Man vgl. (1.2.2). 
*) Dieses Ergebnis hat firm = 2 G. Bou angegeben (miindliche Mitteilung). 
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so daB sich die vermége 
(1.50) Gor (To%1) + Joa (Foe) + Yos(Fo%s) + Jas(Fa¥s) + Gar (Fs%i) + Gral%i Fe) 


definierten Pliickerschen Geradenkoordinaten g,, des Kongruenzstrahls (p, p’) 
wie folgt berechnen: 


n—2 


Jor =, Po + 2(n — 1)e, PoP, — Mey} — 2n(m — 1) esp, Py 


Joa = = —T PoP: — PrP, — 2n(n — l)egpe 
(1.51) Jos = PoPs 
Jos = PR 
9s1 = —PiPe 
n—2 n—2 2 
As = ey a! — > PoPs — 2(n — ley pe - 


Wie man leicht bestatigt, geniigen diese g;, den beiden quadratischen Glei- 
chungen 





—2 —2 
(1.52) Jes%i2 + *—* Jos923 — ——T oh + 2(n — 1)e,93, = 0, 


n—2 
Jo2923 + = —] 9o39s1 — 4192391 + 2n(n — l)eggis = 0. 


Unsere lokale 2-Kongruenz von B, ist also der Durchschnitt zweier quadra- 
tischer Komplexe’). 

Wie man aus (1.52) abliest, gehért die Gerade (r,,17,) und damit jede 
Tangente der H-C, der Kongruenz an, wenn e, = ¢, = 0. Das ist nichts anderes 
als der schon in 1.5 allgemein erérterte Sachverhalt, daB jetzt die H-C, Fokal- 
kurve ist. 

Die Gleichung (1.21) fiir die Brennpunkte eines Strahls nimmt fiir r = 2 die 
Gestalt an 








A dy DM 
—2 _ 2): 
(1.58) A=|%, 2 p= Ap,- AT p+ ST py (n- 2m = 0. 
O Ns Ps 





Die beiden Wurzeln von (1.53) fallen genau dann zusammen, wenn 


— 2 
(1.54) np} — 4(n — 1) Dopp + ep = 0. 

Die Punkte p € S,, auf deren Bahntangenten beziiglich B, die beiden Brenn- 
punkte zusammenfallen, liegen auf dem Kegelschnitt (1.54), der dem Biischel des 
H-Kegelschnitts und der doppeltzihlenden Kurventangente angehért. 

Ist e, + 0, so gilt weiter: 

Das Doppelverhiiltnis, das vom H-Kegelschnitt, der doppeltzihlenden Kurven- 
tangente, dem Hiillkegelschnitt (1.46) von B, und dem Kegelschnitt (1.54) bestimmt 


wird, hat den Wert 2—* 





Dieses Doppelverhiltnis ist also weder von t, noch 


n—l1-° 


”) Uber solche Kongruenzen vgl. man etwa A. Voss [6]. 
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von der gewahlten Parameterklasse {g}, sondern nur von der Dimension n 
abhangig. 

Wir schlieBen mit einer Bemerkung fiir den Fall n = 3 der gewdhnlichen 
Raumkurven: Berechnet man fiir die Kongruenzstrahlen durch (1.54) den 
jeweiligen Brennpunkt, so ergibt sich aus (1.53), (1.48) und (1.49) die C, 


(1.55) {6r® + 18e,7 + 12e,, 6r* + 6e,, 3r, 1}. 


Nun hat G. Bo.) séimtliche C, bestimmt, die eine Raumkurve an einer 
Stelle ¢ vierpunktig beriihren. Sie lassen sich darstellen in der Form 





(1.56) {6r? + 6 Br? + 367 + &, 67? + 68t+ y, 34+ 38, 1} 
mit beliebigen Konstanten £, y, 4, . 
Wahlen wir 
(1.57) B=0, y=5=6e,, ce = 12e, 
so sieht man: Der Ort (1.55) der zu enfallenden Brennpunkte ist eine Cy, 


die die Raumkurve x(t) vierpunktig beriihrt. 

Die Beriihrung ist, wieder nach [1], genau dann sogar fiinfpunktig, wenn 
(1.58) B=0,2y—36=0. 

Nach (1.57) fiihrt das auf e, = 0. 

Die Beriihrung ist genau dann fiinfpunktig, wenn die zu GB, gehdrige Halb- 
invariante g eine Nullstelle hat. (1.54) fallt dann mit dem H-Kegelschnitt zu- 
sammen, die C, (1.55) ist Fokalkurve im friher definierten Sinne. 

Die Beriihrung ist genau dann sogar sechspunktig®), wenn e, = e, = 0, also 
an einer Komplezstelle, die gleichzeitig Nullstelle von g ist. Jetzt sind die H-C, 
und die Fokalkurve identisch. 


2. Die Gesamtheit der Bahntangenten in einem Punkt. 
Gegenseitige Beriihrung von Bahnkurven 


2.1. Bei unseren bisherigen Betrachtungen war stets eine Halbinvariante g 
gewahlt und eine zugehérige H-Bewegung %, (0 < r < n) zugrunde gelegt, die 
jedem (nicht momentan festen) Punkt p des S, eine wohldefinierte Fortschrei- 
tungsrichtung. zuordnete. Wir wollen nun -verschiedene H-Bewegungen gleich- 
zeitig in Betracht ziehen und haben dabei zu beachten, daB eine H-Bewegung 
einerseits von der Ordnung r der fiir sie maBgebenden H-C,, andererseits 
von der gewahlten Parameterklasse {g} abhaingt. Wir gewinnen so einen 
Uberblick iiber die Gesamtheit der Bahntangenten in p und erhalten insbe- 
sondere Aussagen tiber gegenseitige Beriihrung von Bahnkurven. 

In 2.1 und 2.2 sei zunachst r fest gewahlt, und wir betrachten nur die 
Anderung der Fortschreitungsrichtung beim Ubergang von der Klasse 
{g} zur Klasse {g,}. Als Urparameter ¢ sei ein beliebiger Parameter aus {g} 
gewahlt ; das zugehérige Bezugssystem, also die Gesamtheit der Begleitsimplexe 

* *) (1) § 55. 


*) [1] §42. Komplexstellen einer Raumkurve, wo deren Schmiegkomplex stationir ist, 
sind durch e, = 0 gekennzeichnet. 
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Xo. --+,X, langs der Kurve, wird nach (1.6) in der (t, A)-Grundebene durch 

A=0 dargestellt™). Aus der zu {g,} gehérigen H-Schar der Grundebene 

wahlen wir die Kurve A (¢) mit dem Anfangswert 

(2.1) A(t.) = 0"). 

Sie bestimmt ein zweites Bezugssystem ; die beiden Bezugssysteme haben dann 

nach (2.1), (1.6) an der Kurvenstelle ¢ = ¢, zusammenfallende Begleitsimplexe. 
Wir kénnen weiter erreichen, daB diese Begleitsimplexe sogar in der 

Normierung ihrer Eckenvektoren tibereinstimmen. Wenn t ein zum zweiten 

Bezugssystem A(t) gehériger Parameter ist, dann nach (1.5) auch 


(2.2) *=—at+ PB; «a, B = const. 
Es ist 


(28) 0" aa 
und wir kénnen also ¢* so wahlen, daB 

(2.4) g=1, 

wenn wir setzen 

(2.5) | tan (Fee: 


Bei einer Sterntransformation (1.5) ¢ = f(f*) gehen dann an der Stelle 
t = t, nach (2.1), (2.4) die Beziehungen (1.6), (1.7) tiber in 


(2.6) Fe = Ey; p=O0,...,%, 
(2.7) e* 2 ¢,; y=2,...,n, 
(2.8) ef 2 e,+ Ap. 


Fir die lokalen Koordinaten p, eines Punktes p gilt bei unserer Stern- 
transformation an der Stelle ¢, wegen (2.6) offensichtlich 


(2.9) Pe = Py - 
Die durch den Punkt 
(2.10) p= 2 Pubs € 8, 
“ = 


gehende Bahntangente von %,, die zur Klasse {g} gehért, war nach (1.10) 
bestimmt durch 
r+1 


r r N,?,,- fir r<n, 
(2.11) p’ _ ts i. p,»,, v—plp - x #Pp Fe 
tities 0 fir r=n. 


* 
Die zu {g,} gehérende Bahntangente aus p geht dann durch i . Nach (2.6), 
(2.7), (2.8), (2.9) erkennt man aber unmittelbar, da8 man diesen Vektor fiir 
jede beliebige Klasse {g,} erhalt, wenn man in (2.11) e, als Parameter ansieht. 


10) Man vgl. auch (I.1.2). 
") Das Zeichen = zeigt im folgenden stets Gleichheit an der Stelle t = t, an. 
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Wir setzen 
* dp* , 
(2.12) a=) Ge = Pa 
und erhalten 
(2.13) Pa=Pot+ nq, 
wobei 
r+l1 
r—2 r N,?,-:t, far r<n, 
(2.14) Po pics Bs » p,b,, v—pFp + ~ nF rT 
Bel 9= O98 0 fir r=n, 
und 
r—1 
(2.15) q= a By 41 Puriky (a, = a) ° 
Pris 


Aus (2.13) folgt: Die von p ausgehenden Bahntangenten von &, bei beliebiger 
Klasse gehéren fiir festes r einem Biischel an, das in der Ebene (p, po, q) liegt. 

2.2. Die Gerade (p, q) des Biischels, die dem Parameterwert 7 = © ent- 
spricht, gestattet eine bemerkenswerte geometrische Deutung. Wir betrachten 
dazu die von dem Vektor 


n 
(2.16) P= Dp, ty 
u=0 


in Abhangigkeit von A beschriebene Kurve, wo f,, wieder durch (1.6) erklart 
ist. (2.16) stellt bei konstanten p, die durch p gehende Bahnkurve jener pro- 
jektiven Bewegung des P,, dar, die an der Kurvenstelle ¢ = ¢, durch die mit A 
veranderliche Basis f),...,%, bestimmt ist; x, durchlauft dabei die H-C,,. 
Wir nennen diese Bewegung die lokale H- Bewegung 2(t,) an der Stelle ty. 

Setzt man (1.6) in (2.16) ein, so erhalt man nach einfacher Umrechnung 


Hs n Die 
(2.17) p= 2 2 b— 7 A’~"9,f, » 
w=Ovr=4 #): 





woraus sich unmittelbar eine Darstellung fiir L(t.) ergibt: 


(2.18) i= > peng A’-*9, ; p=0,...,%. 
v=4 





Aus (2.18) entnimmt man: 

Die lokale H- Bewegung & (iy) ist eine eingliedrige kommutative Gruppe. Nach 
(2.16) sind ihre Bahnkurven rationale Normkurven der Ordnungen 0,1, . . ., n, 
und die Schmiegriume S,, sind Fixrdéume der Gruppe. 

Weiter zeigt (2.16) fiir A = co mittels (1.6): 

Alle Bahnkurven von 2(t,) beriihren im Fixpunkt x, die Kurve x(t). 

Wenn wir (2.16) nach A differenzieren und dabei (1.44) beachten, erhalten 
wir 


n n—-1 
(2.19) ; Pa _ p> By Pukey —a _ y 4 Oy 41 Purity ° 
#=0 uw=0 


Pp. bestimmt die Fortschreitungsrichtung in p beziiglich 2(¢,). 








++ ogee ee 
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Setzt man insbesondere in (2.16) und (2.19) A = 0, so fallen die Quer- 
striche fort, und der Vergleich mit (2.10) und (2.15) zeigt nun: 

Die Gerade (p, q) des Biischels der Bahntangenten von B, in p ist Bahntangente 
der lokalen H- Bewegung 2(t,). 

Dabei hangt diese Bahntangente bei festgehaltenem p nicht etwa von dem 
gewahlten Basissimplex {f,,}, . 9 ab, auf das p bezogen ist, denn die Bahnkurven 
sind ja W-Kurven. 

Nach obigem ist x, Fixpunkt von 2(f,) (und nach (2.16), (2.19) sogar der 
einzige). Nach dem eben ausgesprochenen Satz entartet demnach das Biischel 
(Pp, Po + 1 q) der Bahntangenten von %, fiir x, in die Gerade (p, pj), also nach 
(2.14) in die Kurventangente (fr, r,). Wir haben: 

Im Kurvenpunkt x, beriihren die Bahnkurven aller Harmonikal- Bewegungen 
Bo, -- -, Bp_ bet beliebig gewihlter Klasse {g} die Kurve x(t). Fir G,, ist nach 
(1.3) x, momentaner Fixpunkt. 

Wir fragen sogleich, fiir welche anderen Punkte das Bahntangentenbiischel 
entarten kann. 

Sei p,, (0 < _m <r) die letzte von Null verschiedene Koordinate von p. 
Dann ist 


P = Pmlmt+*** 
(2.20) q = An Pm¥m-1 + *** 


~~ NnsiPmimei t*** fir r<n 
, = ’ _b, - .s m+1Pmsm +1 ’ 
ie ~ ma” - nna 0 fir r=n, 


wo die Punkte Glieder mit abnehmenden Indizes andeuten. Fiir r < n entartet 
das Biischel also niemals, fiir r= n dagegen genau fiir 


(2.21) Po=0, 


das bedeutet aber, daB p fiir die Nullklasse {0} momentaner Fixpunkt von %, 
ist. Nach (1.3) enthalt genau der Schmiegraum S, diese momentanen Fix- 
punkte, wobei h durch (1.4) erklart ist. 

Das Biischel (p, po + 4q) der Bahntangenten von B, aus einem von fo ver- 
schiedenen Punkt p entartet genau dann, wenn r =n ist und wenn p im Fiz- 
raum 8, der zur Nullklasse gehérigen Bewegung &,, liegt. In den Punkten von S, 
beriihren also die zu %,, gehérigen Bahnkurven aller Klassen {g} (g(t,) + 0) die 
durch p gehende Bahnkurve der lokalen H- Bewegung 2(t,). 

Man kann das kurz so aussprechen: %,, beriihrt an jeder Stelle t = t, die 
lokale H-Bewegung 2(t,) in S,. 

2.3. Nachdem wir bisher die Bahntangenten von %, bei festem r und 
variabler Klasse {g} betrachtet haben, ziehen wir jetzt auch die Abhingigkeit 
der Fortschreitungsrichtung von r in Betracht. 


Sei fiir p wieder p,, die letzte von Null verschiedene Koordinate, 


m 
(2.22) P= 2 Ply Pa 9; Osm<n, 
nw=0 
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so daB p nicht in S,,_,, jedoch in S,,,..., S, liegt. Dann ordnen %,,, ...,B, 
dem Punkt p je ein Biischel von Bahntangenten zu. Dabei setzen wir m < n 
voraus, es gibt also mindestens zwei (gegebenenfalls entartende) Biischel dieser 
Art 


Fir GS, (m <r < n) ist die Biischelebene nach (2.15), (2.14) bestimmt 
durch p und 


m—1 

(2.23) q oe a, +1 Pu +1 Ly ’ 
(2.24) Po=s+(n—r)r, 
wobei gesetzt wurde 

m—2 m 
(2.25) S= a a p,,, o— pln ’ 

a=O0v—=4+2 

m+i1 1 
(2.26) rt = 2, m—ptl Pu-1¥ . 


Da jetzt p, q, t, s von r unabhangig sind, haben wir: 

Die n— m+ 1 Biischel von Bahntangenten aus p, die jeweils einer der 
H-Bewegungen &,,,...,B, zugeordnet sind, gehéren dem dreidimensionalen 
Unterraum (p, q,t,s) an und haben die Bahntangente (p,q) der lokalen H-Be- 
wegung 2 (t,) gemeinsam. 

Fir festes 7, also fiir dieselbe Klasse, gehen die Bahntangenten von 
Br ---,B, durch p und 


(2.27) P,=Pot nqd=s+nqt(n—r)r. 
Daher: Fiir dieselbe Klasse liegen die Bahntangenten von B,,,...,®B, aus p 
in der von p, t, 8 ++ 4 q aufgespannten Ebene. 

K6nnen zwei dieser Bahntangenten zusammenfallen ? Das ist nur méglich, 
wenn p,t,$+ 7q linear abhangig sind. Dann fallen iiberhaupt alle Bahn- 
tangenten derselben Klasse aus p zusammen. Da p und tr sicher linear unab- 
hangig sind, tritt das nach (2.22), (2.23), (2.25), (2.26) genau dann ein, wenn 


(2.28) $+ 79 =(Pr)ran=9, 


also wenn p momentaner Fixpunkt von &,, ist. Nach (1.3) haben wir: 

Die Bahnkurven von &,,, . . ., B, derselben Klasse aus p beriihren sich genau 
dann, wenn p im Fixraum 8S, von &,, liegt**). 

Soll es auBer dem Kurvenpunkt rf, solche Berihrstellen geben, so muB g an 
der Stelle ¢, eine Nullstelle haben. Insbesondere trifft das fiir die Nullklasse zu. 

An einer solchen Beriihrstelle entartet das Bahntangentenbiischel von &,, 
nach 2.2 in die Gerade (p, q), die Biischel fiir S,,, . . ., G,,_, fallen zusammen, 
ohne daB allerdings die Bahntz- ,2nten von %,,,..., @,_; fiir eine Klasse {g} 
(9 (t.) + 0) tibereinstimmten. Dies liest man aus (2,27) ab, wenn man s = 0 
beachtet. 


12) Fiirm = n—1 gibt es nur eine solche Bahntangente durch p, naimlich die zu 3, -, 
gehérige, wihrend p fiir S, stationir ist. Man wird atch dann sinngem&B von Beriihrung 
sprechen. 
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3. Bemerkungen zur Geometrie der Harmonikal-Flichen 


3.1. Die r-te H-Flache (C,) wird von den H-C, langs der Kurve erzeugt und 
1aBt sich nach (1.6) durch 


(3.1) Flt, A)= 3 ay, 5,3 O<rsn 
u=0 ai 

darstellen. Die Tangente an die H-C, geht nach (1.44) durch den Punkt 

(3.2) Fra = 4,Fy_y- 

Durch nochmalige Differentiation nach A erhalt man hieraus 

(3.3) Fraa = 4,@,_;F,_9. 


Durch (3.1), (3.2), (3.3) ist die Schmiegebene der H-C, bestimmt. 
- Man sieht insbesondere fiir A = 0, daB die Tangente an die H-C, in r, 
(fiir r > 0) durch r,_,, die Schmiegebene (fiir r > 1) durch r,_, geht. 

Es sei im folgenden stets n = 3. Wir wollen untersuchen, ob die Schar der 
H-C, auf der r-ten H-Flaiche aus Asymptotenlinien bestehen kann, wann also 
langs der H-C, Schmiegebene und Tangentenebene zusammenfallen. Dafiir 
ist notwendig und hinreichend, daB die lineare Abhangigkeit 


(3.4) (E,, Ira» trad ft) _— 0 


besteht. Das linke Glied ist dabei als Grassmannsches Produkt zu verstehen, 
d.h. als Gesamtheit der wesentlichen vierreihigen Unterdeterminanten der 
Matrix der vier Vektoren. 

Fir r = 0 ist unsere Fragestellung sinnlos, fiir r = 1 trivial, denn die H-C,, 
d.h. die Tangenten der Kurve x(t), sind stets Asymptotenlinien auf (C,). Wir 
diirfen also r> 1 annehmen. , 

An der Stelle A = 0, also in r,, geht (3.4) dann bei, Beachtung der Ab- 
leitungsgleichungen (1.1) iber in 


(3.5) (. Fr—a> Fr—g> Fra. t a b Fen) =0. 
w=3 


Daraus folgt: Fiir 1 < r < n sind die H-C, niemals Asymptotenlinien auf der 
von thnen erzeugten H-Fliche. 
Anders fiir r = n, hier wird aus (3.5) 


(3.6) (r Sa-1 Ta-» bapBa-») =0, 
w=3 


also ist wegen b,,, = @,,¢€, notwendig 
(3.7) é=°''=4e,=0. 

(3.7) reicht aber auch hin! Denn durch Sterntransformation 14Bt sich r, 
in jeden beliebigen Punkt der H-C, iiberfiihren; dort besteht Inzidenz von 


Schmieg- und Tangenteriebene, wenn die gestirnten Relationen (3.7) gelten; 
wegen deren Halbinvarianz trifft das aber zu. 
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Genau dann, wenn (3.7) gilt, sind die H-C,, auf der n-ten H-Flaiche Asymptoten- 
linien. 

Dieses Ergebnis verallgemeinert ein von G. Bou”) fir n = 3 gewonnenes 
Resultat: Auf der H-Flache (C;) beschreiben die H-C, genau dann Asymptoten- 
linien, wenn e, = 0, also wenn die Raumkurve eine Koinzidenzkurve ist. 

3.2. Wir wenden uns nun noch der Vollstandigkeit wegen den ,,trans- 
versalen“ Asymptotenlinien einer H-Flache zu, das sind solche, die jede H-C, 
genau einmal treffen. Dabei schlieBen wir die auf (C,) singulére Kurve x(t) 
als transversale Kurve aus. 

Wenn es eine transversale Asymptotenlinie auf (C,) gibt, so bestimmt die 
entsprechende Kurve A = A(t) nach (1.1.2) ein zugehériges Bezugssystem, 
und wir kénnen nach geeigneter Parametertransformation annehmen, daB r, 
diese Asymptotenlinie durchlauft. 

Dafiir ist notwendig und hinreichend 


(3.8) he Trp 6. > = 0 . 
Nun ist nach (1.1) 


“: r 
(3.9) ty, =Traa + a 6. Srp ? 
u=0 


r “ 
(3.10) | A = Irie r 3 2 by ye by. u+at besa.usat E brabr-np-s| Tr—p- 
gee = 


Die Vektoren in (3.8) sind fir r <n — 1 also sicher linear unabhangig: Au/ 
der H-Fliche (C,) mit r <n — 1 gibt es keine transversalen Asymptotenlinien. 

Sei jetzt r = n — 1, so daB r,,, = 0. (3.8) verlangt nun das Verschwinden 
des Vektors 


n—1 wl 
(3.11) 2, | b—-1.a+ O.-apsat bnsat x by -tabne-tee| In—p-1> 
w= c= 


und das fiihrt auf die Relationen 


pol 
(3.12) Ry=Dpis pt On-spaat On peat a bn -110hn 0-144 -0= 0, 
o= 


p=2;...,.n-—1. 


Eine weitere Asymptotenlinie kann man bei passend gewahitem Para- 
meter (* entsprechend von r* durchlaufen denken und findet 


(3.13) Rt =0. 


Schreibt man (3.13) mittels der Formeln (1.7) fiir Sterntransformation auf den 
Urparameter ¢ um und beriicksichtigt (3.12), so erhalt man 


(3.14) 3A ¢ — (A’ — Ate, —5(A’ — A)? =0, 
(3.15) (ut+1)Ae,—(A’—Are,,=0; pw=3,...,.n—-1. 


18) [1] S. 184. 





uf 


en 
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Setzt man den aus (3.14) sich ergebenden Ausdruck fiir A’ — A® in (3.15) 
ein, so kommt 
(3.16) A*(u + 1)eh + 2A[(u + loge, _1€, — 3ege2_1] = 0; 
p=3,....n-1. 
Soll es nun durch jeden Punkt der H-C, eine Asymptotenlinie geben, so 
gilt (3.16) identisch in A, und es folgt 


(3.17) qm ** me wO. 
Fiir n > 3 liefert dann (3.12) noch 
(3.18) =e =0, 


unsere Kurve x(t) ist also eine C,,"*). Nach (3.14) ist jetzt A’ — A? = 0, und 
nach (3.9), (3.10) 


(3.19) T1=Fe Fe =0. 


Wir fassen zusammen: Fiir n > 3 gibt es auf der H-Fliche (C,_,) genau 
dann eine Schar von Asymptotenlinien, wenn die Kurve x(t) eine C,, ist. Die 
Asymptotenschar ist die zur Nullklasse gehérige H-Schar auf (C,,_,) und besteht 
aus den Tangenten der Kurve x(t). Die (n — 1)-te H-Flache ist hier also Tan- 
gentenflache der Kurve x(t). 

Nur fiir n = 3 kann es auf (C,,_,) = (C,) zwei verschiedene Scharen von 
Asymptotenlinien geben. Genau dann sind das nach (3.14) zwei H-Scharen, 
wenn e,= 0, also wenn die Kurve Komplexkurve ist. Nach (3.12) sind die 
beiden Scharen dann durch 


(3.20) ef + 3e,=0 


bestimmt. Dieses Ergebnis fiir n = 3 hat schon G. Bow"*) angegeben. 

Man kann den Fall r = n ganz analog diskutieren. Ohne die Rechnungen 
im einzelnen wiederzugeben, seien nur die Ergebnisse genannt. 

Fiir n> 3 gibt es auf der H-Fliche (C,) niemals eine Schar transversaler 
Asymptotenlinien. 

Es gibt also nur fir n =3 solche transversalen Asymptotenscharen auf 
(C,,) = (C,). Es handelt sich dabei sogar um H-Scharen, wenn die Raumkurve 
Komplexkurve (e, = 0) oder Koinzidenzkurve (e, = 0) ist. 

Ist sie Komplexkurve™), so sind die beiden H-Scharen durch e}? + 3e, = 0 
gegeben ; das sind, in der (t, A)-Grundebene gedeutet, dieselben Scharen (3.20) 
wie schon im friheren Fall r = n — 1 = 2. 

Hat man eine Koinzidenzkurve, so findet man die zur Nullklasse {0} gehdrige 
H-Schar als einzige Schar transversaler Asymptotenlinien auf (C,) = (C3). 
Nach 3.1 bilden die H-C, dann die Asymptotenlinien der anderen Schar. 


4) Eine Kurve r(t) des P, ist genau dann Normkurve n-ter Ordnung, wenn 
é, =*+** =e, = 0; sie ist dann mit ihrer H-C, identisch. 

48) [1] 8. 211. 

16) Dieses Ergebnis findet sich bei G. Bor [1] 8. 190. 
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3.3. Da Asymptotenlinien nur in Ausnahmefillen auf Flachen des P,, 
existieren, hat E. Bomptant [3]!”) Quasi-Asymptotenlinien eingefihrt, tiber 
die wir noch einige Bemerkungen anschlieBen. 

Zur Vorbereitung fiir das Folgende betrachten wir auf (C,) eine beliebige 
Kurve durch den Punkt r, der H-C, an der Stelle ¢ = t,. Nach dem friiher 
Gesagten durchlauft r¥ eine beliebige Kurve auf (C,), die genau dann durch r, 
geht, wenn wir noch 
(3.21) A= 0") 


setzen. Bei Verwendung der Beziehungen (3.9), (3.10) und der Formeln fir 
Sterntransformation folgt dann fiir ¢ = ¢, 


n 
(3.22) Weg? ‘rs, 
d : £2 * a8 , ’ 
(3.23) OF 8 gt" + A’a,z, 4] 
ys? . 





(3.24) Sy le + A’ (a, + @,43)%, + A” a,t,_ + 


r . 
+ A’*a,sf,_ 2 + 2A’ Eat ara] ° 
w=2 . 


Man nennt nun nach Bomprani eine Kurve auf einer Flache des P,, eine 
Quasi-Asymplotenlinie Q;._ (j 2 k > m = 0), wenn an jeder Kurvenstelle die 
Dimension des Unterraums {S,, S,,,} kleiner ist als fiir eine allgemeine Kurve 
auf der Flache. 

S; ist dabei der j-te Schmiegraum der Kurve. Weiter ist S,,, der Unter- 
raum minimaler Dimension, der die Schmiegraume S, jener Flachenkurven 
enthalt, die mit der betrachteten Kurve die Schmiegriume 4,,..., S,, ge- 
meinsam haben. {8S,, S,,,} schlieBlich ist der von S; und S,,, aufgespannte 
Unterraum. 

Da diese Definition der Quasi-Asymptotenlinien erst fiir 7 = 2 sinnvoll ist 
und andererseits dritte Ableitungen von rf, uniibersichtlich werden, beschranken 
wir uns auf j = 2, also auf die Quasi-Asymptotenlinien vom Typ Q219, Qeo1, 
Qa20- 

Qei9 Sind die gewohnlichen Asymptotenlinien, die wir bereits bestimmt 
haben, und auch die Bestimmung der Kurven vom Typ Q,,, fihrt auf die 
Asymptotenlinien, wie man mit Hilfe der Gleichungen (3.22), (3.23), (3.24) 
leicht bestatigt. Es bleiben die Kurven Q,.. zu betrachten. 

Der Unterraum {S,, 8,5} = Sy. wird, da in (3.22), (3.23), (3.24) A’ und A” 
jetzt als unabhingin Parameter anzusehen sifid, aufgespannt durch f,, f,_,, 


Tr 2 Tt, ©. ? Dre Cu—1F r—p 


Fir r= 1 ‘io. r = 2 sind also fo, f,, Tg, ts bzW. Xo, Fy, Fa, Fg, X_ aufspannende 
Vektoren. 


17) Man vgl. auch E. P. LANE [5]. 
18) Vgl. (1.6). Das —— bedeute wieder Gleichheit an der Stelle ty. 
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Auf (C,) und (C,) lapt sich die Dimension von S,, an keiner Stelle der Fliche 
erniedrigen. 
Sei jetzt 3 < r < n — 2. Langs der Kurve x, (¢) erniedrigt sich die Dimension 


von So, wenn 


r 
| (. Trea Tr-» Tra. > a brn Fr— ws 
' wh = 


(3.25) i ; 
Traat a Cry ke — ps E atytFr-n) = 0}*) 9 
w=3 u=38 
also falls 
(3.26) €ég=***=e,.,=0. 


Gilt umgekehrt (3.26), so erniedrigt sich in jedem Punkt der H-Flache (C,) 
die Dimension von S45, weil die Bedingungen (3.26) bei Sterntransformation 
erhalten bleiben und also bei beliebiger Kurve r* Dimensionserniedrigung 
bewirken. 

Gibt es eine (transversale) Kurve auf (C,) fiir 3 < r < n — 2, lings der sich 
die Dimension von S,, von 5 auf 4 erniedrigt, so gilt das fiir jede Kurve der 
Flache. Notwendig und hinreichend hierfiir ist (3.26). 

Da die Dimension von S,, mindestens 4 ist, gibt es also auch fir 3a r< 
<n — 2 in keinem Fall Kurven Q,,,. In unserem Ergebnis liegt aber eine 
Kennzeichnung der Kurven r(t) des P,, von der Art (3.26). 

Fir r=n—123 haben wir als aufspannende Vektoren von §,, im 


Punkt r, 
. n—l 
L Tn-w Tn-» In-—a Tn + Pa 0, ~5,5%e-p=1 , 
“= 
n—-l 
, (3.27) a= 2) On 1, n8u—-1Fn—p-1 » 
| el 
; n—-1 ul 
7 b at 2, = + baa peat Ba +2 > 2 by -radae-ton-o| In—p-1 ° 
“i= C= 


Wir beschranken uns darauf zu untersuchen, wann sich die Dimension 


; von S,, auf 3 erniedrigt. Das tritt genau fiir a = 6 = 0 ein. Aus a = % foigt 
, zunachst 
) (3.28) eg='' =e, ,=0, 
sodann aus 6 = 0 noch im Falle n > 4 
(3.29) Cn-1 = en => 0 . 

Die Kurve x(t) ist also eine Normkurve -ter Ordnung. Wir haben ahnlich 
, wie oben: 


Gibt es eine (transversale) Kurve auf (C,_,) mit n > 4, lings der sich die 
Dimension von 8. von 5 auf 3 erniedrigt, so gilt das fiir jede Kurve der Fliche. 


*) Die GréBen a,, interessieren nicht weiter. 
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Das tritt genau dann ein, wenn die Kurve x(t) eine C,, ist. 
Fir n = 4 gilt analog zu (3.28) 


(3.30) eg = 0 , 
an Stelle von (3.29) kommt aber aus b = 0 jetzt 
(3.31) e3 + 4e,=0. 


Unterwirft man (3.30), (3.31) einer Sterntransformation, so erhalt man die 
fiir einen beliebigen Parameter giiltigen Beziehungen 


(3.32) ef = ge, =0, 
* 
(3.33) =e + 4ef = y-5(e3 + 4e, — 8e,A)=0. 


(3.33) legt, falls e, nicht verschwindet®), genau eine Kurve A(t) auf 
(C,,_,) = (C,) fest. Da sich fiir (3.32), (3.33) langs dieser Kurve die Héchst- 
dimension 4 von S,, auf die Mindestdimension 3 erniedrigt, haben wir: 

Fiir n = 4 gibt es dann und nur dann genau eine Quasi-Asymptotenlinie Qooo 
auf (C,,_,) = (C3), wenn fiir die Kurve x(t) e, = 0 und e,+ 0 gilt. 

Gibt es zwei Kurven auf (C,_,) =(C;), lings denen sich die Dimension 
von S,, auf 3 erniedrigt, so gilt das fiir jede Kurve der Flaiche. Das tritt genau 
dann ein, wenn die Kurve x(t) eine C, ist. 

Denn (3.33) ist genau dann fiir zwei Werte von A und damit identisch in A 
erfillt, wenn e, = e, = 0. 

Mit diesen Bemerkungen wollen wir schlieBen, da die Frage der Dimensions- 
erniedrigung von S,, auf 4 fiir r= nm — 1 und der Fall r = n auf wenig tiber- 
sichtliche Verhaltnisse fiihren. 
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2°) Wir wollen dabei wie bisher A = oo, also die Kurve f(t) auf (C,), auBer acht lassen. 
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Funktionen auf Produktriumen mit 
vorgegebenen Marginal-Funktionen 


Von 


Hans G. KELLERER in Miinchen 


Im Rahmen einer maBtheoretischen Fragestellung, die in einer spaiteren 
Arbeit behandelt werden wird, ist das folgende Problem von Bedeutung: Auf 
einem Produktraum sei die nicht-negative Funktion g(z,, 2.) definiert ; welchen 
Bedingungen unterliegt dann das Funktionenpaar (/,(2z,), /,(z,)), damit die 
Funktionen /,;(z,) die einfachen Integrale einer von g(z,, z,) majorisierten 
nicht-negativen Funktion /(z,, z,) sind ? 

Wird die Forderung f < g auBer acht gelassen oder nur eine der beiden 
Funktionen /,, /, beriicksichtigt, so 146t sich die Frage sehr einfach beant- 
worten (§ 1). Andernfalls 148t sich zunachst lediglich eine leicht einzusehende 
notwendige Bedingung (@) angeben (§ 2). Um nachzuweisen, daB diese Be- 
dingung auch hinreichend ist, wird die Problemstellung folgendermaBen ver- 
einfacht: einerseits durch die Annahme endlicher Grundmengen (§ 3), anderer- 
seits durch den Ubergang von Funktionen g und /; zu MaBen o und », (§ 4). 
Mit Hilfe der erhaltenen Ergebnisse l48t sich dann der Hauptsatz dieser Arbeit 
beweisen: Die Existenz einer Funktion f mit den geforderten Eigenschaften 
ist gleichwertig mit dem Béstehen der Bedingung (@) (§ 5). AbschlieBend wird 
gezeigt, daB eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes auf Funktionen von n 
Variablen nicht ohne weiteres méglich ist (§ 6). 


Bezeichnungen 


1. Fir die mengenalgebraischen Verkniipfungsoperationen werden die 
folgenden Zeichen verwendet: 


AB bzw. IT A, fiir den Durchschnitt 
Ai Bbzw. >” A, fiir die Vereinigung 
(A + B baw. 3’ A, fiir die Vereinigung disjunkter Mengen) 
sowie A + B fiir den Unterschied der Mengen A und B, wobei insbesondere 
A-—B=A+B fir BCA. 
A=M-A, falls M die Grundmenge . 


2. Ein MaGraum ist ein Tripel (M, 8, 4) bestehend aus dem MaB yu auf dem 
o-Kérper & iiber der Grundmenge M. 
Math. Ann. 144 


der Mengen A, B bzw. A, 


22 
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Der MaGraum heiBt beschrankt, falls u(M) < co, und normal, falls in R eine 


Zerlegung M= J M, mit u(M,) < co existiert. 
n=1 


3. Ist € eine Gesamtheit von Teilmengen von Y, so ist *€ (2€) der kleinste 
€ umfassende Mengenkérper (o-K6rper). 

Fir A c M ist ferner AC = {AC: C € G}; ist also € ein o-K6rper iiber M, 
so ist A € ein o-K6érper iiber A. 

4. L(u) bezeichnet den linearen Raum der R-meBbaren y-integrierbaren 
Funktionen {| M und .#(y) den Raum aller R-meBbaren nicht-negativen und 
u-fast endlichen Funktionen {| M; zwei Funktionen, die y-fast iiberein- 
stimmen, werden dabei identifiziert. 

5. #(u) und .#(y) sind enthalten in der 'Gesamtheit 

M (wu) = {f| M: f R-meBbar, min{0, f} € H(u)}. 
Funktionen aus #(), die im tiblichen Sinne nicht integrierbar sind, wird 
allgemein der Integralwert + co zugeschrieben. 

In W (x) 14Bt sich dann — in Verallgemeinerung der schwachen Konvergenz 
in #(u) — der folgende Konvergenzbegriff einfiihren : 


fa>f genaudann,wenn /ff,gdu>ffgdu 
M M 


fiir jede R-meBbare, nicht-negative und y-fast beschrankte Funktion g|M. 
6. (M,8&, u) heiBt Produktraum der MaBraume (M,, &,, u;) (i = 1, 2), falls 
M die Produktmenge (M,, M,) = {(2, 3): 2; € Mj}, 
R der o-Kérper R, x KR, = 7{(X,, X_) : X;, ER}, 
p das ProduktmaB yu, x wu, mit u((X,, X,)) = HT miXo 


ist (entsprechend bei n-fachen Produktriumen). 
7. Mehrmals wird der folgende einfache Approximationssatz verwendet: 


Ist «|®€ ein MaB mit einer normalen Zerlegung im Mengenkérper *C, so 
existieren zu einer Menge A €%€ und zu ¢>0 stets Mengen A, €*€ mit 


>» A,>A derart, daB u( 3” A, — A) <e. 
n=1 n=1 

Im iibrigen sei beziiglich der verwendeten Definitionen und Siatze der MaB- 
thecrie verwiesen auf [2] (siehe Literaturverzeichnis). 
_ 8. An logistischen Zeichen findet lediglich der definierende Doppelpunkt 
vor dem Gleichheitszeichen Verwendung. 


_ Auf Satz... wird allgemein durch [...] hingewiesen; das Symbol _| dient 
dazu, das\Ende eines Beweises zu kennzeichnen. 


SchlieBlich bezeichnet 7, (x) die charakteristische Funktion zur Menge A 
und Z die Gesamtheit der natiirlichen Zahlen. 














ne 


n 
id 


nZ 


ct 


at 











Funktionen auf Produktraumen 


§1. Einleitung 
(M, &, u) sei der Produktraum der MaBraume (M,, &,, 4,) und (My, R,, 14), 
die als normal vorausgesetzt seien, um die Existenz des MaBes u|& sicher- 
zustellen. 
Fir eine Funktion / € @() gilt dann nach dem Satz von Fusin1: 


(*) fi(%) i= fi %)du, und /,(z,) t= fi %_) dy, 


sind eindeutig definierte nicht-negative R,-meBbare Funktionen mit 
Shdm= Shedus= fidp. 
M, M, M 


Diese Aussage laBt sich folgendermaBen umkehren : 
Satz 1.1. (M,8,u) sei der Produktraum zweier normaler Mafriiume 
(M,, R,, Mi) mit uu, (M,)  . 0. Zu zwei Funktionen fi o A (u;) mit 


Sh@wh= fhrduy=:y 
M, M, 
existiert dann stets eine Funktion f € &(u) mit 
I f (2, %) bpug=f,(%,) fiiralle x, €M,, 


i f(y, %_) dp, = fa(%_) fiiralle x, €M,. 


Beweis. 1. Fall: y=0. 
Nach Voraussetzung existieren Mengen X,€8, mit 0 < y,(X,) <0o; dann 
werden die Forderungen erfillt von der Funktion 


f(y, 4) 2 EEE? fy (ay) + ZB fal xy) 








2. Fall: 0 < y < 00. 
Hier werden die Forderungen erfillt von der Funktion 


Peay 4) = — f(a) fal) - 
3. Fall: y = 0. 
Nach Voraussetzung lassen sich — ausgehend von einer normalen Zerlegung 
zu »,(X,):= f f,du,; — alternierend Zerlegungen M,= 5’ M? in &, kon- 
x Zz 
struieren mit : 
0<ai<c fiir of = Shady, 
M? 


Bis BL< is BRS--- far PR:= ZF af. 


msn 


Die folgende Funktion ¢ ist daher in .@ (4) enthalten: 


4 fiir (2, x) € (M?, M3) 


t(,, %):= )_Ai— Bt fiir (x,,2,)€(Mj+*, M3) 
sonst . 





attl- ag 









Die Funktion 


F(X yy q) 2 b (ay, Xq) fy (%) fa (%2) 
besitzt dann die geforderten Eigenschaften : 


[te dm hie aa | [hams Fe a Jf fad] 
M, 


= AG) ((pz-* — pr-) + (B" e- B3-*)) = h (2,) fir Eat ia M} 


(im Fall n = 1 fehlt de erste Summand in [. . 


| tee adm — h(e)| a : ft du, + fe ah am 


= WD pe — p+ (6 B= hed) fe = EM 


Das Beispiel endlicher Grundmengen M, zeigt, daB die Voraussetzung 
whi(%) < co yj-fast* in diesem Satz notwendig ist; die Voraussetzung 
»4;(M,) > 0% ist dagegen lediglich im Fall y = 0 erforderlich. 

Die vorliegende Arbeit behandelt nun jene Probleme, die sich ergeben, 
wenn in [1.1] zusatzlich gefordert wird, daB die gesuchte Funktion f € 4 (u) 
von einer gegebenen Funktion g € .@() majorisiert wird; es handelt sich also 
um eine allgemeine Untersuchung der Gesamtheit aller Paare von Funktionen, 
die sich fiir 0 < f < g in der Gestalt (*) ergeben (die Bedeutung dieses Problem- 
kreises wird erst aus den Anwendungen in einer folgenden Arbeit voll ersichtlich 
sein). 

Zunachst liegt die Vermutung nahe, daB sich eine der Funktionen f; 
innerhalb der durch 0 und g gesetzten Grenzen beliebig vorgeben 1aBt. 

Diese Annahme erweist sich als richtig: 

Satz 1.2. (M,8, u) sei der Produktraum zweier normaler Mafriéiume 
(M;, &;, 4). Ist dann g € A (u), 80 existiert zu einer Funktion f, € A(u,) mit 


fi (1) sf 9(%,, %_)du, fiiralle x,€M, 





stets eine Funktion f €.(u) mit f < g derart, daB 
pie %_)dp,g=f,(x,) firalle 2,€M,. 


Beweis. 1. Ist M, = 3’ Mj eine normale Zerlegung zu 4,|R,, so ist 
Z 


92(%) := 2 (1 + 2" u (M3) xarz (2) 

eine stets positive Funktion aus #(y,); fiir 0 < « < co sei dann 
Ga (%4, Xp) >= min {9 (x1, %y), x9, (x,)} - 

Diese Funktionen sind monoton in « und R-meBbar in (x,, 7_) mit 


Jo = 9 und lim g9,=9, 


«eo 


GJa(X1> X2) S Yaso(%, 2) S Ga(X, Te) + Sg_(z,) fir 5>0. 








yme 
mit 
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Fir die 8,-meBbaren Funktionen h,(2z,):= { g,(2, 2%) du, gilt also: 
M, 


h,(2,) ist stetig in a, 
1) hola) = 0S fila) S foe, 24) dug = lim h(x) fir alle 2 €M,, 
wobei die Stetigkeit aus ¥j 92 44, < co und die letzte Gleichung aus dem Satz 


iiber die Integration bei n monotoner Konvergenz folgt. 
2. Die Funktion 


f (2, %q):= SUP YXngsp)(%) * Jal%» Ze) 
a rational 
besitzt nun die geforderten Eigenschaften. 


Zunachst ist f wegen {h, < f,} €R, jedenfalls R-meBbar mit 0 < f < g. 
Ferner sind die Funktionen g, beziiglich ,,< “ linear geordnet, so daB 


J f(%y, %) dg = sup f 9, (2, %2) dy, 
M, M, 
wobei das Supremum iiber alle rationalen Zahlen a mit x, € {h, < /,} zu bilden 
ist; fir x, € M, gilt also stets: 


Jf {2 22) dua = sup hg (x) : «rational, h(x) < fy(2)} 


Da die rationalen Zahlen dicht liegen, folgt daraus wegen (1) die Behauptung. | 


Werden nun beide Funktionen f, gleichzeitig betrachtet, so folgen aus den 
bisherigen Uberlegungen als notwendige ‘Bedingungen fir ihr Auftreten in der 
Gestalt (*) mit 0 < f < g sofort: 


Sh@uy=Jffedus 
M,; M, 
sowie 
0s f,(%) sJ 9(%;, %)du, firalle 2x, €M,, 


OS fe(%_) S f g(x, %)dm, firalle 2,¢€M,. 
M, 


DaB diese Bedingungen nicht geniigen, zeigt das folgende Beispiel. 
Es seien (M,,&,, u;) zwei beschrankte MaBraume und g:= 1. Ist dann / 
eine R-meBbare Funktion mit 0 < f < g derart, daB 


fi (%) a | f(y, %q) dg = g(M,)* xx,(%) firalle 2, €M, 
mit einer festen Menge x, ER,, so ist notwendigerweise 


fe (2) el f (21, %_) du, = ,(X,) fir wy-fast alle x, ¢€ M,; 
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denn fiir jede Menge X, €&, gilt: 
du, = duyjt+ | du — dus 
fh He df My tae ld aus lad 
<0+ f gdu-0O 


(X,, Xs) 
we My (X,) dug 


= by (Xi) * Ha (My) + 0 — f gdus 


1 49) 


Sfhdm+ ff fdp- ff fdu=f iedy. 
x, (¥,, X;) 2.) x, 


Hier ist die Funktion f, also nicht innerhalb der durch © < /, S y,(M,) und 
Ps fed y= , (X,) 4g(M,) gegebenen Grenzen beliebig wahlbar, sondern durch 


die Funktion /, bereits im wesentlichen festgelegt. 


§ 2. Problemstellung 
Bevor im Anschlu8 an das Gegenbeispiel aus §1 scharfere notwendige 
Bedingungen abgeleitet werden, ist es zweckmaBig, einige Bezeichnungen ein- 
zufihren. 
Definition. 1. Ist f €.@(u), so werden die Funktionen 


fi(%):= of 1 %)du, und f,(x,):= of 1% %_) dy 


als die ,,Marginal- Fonktionen der Funktion f henlidiiek: fiir das Paar (/,, /,) 
wird die Abkiirzung [f; u,] verwendet. 

2. Ist g €.M(u), so ist F,[u] die Gesamtheit aller Paare [/; u,;] zu Funk- 
tionen f €.@(u) mit f < g; bei u,-fast endlichen Marginal-Funktionen von g 
ist F, [4] enthalten in 

A [yu] := (4 (a)), 4 (42))- 

3. Gleichheit, Konvergenz, Addition und Multiplikation mit einem nicht- 
negativen Skalarfaktor werden in .& [yu] komponentenweise definiert; @ [u] 
wird dadurch zu einem topologischen Raum derart, daB 


ZX et EA lu), falls «20 und (ff, fi) €-4[u). 


Mit diesen Bezeichnungen 14Bt sich nun sehr einfach eine wesentliche not- 


wendige Bedingung fiir ,,(/,, /.) € ¥,[u]‘ ableiten: 
Ist (h» fe) — f; Hi] mit0s f = 9, 80 gilt far Mengen xX; ER; stets: 


Si@dmy= { féns a rapt. J tdus 
x; (Xi, M. (X,, X. M,, X,) 


-. #2 oan J han. 


Zusammen mit der durch Vertauschung von 1 und 2 entstehenden Ungleichung 
fiihrt das zu der Bedingung 


I phins i gant yf haan 
(x 


“ I ‘Tham < f gdu+ [ham 
xX; (X,, X») 1 


fir alle X,;€8R,. 
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(G) ist tatsaichlich eine Verscharfung der in § 1 angegebenen Bedingungen: 
Satz 2.1. Geniigen die Funktionen g € (mu) und f, € WM (u,;) der Bedingung 
(G), so gilt insbesondere: 


fda =J fade und ,-fast 
0S A (%) = J G (xj, %)d ug, OS fy (xq) =f 9 (xy, %) df, . 
Beweis. Fiir (X,, X,) = (M,, 0) und (X,, X,) = (0, M,) fahrt (G) zu: 
phan s phidms Lhd: 
Fir X,= M, in (G)I und X,=0 in (G) II folgt ferner: 
[hams J( af, 9a) da) diy und OS fhdm firalle X,€%; 


da bei Vertauschung von | und 2 entsprechende Ungleichungen gelten, ist also 
Me -fast 


0s f,(%) sf 9 (24, %_) dug, 0S f(x) sJ 9 (2, X_) dy. all 


In einem wichtigen Fall la8t sich (G) etwas vereinfachen: 
Satz 2.2. Liegt die Funktion g in #(u), 80 ist die Bedingung (G) gleich- 
wertig mit dem System 


Shdwy=JSfedu,=:y, 
M, M, 
ys fgdp+ J fetes fir alle X, €R,. 
(%,, x,) . i=1,2 
Beweis. 1. Aus (G) folgt nach [2.1] erewan” Lc du, = of fade Addition 
von P| f, du, auf beiden Seiten der i-ten Ungleichung i in (a) ergibt ferner die 


angegebene Ungleichung. 
2. Umgekehrt folgt aus 


Lhdas fgdu+ 2 Zz fede 


(1,2) i= 4 2 
durch Subtraktion der wegen J hdp; < J gd mw endlichen GréBe £ A 
(M,, M 

auf beiden Seiten die i-te Ungleichung i in (G). = 

Erganzend ist hier festzustellen, daB es geniigt, die Ungleichung 

vs Jf geht. Py a hom 
(x. a» z;) 

lediglich zu fordern fiir die Mengen X, eines Mengenkérpers G, mit 7G, = &,. 

Ist zundchst X}, X} eine in beiden Komponenten aufsteigende bzw. ab- 
steigende Folge von Mengenpaaren, die dieser Ungleichung geniigen, so gilt 
dies auch fiir das Mengenpaar X9, X$ mit X?:= 5° X? bzw. X?:= IT X?, 


da die auftretenden Integrale nach Vorat.ssetzung ple endlich sind. 
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Mit den Bezeichnungen 9,(¥,;):= { gduunde,(Y,):= | gdpexistie- 
1M, (M,, ¥,) 


ren nun nach dem zu Beginn angegebenen Approximationssatz zu X; € RK, stets 
Mengen X7""€ G; mit 
ITS Xp">X, wd o (ITE Xp"- X,)=0, 
meZ neZ meZ neZ 
wobei sich zusatzlich voraussetzen ]aBt: 


XTC BPPC * +2, oP Xi" > 2" Xi" 
Daraus folgt wegen 0 < J fdu,s o(Y; ) die Behauptung. 


Allgemein lassen sich, ohne die Funktion g€.@(u) gema&B [2.2] ein- 
zuschranken, die Ungleichungen so vereinfachen, da8 in I und II jeweils nur 
eine variable Menge X, auftritt. Dazu ist es notwendig, fiir /,; € @(u,) — bei 
festen MaBriumen (M,,8,, u;) — die folgenden Mengenfunktionen auf R, zu 
betrachten. 


Definition. 9,(X,; 9; fe) at | min {fale J 9 (X,, %) 4 mn} d Ma : 
P2(Xe; 9; f,):= f min {f(a Sf g(x. %) dua} d iy . 
M, x, 


Diese Funktionen sind definiert, da die Integranden in .# (y,) liegen. 
Mit ihrer Hilfe 1a8t sich (G) folgendermaBen umformen: 
Satz 2.3. Die Bedingung (G) ist gleichwertig mit den Ungleichungen 


phdmas 9i(X1; 9; fe) fiiralle X,€R,, 
[hams P2(Xe;9;f,) firalle X,€R,. 


Beweis. Die cheunteiie folgt etwa fiir die erste Ungleichung sofort aus 
der Beziehung 


. be ‘ eee +J he 4) 


=min f [2x() S G(X, %_) dp, + xx, (Ze) ° fa(*2)] dy 
®, Ms: x, 
™ Jf mm J g(x, %_) dy, fa(=2)} d fly 
M, x, 


= (Xi; 9; f2) faralle X,€R,. ll 
Es sei noch darauf hingewiesen, daB g;|®; MaBfunktionen sind; denn mit 
der Abkirzung ¢,(X,):= P(Xi; 9; f,) baw. G_(Xs):—= p2(Xo; 9; f,) gilt: 
9i(0)=0 und g(X,) Ss 9,(¥,) fir X,c ¥;, 
Pi (+ x?) = v{X?) fir XP ER,. 
Zz Zz 
Beim Nachweis der letzten Ungleichung ist lediglich zu beachten, daB fiir 
a, B, = 0 stets 


min a, 5 Aa} 3 mit (x, Ba} 
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: Wegen f;,, 9 = 0 gilt also etwa fiir i = 1: 
F min {fa(%) S9(%, ) dn) = 
ZX 


Ss 2’ min {fa() So(x, 2X) au} fir alle 2, ¢€M,; 
Zz xt 


das fiihrt nach dem Satz iiber die Integration bei monotoner Konvergenz mit 
der Bezeichnung g, (2,) := min {fata J 9%, %2) om zu: 
a | 


n(% xt) sJ(z an) diy= 2) fn dua= 2 3 (X7) . 


Nachdem in [2.1]—[2.3] einige einfache Eigenschaften der Bedingung (G) 
abgeleitet wurden, stellt sich nun als ,,Hauptproblem“ die Frage: 
Ist die fiir die Existenz einer Funktion /€.4 (u) mit f < g und [f; 4;]= (/;, fe) 
notwendige Bedingung (G) auch hinreichend ? 
Zur Untersuchung dieser Frage wird die Problemstellung zunachst in zwei 
Schritten vereinfacht. 
Nach dem Ubergang zu MaBen mittels 


e(A):= fodu fir AER und m(X)im= fhedu fir X, ER, 





lautet das Problem: 
Wann existiert ein MaB »|R mit den folgenden Eigensghaften: 


v(A) < 0(A) fiiralle AER, 
v((X,, My)) = »(X4), »(( Mh, Xe) = »9(Xs) fiir alle X;, ER, ? 
Der Bedingung (G) entspricht hier die notwendige Bedingung 
I »(X,) S @((Xy, Xa) + va(Xs) 
II 4(X_) S o((X,, Xs)) + »(X,) 
| Unter der zusitzlichen Annahme endlicher Grundmengen 
| M,:={l,..., 4} und R, := {X,: X,c M} 
und mit den Abkirzungen 





(R) fir alle X,€R,;. 


(24, %q) >= O({(a,, %q)}) und 4,(2,):= »({x;}) 
ergibt sich schlieBlich ein Problem fiir Matrizen: 
Wann existiert eine Matrix s| M mit den folgenden Eigenschaften: 


| 0 S 8(2,, %) S t(x,, 2%), 
Dd 8(2, 2) = $1(%) 2 8(2%,, %_) = 8,(%,) firalle 2,€M,? 


Der Bedingung (R) entspricht hier die notwendige Bedingung 
I > 8 (2) Sh 13) +2 83(3) 


" fir alle X,c M,. 
II pi 8_(%_) S a t(2,, 2%) +2 8, (2) ’ : 
x, (X,,X) 1 


(T) 
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§ 3. Das Problem bei Matrizen 


Das in §2 formulierte Hauptproblem wird nun zunichst im Fall von 
Matrizen untersucht. Gegeben sind also eine nicht-negative Matrix ¢|M und 
nicht-negative Vektoren s,;|M,, die der Bedingung (T) geniigen; gesucht ist 
eine nicht-negative Matrix s|M, die von t| M majorisiert wird und die Reihen- 
summen 8,|M; besitzt. 

Im Fall der Existenz ist notwendigerweise stets s(z,, x.) S min 8;(z,). 


Daher ist die folgende Tatsache von Bedeutung: 

Satz 3.1. Geniigen die Funktionen t|M und s,|M, mit 0 < t, 8; < co der 
Bedingung (T), so gilt dies auch, falls die Werte t(x,, x.) ersetzt werden durch 
min {t(2,, %_), (2), 83(%2)}. 

Beweis. 1. Es geniigt, zu zeigen, daB die Ungleichungen (T) beim Ubergang 
zu t' (2, %,):= min {¢(z,, Xz), 8(%,)} bestehen bleiben; denn ebenso 1aBt sich 
dann der Ubergang zu ¢”’ (2z,, 22) := min{t’ (x,, 2), 82(2,)} rechtfertigen. 

2. Fiir feste Mengen X,; c M, gelten mit der Bezeichnung 

Y, := {x € X,: t(x, %) < 8,(%) fiir z,€X,} und Z,:=X,- ¥Y, 
die folgenden Ungleichungen : 
I ga-PatPasdat a t+ Las 


Z, (¥1,22) x, 


< PP Pp min {t({2,, %3), 8, (2,)} +. i 46 tg + 2 4 
= at t’ = Ps > 
+ 7 +e 83 pm +Ea 


aX. x;) (¥1,2)) (Xa, x,) 
II Las Yt+D y= Att pat gas 
4, (¥,,24) Y, (¥1, 23) 4 


= Jt+yz Py min {t(x,, 2), slab + 2% 


(Ky x,) 2, 2; 


= J? +A team a+ 24. =) 


(YX) (4,X x, (X,,X)) x, 
Noch wichtiger als diese Reduktionsméglichkeit ist eine zweite. 
Die Bedingung (T) leitet sich etwa fiir die Ungleichung I folgendermaBen ab: 
Sa=DJes Pst Sse Jt+yD 4y. 
x, (LM) (X%.%) (Mt) (Xx) Ff, 
Sind also fiir ein Paar Y,, Y, die beiden Seiten der Ungleichung I endlich und 
gleich, so gilt: 
> s=0 und. Ys= Jt<o, 
(Y,, P) (¥,¥.) (¥.¥)) 
so dais wegen 0 < s < ¢ notwendigerweise: 


s=0 auf (Y,,¥,) und s=¢ auf (¥,, ¥,). 


Wenn die Bedingung (T) wirklich hinreichend ist, so muB sie daher auch erfillt 

sein fir die Funktionen ¢’|M und s;|M,, die sich aus ¢|M und s,|M;, unter 
Beriicksichtigung der Eindeutigkeit von s auf.der Menge (Y,, Y,) + (Y,, ¥3) 
ergeben. 
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Diese Folgerung erweist sich als richtig: 

Satz 3.2. Fiir die Funktionen t|M und s,|M, sei neben 0 S t, 8; < co die 
Bedingung (T) erfiillt. Sind dann ftir ein Paar Y,, Y, die beiden Seiten der 
Ungleichung I oder II endlich und gleich, so erfiillen auch die folgenden Funk- 
tionen t’| M und {| M, neben 0 & t’, 8; S 00 die Bedingung (T): 

, 0 auf (Y,, Y,)+(¥y, Ys) 
t ~ ‘= 
(2 29):= lie) so 
und 
81 (2) := 8 (2%) — xy¥,(%) ‘2 t(%, %), 


82(%_):= 83 (3) — xy, (22) * Pa t(2,, X) . 


Beweis. 1. Belew oa } I+ Ba ce. 
Y, (¥,, ¥,) . 

Da jedenfalls s;(z,) > — oo fiir alle x, € M,, geniigt es, fiir die Funktionen 
t’|M und s{|M, die Ungleichungen (T) nachzuweisen; denn s’ = 0 ist dann 
nach [2.1] eine Folgerung. 

2. Zunachst gelten die folgenden Ungleichungen : 


2 45 ( 0 fF + oa (wegen-(T) I) 


X,Y; (X,Y,, Ys) (X,¥,2,F¥,) 
2 & ( ‘> 2 )+ > % (wegen (T) Il) 
Zz; + Y, (¥,,4,¥)) (X,7,,X.¥)) Xx, + y, 
-S3,= (- > t- 2 ‘) - Py 8  (Voraussetzung) 
Y, (¥,,2:¥)) (¥; 2 ¥,) : 
ee oe 
(X,¥;, Ys) (X.Y, ¥:) 


Da die negativen Glieder endlich sind, lassen sich diese Ungleichungen 
addieren ; unter Beachtung von 

Xx, t+ ty, =Any. t+ Anniv 42, + 27, = 12,7, + 12,47, 
ergibt das: 


(= " “ak rd) * (.x,22r, r). + ite. wd) 2 (F ” “wed? 


so daB nach Definition der Funktionen ¢’| M und 3;| M, stets 
I eas a+ ge fir X,c M,. 
(%1, 2%.) 2 
3. Ferner gelten ‘die folgenden Ungleichungen : 
- #22 = ( t+ 2 )- Xa (wegen (T) I) 
X,Y, (X,Y, Ys) (X.¥,,2,7,) X.Y, 


xX as ( zz $+... 2 ‘) + 3s, (wegen (T)II) 
X.Y; (¥,X:¥) (*,7.,X,¥) X,Y, 


y= (- Pe ‘) +s, (Voraussetzung) 
Y, (4,1, ¥)) (4:¥1,¥)) 
- J t=- J t. 


3 , 
(Y, x; Y,) ( Y;, x; } 2) 








334 Hans G. KELLERER: 
























Daraus folgt unter Beachtung von 


“2, + A%x,y,= Ay, + 42,Y,> Ax, + 12,7, = LF, + Ax.Y, 
ahnlich wie in Teil 2: 


(2 4 - = )s( _— ee. \+(p4- = t), 
x, (¥1,X.¥)) (X,,X3)(¥1, Ps) (X,,X)(P,, ¥) 1 (®,¥,,¥s) 


so daB nach Definition der Funktionen ¢’| M und s;| M, stets 
II > %<s ae + esi fir X,c M,. ie 
xX; (X,,X,) 1 
Mit Hilfe von [3.1] und [3.2] laBt sich nun zeigen, daB die notwendige 
Bedingung (T) tatsachlich auch hinreichend ist: 
Satz 3.3. Erfiillen die Funktionen t|M und s,|M, neben 0 < t, 8; S 0 die 
Bedingung (T), so existiert eine Funktion s|M mit den folgenden Eigenschaften: © 


Ossst, 


Coatitiesnaunceanaienicl 
we e 


2 8(2,, X_) = $1(%) 2’ 8(2,, Z,) = 8,(x,) firalle 2, ¢€M;. 


Beweis. 1. Es wird vollstandige Induktion nach n := n, + n, durchgefiihrt. 
Fir n = 2 fiihrt die Bedingung (T) nach [2.1] zu: 


0 < s,(1) = y =4,(1) < ¢(1, 1). 


Daher definiert s:= y eine Lésung. 
2. Fir beliebiges n gilt bei geeigneter Numerierung: 


8; (2;) < co fiir x; Ss ™;, 8; (2,) = co fiir x; > Mm, (0 Ss m; Ss n,). 
Wegen [3.1] 14Bt sich also annehmen: 
t(%,,%_)< oo, falls 2, m, oder 2, < m,. 


Ferner 14Bt sich voraussetzen, daf sich die Werte der Funktion ¢| M an diesen 
Stellen — soweit positiv — nicht verringern lassen, ohne die Bedingung (T) zu 
verletzen; denn andernfalls ist eine schrittweise Verkleinerung dieser Werte 
unter Beriicksichtigung von jeweils 2"*+! Ungleichungen méglich. 

3. Verschwindet die so reduzierte Funktion ¢|M an allen Stellen (z,, x.) 
mit z, S m, oder 2, S mg, so ergibt 


0 S 8 (x) S J’ t (ay, 2%), 0 S 84(2) SD’ t(x,, 2) fiir alle x, € M, 
M, 1 
die Gleichungen: 
8; (2;,) => 0 fiir xX Ss m; > 

D> t(%, %) =co= J t(x,, 2) fir 2, >m,. 

M, M, 
Daher definiert in diesem Fall s := ¢ eine Lésung. 

4. Ist dagegen t(z?, x8) > 0 mit 2? < m, oder x$ < mg, so sind also fiir ein 

Paar Y,, Y, mit 2° ¢€ Y; die beiden Seiten der Ungleichung I oder II. gleich 
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und endlich, d. h. es ist etwa 

24= Ett Ease. 

¥; (¥,, ¥) 
Daher ist Y, c {l,...,m,} und Y,< {1,..., mg}, also bei geeigneter Nume- 
rierung : 


ae 


— 
wre 


Y,={1,...,4} und Y,={i,+1,...,"} (05% m,). 


5. Werden nun die Funktionen ¢’| M und s;|M, gemaB [3.2] definiert, so 
gilt, da ¢’ auf (Y,, Y,) + (Y,, Y,) verschwindet: 


al 
I 6s t+ 8 = + 
- ¢ : Bird 2m f ts * oo * 4| a Cs 
Tm 28s sft eine et 2 i X,c ¥,, 
ie x: (1.+P,%) Mi-X (eX) = ¥A-Z, 
ae: und entsprechende Ungleichungen gelten im Rechteck (Y,, Y,). 
Da wegen Y,+0 jedenfalls +1,<m und (n, — 1) + (n,— 4) <n, 
existieren also nach Induktionsannahme Funktionen s|(Y,, Y,) bzw. s|(¥,, Y;) 
mit 0 < s < ¢t’ derart, daB 
DL 8(%) %) = 8; (x,) fir 2,51, baw. J’ 8(%, 2) = 5{(2,) fir x, >4, 
rt. ms %>l 
SD 8(2, %) = 83(x,) fir z,S1, bzw. D 8(x,, x) = 53(2,) fir 2, >1,. 
% 34 >t, 
Wird zusatzlich definiert : 
s:=t auf (Y,, Y,) und s:=0 auf (Y;, Y,) P 
so besitzt die Funktion s|M offensichtlich alle geforderten Eigenschaften. _} 
). Von Interesse ist in diesem Zusammenhang, daB [3.3] die folgende Ver- 
scharfung gestattet : 
Satz 3.4. Sind in [3.3] die Funktionswerte von t| M und s,|M, ganze Zahlen, 
so ist dies auch fiir die Werte der Funktion s| M erreichbar. 
Beweis. Die Behauptung folgt aus der Tatsache, daB sich die Beweise 
- zu [3.1]—[3.3] im vorliegenden Fall véllig im Bereich der ganzen Zahlen durch- 
= fiihren lassen. _) 


Ist insbesondere ¢ = 1, handelt es sich also um jene Matrizen, die nur die 
Elemente 0 und 1 besitzen, so ist die Frage nach den auftretenden — ganz- 
2) zahligen — Reihensummen s, besonders leicht zu beantworten. 

Zunachst 14Bt sich durch geeignete Numerierung erreichen, daB 


s,(1) => ++ > 8,(n;) fiir i=1,2. 
Ferner 14Bt sich die Bedingung (T) gem&8 [2.3] umformen zu 
> 4(%)s Pa min {oa(z2). t (x, *,)| fir alle X,c M,, 


1 x, 


¥ 8,(z3) < ¥ min {s,(x,), ¥ t(x,, *)| fiir alle X,c M,. 
xX; M, \ x: 


in Wegen t = 1 sind die rechten Seiten lediglich Funktionen der Machtigkeit m, 
von X,, so daB bereits die Richtigkeit dieser Ungleichungen fiir die Mengen 
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= {l,..., m,} geniigt, da dann — bei fester Machtigkeit m; — die linken 
Seiten wegen der Monotonie von s; maximal sind. 
Das liefert als gleichwertige Bedingung die (n, + n,) Ungleichungen 


E 44(z1) SF min{og(z,),m} fr m= 1,....m, 





2am, E 
d 42(%2) S DY’ min{s,(z,), mg} fiir m,=—1,..., mg. 
mam M, : 


§ 4. Das Problem bei MaBen 

Mit Hilfe der Ergebnisse aus § 3 wird das Hauptproblem nun im Fall von 
MaBen untersucht. Gegeben sind also ein MaB 9|R und MaBe »,|R,;, die der 
Bedingung (R) geniigen; gesucht ist ein MaB »|&, das von 0|R majorisiert wird 
und die MarginalmaBe »,|R; besitzt. 

Um die Existenz von »| beurteilen zu kénnen, empfiehlt sich zunachst 
eine Verallgemeinerung von [3.3] auf abzahlbare Matrizen: 

Satz 4.1. Die Behauptung von [3.3] gilt auch im Fall M,;=Z, falls die 
Summen < t (2, _) und < t(2,, %_) stets endlich sind. 

Reals, 1. Auf den enesi M?} :={l,..., } bzw. M* := (M7, M$) seien 
die folgenden nicht-negativen Funktionen definiert : 

s}(x,):= D's, bzw. (x,,%,):= 2 t, 
Y2, (¥2,. ¥2,) 
wobei 
YR:={m} fir m<n, YR:={meZ:m2n}. 
Dann geniigen auch "| M* und s?| M? der Bedingung (T); nach [3.3] existiert 
also eine Funktion s*|M* mit 0 < s" < ¢" derart, daB 
D 8" (x, LZ) = 83 (x,), D 8" (24, %,) = 83 (z.) firalle 2x, ¢€ M?. 
Mj Mj 
Das fiihrt etwa fiir i = 1 insbesondere zu: 
DS 8(%%)St(yys LY 8" (%, ©) + x a (2, %q) , 
13%sm 1s%sm m<nS : 
also nach Definition der Funktionen ¢*| M* und s?| M? zu: 
(2) DY s*(x,, 2%) S 3,(%,)S DY s*(x,,2,)+ DP t(x,,2,) fiir 2,,m<n. 
=m =m ,>m 
2. Auf M = (Z, Z) sei nun 


8"(2,,%_) fiir max{z,,2}<n 


$0 (1, %) ?= {o sonst . 


Nach dem Cantorschen Diagonalverfahren la8t sich dann wegen 


0 S 8§(%, %) S t(x,,%,)< co fiiralle 2, €Z 


eine Teilfolge s}*| M dieser Funktionen finden, die an allen Stellen konvergiert. 
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Die Forderungen werden nun befriedigt durch die Funktion 
8 (2, Xq) a 85" (%, 22) fir 2,¢€Z. 


Zunachst ist 0 < s < ¢t; ferner gilt wegen (2): 
py 85° (2, %) S 8, (%) S p 85° (2, Zp) + D t(x, 2) fiir 2,m<n,. 
4am “_>m 


Zt, am 


Der Grenziibergang k — oo fiihrt daraus zu: 


D 8(%, %) S %(%)S DL 8(x,,%)+ DL t(x,,%,) fir x,mEZ 
%sm 2am %>m 


und der Grenziibergang m > co wegen ° ¢(2,, 2) < co zu: 
1,€2 


Dd 8(X,, %) S 8,(%,) S DY 8(x,,2,)+0 firalle 2,€Z. 

%4€Z %€Z 
Da bei Vertauschung von | und 2 eine entsprechende Ungleichung gilt, folgt 
daraus die Behauptung. — 

Aus dem Beweis geht hervor, daB auch hier eine ganzzahlige Lésung 
existiert, falls die Funktionswerte von ¢| M und s,|M, stets ganze Zahlen sind. 

Vor dem Ubergang vom Matrizen-Problem zum MaB-Problem ist noch die 
hier verwendete Bedeutung des Begriffs ,,Separabilitat‘ festzulegen : 

1. Ein o-Kérper 8 heiBt separabel, falls eine Folge von Mengen A, €R 
existiert derart, daB R = 3{A, : n €Z}. 

2. Ein MaB u|8 heiBt separabel, falls in der Gesamtheit der Mengen end- 
lichen MaBes eine beziiglich der Quasimetrik |A, B|:= (A + B) dichte 
abzahlbare Teilmenge existiert. 

Ferner wird das folgende Kompaktheitskriterium bendétigt, das sich als 
einfache Folgerung aus einem Satz in [1] (S. 292) ergibt: 

Ist (M,8&, u) ein beliebiger MaBraum, so ist fiir g', 9? € (yu) die Menge 
{f€ #(u):g' S f S g*}. beziiglich schwacher Konvergenz kompakt. 

Nun 1aBt sich zeigen, daB die notwendige Bedingung (R) unter sehr ein- 
fachen Voraussetzungen auch hinreichend ist: 

Satz 4.2. Es sei v, ein Ma auf dem separablen o-Kérper R, iiber der Grund- 
menge M, (i = 1, 2); ferner sei o ein MaB auf dem o-Kérper R:=R, x KR, tiber 
der Grundmenge M :=(M,, M,) derart, daB die Mafe 0,(X,):= o((X,, M,)) 
und 0,(X,) := 0((M,, X,)) in R, eine normale Zerlegung besitzen. Geniigen dann 
die MaBe 0|R und v,|R, der Bedingung (R), so existiert ein MaB v|R mit den 
folgenden Eigenschaften: 

»(A) < 0(A) fiir alle AER, 
v((X,, M,)) = »,(X,), v((My, X_)) = ¥g(X_) fiir alle X,ER;. 

Beweis. 1. Es sei R, = 9{X?:n €Z} und M, = 3; M? eine normale Zer- 

Zz 


legung zu 0,|R;,. Die o-K6érper 
RP := B{X!: 1 sn} 4 { Mi: 1 €Z}) 
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bestimmen dann Zerlegungen: M! = » Y?,, derart, daB 
(—1)2 <ms-2 


nie F2..: ey 
Die nicht-negativen Funktionen 
# (2, %):= O((YT2,, Y2s,)) und s?(x,):=— (YZ, fir 2, €Z 
geniigen nach Voraussetzung der Bedingung (T), wobei zusatzlich gilt: 
2 Pty 2) = o((M}, M,))<oo fir (J—1)2%<2, 51-2", 
= i (24, 2%) S o((M,, Mi))<co fir (J—1)2%<a2,< 1-2". 


2. Nach [4.1] existiert also ein MaB »* auf R* : = RT x RZ mit 


_ (3) y"(A) < 0(A) firalle AER" 
(4) wm ((X,; My) = »,(X,), »*((M,, Xq)) = »,(X,) fiir alle X; €R}. 
Wegen (3) existieren R"-meBbare Funktionen /* mit 
(5) O0</*s1 und WA) = 1 P Se fir alle AER". 


Die erste Beziehung erméglicht es, auf die Funktionen 7, ah, ats * {" € Z(e) 


fiir feste 1,€Z das oben angegebene Kompaktheitekriterium anzuwenden; 
nach dem Cantorschen Diagonalverfahren l48t sich dann eine Teilfolge /™ 
finden, die auf jeder der Mengen (M!, M}) schwach gegen eine R-meBbare 
Funktion Kaas, a's) * f € #(oe) konvergiert. Fir die Funktion jf gilt also ins- 
besondere : 


(6) [idoe>ffdo fir A¢(M, M)8. 
A A 
3. »(A):= { f do erfillt nun die Forderungen. 
A 
Zunichst folgt aus (5) und (6) fir A ¢ (M?, M%)& stets: 
Oslim ff"dg=v(A)=lim f f"de< e(A), 
ko A kw A 
d. h, »|& ist ein MaB mit »(A) < (A) fir alle A ER. 


Da die o-Kérper 8? eine aufsteigende Folge bilden, gilt ferner fir eine 
Menge X, € MR} wegen (4)—(6): 


i w™((X,, M})) =», (X,) fir n2n, 


v"*((X,, Mj) > »((X,, Mj) fir ko. 
Die Reihen re y"*((X,, M})) werden dabei gleichmaBig von der konvergenten 
Reihe oath, M})) majorisiert, so daB also 
»((X,, M,))=»,(X,) far X,€ M}R; ° 
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Diese Gleichung gilt damit fiir jede Menge X, €R} und daher allgemein auf 
dem Mengenkérper R?:= 5” 8}. Die beiden MaBe stimmen dann auch auf 
Zz 


dem o-Kérper ?&? = &, iiberein; denn wegen (R) I gilt: 
vy, (X,) s o((X,, M,)) ad v,(M,) = 0, (X;) fiir alle XxX, ER, , 


so daB »,|&, eine normale Zerlegung in &? besitzt. 

Da Entsprechendes fiir i = 2 gilt, besitzt das MaB »|R also alle geforderten 
Eigenschaften. J 

In leichter Verscharfung von [4.2] laBt sich zeigen: 

Satz 4.3. Die Behauptung von [4.2] gilt auch, falls statt der o-Kérper &, die 
Mafe 0;|&, als separabel vorausgesetzt werden. 

Beweis. 1. Es sei {X}: n € Z} eine abzahlbare dichte Gesamtheit zu 9, |. 
Mit dem separablen o-Kérper 9, := ®{X}: n € Z} c &, gilt dann: 
(7) Zu X, €R, existiert Y,; € H, mit o,(X, + Y,)) =0. 


Ist zunichst o,;(X,) < co, so existieren nach Voraussetzung Mengen Y?" ¢ 9, 
mit 0,(X, + Y7*) < 2-™; wegen 


X,+ lim ¥?c lim(X,;+ ¥")c J’ (X,+ YP") faralle 1¢Z 
m>l 


m—> co m-—> 


gilt mit Y,:= lim Y? € 9, also: 


m— co 


o(X,t+ Y¥)s DY o(X:t Y< JY 2-*-0 fir loo. 
m>tl m>t 


Ist daher X,; €R, beliebig und M,; = 3? M? eine normale Zerlegung zu 9,|8,, 
Zz 
so existieren Mengen Y?¢€9, mit o0,(X,;M?+ Y?)=0; das fihrt wegen 
xX,=) X,;M? mit Y,:= >" Y? € 9, zu: 
Zz Zz 
o(X,+ Y)s a (2 (X,M} + 7M) =0. 


2. Nach [4.2] existiert ein MaB v auf 9 := 9, x H, mit 
(8) v(A) S o(A) firalle ACH 
(9) v((X,, M,)) = »,(X,), v((M,, X_)) = »,(X,) fiir alle X, €H,. 
Wegen (8) laBt sich — mittels einer Integraldarstellung — die Definition von » 
auf R ausdehnen, ohne diese Ungleichung zu verletzen. Fir X, €8, gilt dann 
mit einer nach (7) zugeordneten Menge Y, € 9, zunachst: 
»((X, + ¥y, My) S o((X, + Vy, M,)) = 0 
und wegen (R) I: 
»,(X, + Y;) S o((X, + Y,, M,)) + »,(M,) = 0; 
daraus folgt wegen (9): 
v((X,, M,)) = »((%}, M;)) = %(¥,) = »,(X,). 


Math. Ann. 144 23 
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Da Entsprechendes fiir i = 2 gilt, tibertragen sich also auch die beiden Glei- 
chungen auf &,. a 

Auf weitere Verallgemeinerungen, die keinerlei Separabilitat verlangen, 
wird hier verzichtet. 


§ 5. Der Beweis des Hauptsatzes 
Nun sei wieder (M, 8, u) der Produktraum zweier MaBraume (M,, R;, ;). 
Vor Anwendung der Ergebnisse aus § 4 auf das Hauptproblem empfiehlt 
sich eine einfache Bezeichnung fiir die Funktionen g¢€.@(u) mit ju,-fast 
endlichen Marginal-Funktionen [g; 4,], fir die also F,[u] eine Teilmenge von 
A [2] ist. 
Definition. 
Lu _) d uy < 00 p,-fast 
reas deny LI _) d uy, < 00 y-fast 
Y (mu) enthalt insbesondere alle Funktionen g € @(u) mit fg dp < co. 
M 


Mit Hilfe von [4.2] laBt sich jetzt der folgende Hauptsatz beweisen: 
Satz 5.1. (M,8&, yu) sei der Produktraum zweier normaler Mafriume 
(M,,&;, u;) und g € Y(u) eine feste Funktion. Dann gilt: 


F (uw) = {hy fe) €-# [4]: (@}, 

d. h. eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer Funktion 
f €M(u) mit fs g und [f; u;] = (fy, fe) ist neben (f,, f,) € M[u] das Bestehen 
der Ungleichungen 

phen = f [ode t J hedos 

(X. 
‘Tham < we gap + f{hdm 
x, 


Beweis. 1. Die Notutndigheli der Bedingung (G) wurde bereits in § 2 
gezeigt. F,[u] C [py] ist eine Folge von g € F(z). 

2. Es seien nun umgekehrt die angegebenen Bedingungen erfillt. 

Da yu |R bereits im Mengenkérper G : = *{(X,, X,): X,; €&;} eine normale 
Zerlegung besitzt, lat sich auf Mengen A € 9G = R der zu Beginn angegebene 
Approximationssatz anwenden. 

Zu jedem n € Z und zu jeder rationalen Zahl r > 0 existieren daher Mengen 
XP,” ER, mit 


(AT, XB") >{g sr} und u (2 (ate, XE") - os "}) < <2; 


fiir alle X, ER; . 


mez 
fir A,:= JT S* (Xi, XB") gilt also: 
neZ mez 
A,={gsr}+N, mit N,€R und pz(N,)=0 
Ebenso existicren zuder NullmengeN:= 3” N,€R Mengen Xf," €R, mit 
r>0 rational 


Ag:= IT SY (Xi, XFS) DN und p(y) =0 
neZ mez 








mes we 3 ot 
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3. Wird nun die Funktion g’ := 77,-g definiert, so gilt {g’ + g} C Ay und 
{g' < r} = A, + {g < 1} fiir rationales r > 0, d. h. 
Osg sg und u({g'+9})=9, 
‘fy’ <r} =A, +A, fir rationales r>0. 
Ist ferner M; = 3’ M? eine normale Zerlegung zu y;|R, und Xj := {f; < r} fir 
Zz 


(10) 


.alle rationalen Zahlen r, so ist 
9, := 3({ MP: n €Z} + { XT: r rational} + {X™%": m,n €Z,r = 0 rational}) 
ein in R, enthaltener separabler o-Kérper. Da die rationalen Zahlen .dicht 
liegen, sind die Funktionen /; dann $,-meBbar sowie die Funktion g’ wegen (10) 
§-meBbar mit §:= 9, x $c R. 
4. Nach Voraussetzung geniigen die MaBe 
0(A) = J g du fir AEH und »,(X,) a? du, fir X,€9, 
‘ 


wegen (10) der Bedingung (R). Da die Marginal-Funktionen zu g’ wegen 
Teil 3 $,-meBbar und wegen g’ = g € Y(u) auch y,-fast endlich sind, sowie 
in 9, eine normale Zerlegung zu y,|R;, existiert, ist auBerdem die in [4.2] 
geforderte Voraussetzung beziiglich der MaBe 9, erfiillt. 

5. Es existiert also ein MaB v|$ mit 
(11) v(A) S o(A) firalle ACH 
(12) v((X,, M,)) = »,(X,), »((M,, X_)) = »,(X,) firalle X,€H,. 
Wegen (11) und der Normalitaét des MaBraumes (M, 9; 0) existiert daher nach 


dem Satz von Radon-Nikodym eine $-meSbare Funktion h mit 0 < h <1 
derart, daB 


v(A)=fhdo=fhg'dy firalle ACH. 
A A 


Wegen 9 Cc & ist die Funktion f:= hg’ auch R-meBbar und wegen (10) gilt 
0< fs g. Ferner ergibt (12): 


f (J f(,, X2) dus) du, = v((X,, M,)) = »,(X,) ws f,dpy, firalle X,€9,. 


1 


Da die beiden Integranden ,-meBbar sind, folgt daraus: 
i f(%,, Zp) dg = f, (2) py-fast , 


und eine entsprechende Gleichung gilt bei Vertauschung von 1 und 2. 
Die Funktion f besitzt also alle geforderten Eigenschaften. al 
DaB die vorhandene Lésung f ¢ .#(u) nicht notwendig eindeutig ist, zeigt 
das folgende einfache Beispiel. 
Es sei M,:= {0, 1}, R:= {X,: X,c Mj}, w(X):=— ZY 1 far i = 1, 2. Ist 
x 


dann g;= 1 € Y(u) und f,;:= 1 €.#(u), so wird durch | “i 


fir 0 = # S 1 stets eine Lésung definiert. 
23* 
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Allgemein ist ohne weiteres einzusehen, daB die Gesamtheit 


{f €4(u):f so. fs wl =U wad} 


fiir jede Funktion / €.#(u) eine konvexe und abgeschlossene Teilmenge von 
{f' €-M(u):f’ < g} darstellt. 

In Verscharfung des Hauptsatzes laBt sich zeigen, daB punktweise Uberein- 
stimmung der Marginal-Funktionen mit den Funktionen f, erreichbar ist, 
sobald diese stets unterhalb der durch g gesetzten Grenze liegen. 

Genauer gilt: 

Satz 5.2. Es seien die Voraussetzungen von [5.1] gegeben. Erfiillen dann die 
Funktionen {,; €  (u,) fiir x, € M, und X; €R, stets 


fy (%) Sf a @,)dqu, und phim S 9:(X15 95 fa)» 
fa (22) S [ole %)du, und ffedms S 2(Xai95 hh), 
so existiert eine Funktion { € A () mit f < g derart, dap 
ff %q)Opg=f,(%,) firalle x, €M,, 
af fp 29) dt = fal) fiir alle x,€M,. 


Beweis. Da nach [2.3] die Bedingung (G) erfiillt ist, existiert nach [5.1] 
eine Funktion /° € .@(u) mit {° < g derart, daB 


Pia %)du,g=f,(x,) fir 2,¢N, ER, mit p,(N,)=0, 
i f°( xy, %q) 4, = fa(aq) fir 2,¢N,ER, mit p,(N,)=0. 
Nach [1.2] existieren ferner Funktionen /', f? € @(u) mit 


Ps xyamy'9> PS xonry'9 
derart, daB 2 
J f(x, %_) dg = XN," f,(z,) firalle 2, ¢€M,, 


[Plt 4) d tn = te, * fale) fir alle 2, ¢M,. 


Die Funktion 
f= 4,8) f° + me f*€ A (pu) 


ist dann geeignet; denn es gilt f < g, und die Richtigkeit der Integralbezie- 
hungen fir alle z, € M, folgt aus den Gleichungen 


Jf (ay, %) dps = f f(x, 2,)du, fir i=1,2. 4 
M; Ny, 
In diesem Zusammenhang liegt die Frage nahe, welche Paare (f,, f,) sich 
ergeben, falls die Forderung 0 < { Sg ersetzt wird durch die Forderung 
g < f < g’, wobei nun g’, g* € (4) vorauszusetzen ist. 
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Dieses Problem 148t sich auf das im Hauptsatz geléste zuriickfiihren : 

Satz 5.3. (M,8, yu) sei der Produktraum zweier normaler Mafriume 
(M,, &;, us); GF S g* seien zwei Funktionen aus L(u). Dann ergeben sich in der 
Gestalt fle _)d Uy, of Me %_)dy,) mit fEL(u) und g <f <g* genau 


jene Pi sare (fy fe) €(F (un) 2 (uq)), die den folgenden Ungleichungen geniigen: 
{hams ( J Pdp- fg du) + ftedms 


(X,,X3) (%, 
fhidms ( f @dp- f Pdu)+ {ham 


X,,X,) (%,,2,) 


fiir alle X,€8R,. 


cause In der angegebenen Gestalt ergeben sich genau jene Paare 
( {9° (a #2) diy fg (1 %2) dm) + (fis M2) 
M, M, 


fiir die (fj, fz) = [f'; 4,] mit f’ € (mu) und f’ S g’:=9* — g € G(u). 
Einsetzen der Funktionen g’ und 


fi (a) >= fy (%) — G9 (21, Xp) d Hg, f2(%g) >= fg(%e) = | G(X, %_) dy 


in (G) gemaB [5.1] fiihrt durch einfache Umformung zur Behauptung. a 
Da die Integrale J f(2,, 2) du, hier nur auBerhalb geeigneter Nullmengen 


definiert sind, ist selbstverstindlich i im allgemeinen keine punktweise Uberein- 
stim mung erzielbar. 


§ 6. N-fache Produktriume 

Zum AbschluB wird im folgenden kurz auf jene Probleme eingegangen, die 
sich beim Versuch ergeben, den Hauptsatz auf den Produktraum (M, 8, x) 
von » MaBraumen (M,,8,, 4;) zu verallgemeinern. Zur Vereinfachung der 
Schreibweise sei dabei (M ‘ R,, fi;) der Produktraum der MaBraume (M,, R,, 4;) 
mit 1+ i. 

Hier handelt es sich also um die Frage, wann zu einer Funktion g € 4 () 
und zu » Funktionen /,; €.#(,) eine Funktion f €.@(u) mit f < g existiert 
derart, daB 


SL bay + +5 Gn) d fig = f(s) pwefast fir i=1,...,n. 
M 


Wird dabei { g du < co vorausgesetzt, so liegt — ausgehend von [2.2] — die 
M . 
Vermutung nahe, dies sei gleichwertig mit den folgenden Bedingungen: 
ERAS: <7 f Ind tn =: Y> 


y= f etei® Ef han fir alle X,€8R,;. 
7 eX) lsisn 


Das gilt jedoch nur zum Teil: 
Satz 6.1. (M, R, u) sei der Produktrawm der normalen Mafraume (M,,8;, 4;) 
(¢=1,...,m) und g€ L(y) eine nicht-negative Funktion. Obenstehende Be- 
23a 
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dingungen sind dann notwendig, jedoch nicht hinreichend dafiir, daB zu n Funk- 
tionen f{, € L(u,) eine Funktion f € #(u) mit 0 < f S g existiert derart, dap 


Jie: ++) %q) d fi; = f,(%,) wefast fiir t=1,...,n. 


Beweis. 1. Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt sofort aus den beiden 
Relationen 


Siedp,=Sffdp far out, ....8, 
M; M 
MC(Xp--:;Xa)+ 3S” (My... Mey Xp Migy-.., My) fiir alle X,;€8,. 
l1sisn 
2. DaB die Bedingungen jedoch nicht hinreichen, ist aus dem folgenden 
Gegenbeispiel fiir n = 3 ersichtlich: 
M,:= {1, 2}, 8 := {X,: X,c My}, uw (X):= 2 1; 
Xi 


9(X, %q, %):= 1+ DY 2, (mod2),f,(z):=—2, fir t=1,2,3. 


1sis3 
Hier ist y = 3, also zunachst die folgende Ungleichung nachzuweisen: 
(13) 3S f gdpt+ adh du, firalle X,c M,. 
(X,,X3,X3) 1sis3 


Ist insbesondere X, = M3, so ist demnach zu zeigen: 
3s J 1 d(4 X fz) + oe a 
(X,,X;) i=1,2 
diese Ungleichung ist fiir alle Paare X,, X, erfiillt, da das zugehérige ,,zwei- 
dimensionale“‘ Problem (mit g = 1) die Raene f (21, %_):= 7 ime — 1 besitzt. 


Da die Definition der Funktionen g und f; in i symmetriech | ist, 14Bt sich also 
beim Nachweis von (13) stets X,;+ M, — und 7 f,du; = 1 — voraus- 


i 
setzen ; das ergibt die allgemeine Richtigkeit der Ungleichung. 
Es werde nun angenommen, die Funktion / sei eine Lésung des Problems. 
Aus den Gleichungen 
L9(% %y %)d fi; =2—f,(x,) fir x, =2 (¢ = 1, 2, 3) 
M 
folgt dann f(x,, 22, %3) = 9(2,, %,, Zs) fiir (x,, 22, 73) + (1, 1, 1), so daB wegen 
g(1, 1, 1) = 0 notwendigerweise f = g und damit 


SL ty Xe» Xs) d fig = 2+ f(xy) fir 2,=1 (¢ = 1, 2,3). 
M; 
Die Annahme fihrt also zu einem Widerspruch. al 
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Riemannsche Hebbarkeitssiatze fiir Cohomologieklassen 
Von 
GUNTER ScHEJA in Minster (Westfalen) 


Einleitung 


Auf der Cauchyschen Integraldarstellung fiir holomorphe Funktionen 
beruht bekanntlich der 2. Riemannsche Hebbarkeitssatz: Eine auBerhalb einer 
héchstens (nm — 2)-dimensionalen analytischen Menge in einem komplexen 
Zahlenraum €" gegebene holomorphe Funktion ist stets eindeutig iiber diese 
Menge hinweg (holomorph) fortsetzbar. Beispielsweise lassen sich alle holo- 
morphen Funktionen aus dem Gebiet C* — {0} in den ganzen C?* fortsetzen ; 
der Beweis ergibt sich sofort aus der Cauchyschen Integraldarstellung fiir 
holomorphe Funktionen im Produktgebiet (C' — {0}) x (C! — {0}). 

Ein Satz von H. Cartan aus dem Jahre 1938 ({2]) nennt ein — nicht sofort 
als solches erkennbares — Analogon dieses Hebbarkeitssatzes im C*: Alle 
Cousin-I-Verteilungen des Gebietes C* — {0} lassen sich eindeutig in den 
ganzen (* fortsetzen; wesentlicher Bestandteil des Beweises ist wieder die 
Cauchysche Integraldarstellung fiir holomorphe Funktionen im Produktgebiet 
(C* — {0})*, bzw. deren Laurent-Entwicklung. Das Ergebnis dieser Arbeit ist 
eine dieses Analogon sinnvoll einordnende Verallgemeinerung des Riemann- 
schen Hebbarkeitssatzes. Es laBt sich von vorneherein nur in der Sprache der 
von H. Cartan begriindeten analytischen Cohomologietheorie (siehe etwa [3], 
1953) formulieren und mége deshalb hier nur kurz angedeutet werden: 

Besteht die abgeschlossene Teilmenge A des Gebietes G im (" aus Stiicken 
héchstens (n — 2)-dimensionaler analytischer Mengen, dann bedeutet der 
klassische 2. Riemannsche Hebbarkeitssatz nichts anderes, als daB die natiir- 
liche Beschrankungsabbildung 

H*(G, ©) + H®(G — A, ©) 


fiir p = 0 bijektiv ist (dabei ist mit © die Garbe der holomorphen Funktions- 
elemente in G bezeichnet, die einfachste nichttriviale Koeffizientengarbe der 
analytischen Cohomologietheorie). Es gilt nun: Besteht A aus Stiicken 
héchstens (nm — 3)-dimensionaler analytischer Mengen, dann ist die genannte 
Beschrankungsabbildung neben p = 0 auch fiir p = | bijektiv, usw. 

Ein Beweis dieser Satze findet sich in Abschnitt 3 der nachfolgenden Aus- 
fiihrungen, dem eine kurze Hilfsbetrachtung iiber Cohomologiegruppen (Ab- 
schnitt 1) und der auf der Cauchyschen Integraldarstellung fuBende Beweis 
eines Kontinuitatssatzes fiir Cohomologieklassen (Abschnitt 2) vorausgehen. 
In den beiden letzten Abschnitten werden dann die neuen Hebbarkeitssatze 
auf Cohomologieklassen zu beliebigen kohaérenten analytischen Kveffizienten- 
garben in abstrakten komplex-analytischen Raumen iibertragen. 
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Die Ergebnisse wurden in einer Comptes-Rendus-Nove [11] angekiindigt ; 
in dieser Note wurden auch einige Folgerungen aus den «l'gemeinen Riemann- 
schen Hebbarkeitssatzen fiir den Beweis einiger Sétze von K. Oka, W. Rortu- 
STEIN, W. THrmM und SH. ABHYANKAR angegeben'). Beispielsweise bedeutet 
die Fortsetzung von 2’ ‘G — A, ©) nach G, falls A lokel héchstens (n — 3)- 
dimensional ist, daB sich alle Cousin-I-Verteilungen und Ccus‘n-II-Verteilungen 
von G — A nach G fortsetzen lassen; W. RoTHsTErn bewies m:t anderen Mitteln 
1950 in [10] u.a. diese Erweiterung des anfangs angefiihrten Cartanschen 
Satzes, als das Prinzip des Beweises von H.CarTan wegen der noch aus- 
stehenden analytischen Cohomologietheorie nicht unmittelbar verallgemeine- 
rungsfahig erschien. 

Es sei noch erwahnt, daB die Hebbarkeitssatze in naher Beziehung stehen 
zu Saétzen von H. Gravert und A. ANpREoTTI iiber Fortsetzungen von 
Cohomologieklassen unter geeigneten Konvexitats-Voraussetzungen?). Als ich 
Herrn Professor GRAUERT von den Hebbarkeitssatzen berichtete, stellte sich 
heraus, daB diese Satze in den Fallen unschwer aus [6], § 4, herleitbar sind, 
in denen die Hindernismengen kompakt sind. Viele spezifische Anwendungen 
der Hebbarkeitssatze (siehe [11]) erfordern allerdings gerade die Fortsetzung 
tiber analytische Mengen in K-vollstandigen Raumen, deren kompakte analy- 
tische Teilmengen nur aus isolierten Punkten bestehen. 


1. Hilfsiiberlegungen aus der Cohomologietheorie 

Fiir eine Koeffizientengarbe © abelscher Gruppen tiber dem topologischen 
Raum X sind die Cohomolowiegruppen H”(X, G), p = 0, wohldefiniert; man 
erhalt sie, indem man © durch eine exakte Sequenz 

0—-6 —-B,—"- W, aie 
mit welken Garben %, in genau festgelegter Weise auflést (kanonische Auf- 
lésung von G) und die Cohomologiegruppen des von der Sequenz induzierten 
formalen Komplexes 
0+ I'(X, By) > P(X, B,)>-- 

der globalen Schnittflachengruppen bildet. Fiir die Cohomologietheorie, die 
man hiervon ausgehend erhilt, sei generell auf GopEMENT [5] verwiesen. 

Beschrankt man die Auflésung von © auf einen offenen Unterraum U von X, 
dann erhalt man eine exakte Sequenz 

0+ G(U) + 2, (U) > B,(U) >--- 
mit ‘welken Garben %,(U), die in natiirlicher Weise zur kanonischen Auf- 
lésung von G(U) isomorph ist ; beziiglich dieser natiirlichen Isomorphie kénnen 
wir also die Cohomologiegruppen des formalen Komplexes 
0+ F'(U, B,) + PU, B,) >--- 

als die Cohomologiegruppen H”(U, G(U)) ansehen. Ferner sei die Beschrankung 
G(U) von © auf U nicht-immer eigens aufgefiihrt, wenn dies zu keinen MiB- 
verstandnissen fiihrt: Beispielsweise schreiben wir kurz H’(U,G) statt 


1) Eine genauere Ausfiihrung dieser Anwefidungen erscheint im Archiv der Mathematik. 
*) Angekiindigt in Gravert [6]. 
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H*(U, ©(U)). Bemerken wir noch, daB die einfache Beschrankung von 
I'(X,@,) auf ’(U,W,) den natirlichen Beschrankungs-Homomorphismus 


H*?(X, ©) > H»(U, G) 
definiert, p => 0. 

Zur Berechnung einzelner Cohomologiegruppen oder -klassen verwendet 
man oft zweckmaBig Cechsche Cohomologiegruppen beziiglich Uberdeckungen 
von X; hierzu sei neben [5] auch auf Serre [12] verwiesen. 

Sei @={U;,:i€I} eine (offene) Uberdeckung von X; die Cechschen 
Cokettengruppen C’(%, G) sind dann wohldefiniert und bilden mit der natiir- 
lichen Corandoperation den formalen Komplex 


0—+ 0%(%, 6) “+ C14, 6) "+--+ 


der die Cohomologiegruppen H”(W, G) definiert. Wie man weiB, gibt es einen 
natiirlichen Homomorphismus 


A?: H*(U, ©) > H’(X, G), 


der in bestimmten Fallen bijektiv ist (sog. Leraysches Lemma, siehe [5], cor. 
du th. IT, 5.4.1) und damit eine Berechnung von H?(X, G) durch die Gruppe 
H”?(%, G) gestattet, mit der man bei geeigneter Wahl von @ etwas von der 
geometrischen Gestalt von X erfaBt hat. 

Die Voraussetzungen des Lerayschen Lemmas sind jedoch fiir manche 
Zwecke zu summarisch ; daher sollen in diesem Abschnitt einige Verscharfungen 
dieses Lemmas zusammengestellt werden. Zunachst sei die Konstruktion der 
Abbildung 4” besprochen. Man hat das natiirliche kommutative Spektral- 
diagramm 


, 


4 
“Pre ee 





C°(W, W,) "> C1(W, Ws) 


ir nt 
+ 


Cw, W,) "+ 01%, ®,) "> - - 
j | 


ire itt 


. 


mit den Corandhomomorphismen als horizontalen und den von den Garben- 
homomorphismen t, induzierten Homomorphismen als vertikalen Abbildungen. 
Die erste Zeilen-Sequenz enthalt offenbar den Unterkomplex {C’(@, G)} der- 
jenigen Elemente, die von {t}} auf Null abgebildet werden; und die erste 
Spalten-Sequenz enthalt den Unterkomplex {/"(X, W,)} derjenigen Elemente, 
die von {49} auf Null abgebildet werden. Samtliche Zeilensequenzen sind exakt, 
da H®(W, W) = 0 fiir p = 1 bei jeder welken Garbe W (siehe [5], th. IT, 5.2.3). 
Dies setzt uns in Stand, den Homomorphismus A” zu definieren. 2° ist nichts 
anderes als die natiirliche Isomorphie H°(¥, G) = ['(X, G); sei daher p = 1. 
Sei [/] eine Klasse aus H°{W, G); wegen 62‘) = 0 gibt es ein g, € C’-'(W, W,) 
mit d3~'(g,) =f; sei gg:= 1) '(g,); es gilt t?-"(gg) = t2-* 1) -"(g,) = 0 und 
OF" (gg) = OP-' 28" (g,) = THOR" (g,) = 18 (f) = 0. Man fiihrt diesen ProzeB 
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(bei p > 2) weiter und erhalt so auf einem diagonalen Treppenzug durch das 
Diagramm auf natiirliche Weise ein f’ € C°(%, W,) mit r9 (f’) = 0 und 69 (f’)=0. 
[f] kann nun als 4?([/]) die Klasse [f’] in H?(X, G) zugeordnet woe. Wie 
man leicht sieht, ist A? eine wohldefinierte Abbildung und ein Homomorphismus. 

Man verifiziert sofort das 

Lemma Ly: A° ist stets bijektiv, 2} ist stets injektiv. 

Hat man die Exaktheit an den Stellen (p, 0), . . ., (1, p — 1) des Diagramms, 
wo die ersten Komponenten der Zahlenpaare die Zeilenzahl und die zweiten 
Komponenten die Spaltenzahl angeben, so kann offenbar die Umkehrung zu 
A” gefunden werden. Ferner sieht man leicht, da8 unter derselben Voraus- 
setzung auch A” +! injektiv ist. Die vertikale Exaktheit an einer Stelle (p— q,q) 
bedeutet aber, daB jede Schnittfliche s in W,_, tiber einer Tragermenge 
Ui,.4g= Ui... AU; mit t,_,(8)=0 das t,_,_,-Bild einer Schnitt- 
flache in ,_,_, tiber U;,, | ;, ist. Dies gilt jedenfalls bei H?-*(U; ©)=0. 
Daher gilt das 

Lemma L,, p 2 1: Gilt H?-*(U;,___;,, G) = 0 fiir jedes q-Simplezx Cig, ...,i,) 
und fiir jedes q mit 0 < q < p — 1, dann ist A” bijektiv und A” + injektiv. 

Die Bedingung, daB ein a € H?(X,G) in allen H?(U;,G) durch Be- 
schrankung die Null ergibt, geniigt offenbar, die Bedingung H?(U,, G) = 0 
aus Lemma L, zu ersetzen, wenn es nur darum geht, ob a zum A?-Bild gehért. 
Daher gilt: 

Lemma L3, p2>1: a € H?(X, G) mége bei Beschriinkung nach H”(U,, G) 
das Nullelement ergeben fiir jedes i€I; im Falle p=2 mége auferdem 
H?-*(U;,_ ;,,G)=0 gelten fiir jedes q-Simplex ig,..., ig) und fiir jedes q 
mitl < qs p— 1. Dann gehért « zum Bild des Homomorphismus A. 

Noch eine Bemerkung zu den Beschrankungsabbildungen: Sei *X ein 
offener Unterraum von X; sei *¥@ die Beschrankung {U,;~\ *X:i € I} von W 
auf *X. Dann hat man eine natiirliche Beschrinkung H?(¥, G) > H?(*&, G) 
und, wie unschwer zu sehen ist, das kommutative Diagramm 


O+--tg? 


H»(&, ©) —~> H?(*%, G) 
la» |e 


+ 
H?(X, ©) —— H*(*X, G) 


2. Ein Kontinuititssatz fiir Cohomologieklassen 


Den einfachsten Fall der analytischen Cohomologietheorie hat man in 
einem Bereich X eines komplexen Zahlenraumes €" (Bereich: offener Unter- 
raum). Die Garbe der Keime holomorpher Funktionen in X sei mit © be- 
zeichnet; ©-Garben abelscher Gruppen heifen analytische Garben. Fir 
koharente analytische Garben (vgl. hierzu Cartan [3] und SERRE [12]) G in X 
hat man den als Theorem B schlechthin bekannten fundamentalen Verheftungs- 
satz von H. Cartan: H’(X, G) = 0 fiir p = 1, wenn X ein Holomorphiegebiet 
ist. Es ist von Bedeutung zu wissen, in welchen anderen. Gebieten analytische 
Cohomologiegruppen noch verschwinden. In unserem Fall benétigen wir den 
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folgenden Satz, der bekannten Kontinuitatssatzen fiir Funktionen und Cousin- 
Verteilungen (W. RoTusTErn) entspricht: 

Hilfssatz: Es seien G, der Einheitspolyzylinder {\z,)<1:»=1,...,n} 
im ©", n= 3, und G, der Polyzylinder {\z,| <2} \ Gy,0<e< 1. Fiir das 
Gebiet G:= G, U (Gy — {zg =. . . = Z_ = 0}), 3 S mS 4, gilt dann: 


H*(G,0)=0 fir p=1,...,m-2. 


Beweis: Sei U,:= G, und U;:= G, — {z, = 0} fiir i= 2,..., m; dann ist 
U :={U,:i=1,..., m} eine Uberdeckung von G mit Holomorphiegebieten. 
Durchschnitte von Holomorphiegebieten sind wieder Holomorphiegebiete ; 
Theorem B besagt daher, daB W eine Leraysche Uberdeckung von G fiir die 
Garbe 0 ist, d, h. daB H®(X, ©) isomorph zur Cechschen Cohomologiegruppe 
H?(%, ©) beziiglich der Uberdeckung @ ist. Es geniigt daher, H?(W, 0) = 0 
nachzuweisen. 

Mit U wollen wir kurz die Menge U, = U, \ Ug... U,», bezeichnen. 
Samtliche holomorphen Funktionen, die zu einem Cozyklus aus C”(%, 0) 
gehéren, sind jedenfalls in U holomorph. Fiir eine in U holomorphe Funktion / 
gibt es in naheliegender Weise eine Cauchysche Integraldarstellung in Teil- 
gebieten von U, deren Bestimmungsflachen Produkte von Kreislinien k, nahé 
bet 0 und X,, nahe bei e in den einzelnen Veranderlichen 2g, . . ., z,, sind. f stellt 
sich dar als Summe von Integralen iiber die Komponenten der Bestimmungs- 
flache (Laurent-Trennung) ; den Summanden, der sich durch Integration iiber 
das Produkt der Kreise k, in den Veranderlichen jg, . . ., u, und der Kreise K,, 
in den tibrigen Veranderlichen ergibt, wollen wir mit Cy,(/) bezeichnen, wobei 
M := {ulg,..., u-}. Wird nur tiber das Produkt der.Kreise K,,..., K,, inte- 
griert, dann nennen wir die erhaltene Funktion C,,(f/) mit M = 9. Offenbar 
stellt Cy, fiir jedes der angegebenen M einen Endomorphismus‘von J"(U, ©) dar. 

Nun betrachten wir das Bild von /;,__;, unter Cy, wo f;,;, in Uj, 4, 2U 
holomorph ist und p der Einschrankung 1 < p < m — 2 des Satzes unterliegt 
Es gilt zunachst: 

(a) Kommt ein i in M, aber nicht in {ip,...,i,} vor, dann gilt: Cyy(f;,__;,) = 0. 
Denn in diesem Fall wird bei Cy iiber den Kreis k, integriert, in dessen Innern 
fi,...4, holomorph ist. Wegen 1 + p < m folgt aus (a) sofort: 

(B) Cy (fi,...:,) = 0 fir M = {2, ..., m}. 

Sodann ist fiir uns wichtig: 

(y) Cur(fi,...1,) ist in Uj, ;, holomorph. 

Wegen («) kénnen wir gleich M ¢ {i,,. . ., i,} annehmen. Fiir M = {y,..., u,} 
ist Cy(fi,...;,) offenbar in U,7 U,,.,, holomorph; fir M=9 ist 
Cy(fi,...:,) in U, holomorph. Gehért 1 nicht zu {ig,..., i,}, dann lassen sich 
offenbar die X,, bei 1 statt bei e wahlen, und es gilt: Cy(f;,__;,) ist in U,, > ,, 
bzw. sogar in G, holomorph. Hieraus resultiert: Cy(/;,___;,) ist sicher in Uj, ;, 
holomorph. q. e.d. Ferner hat man unmittelbar: 

(6) Fir ein i mit i+ 1, i t M gilt: Cu (fii,...i,) ist in U,,...i, holomorph. 

Nach (y) induzieren die Cy Endomorphismen von C?(%, ©). Ihre Summe 
ist. gleich der Identitaét. Es geniigt daher zu zeigen, daB C,,(f) ein Corand ist, 
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wenn / einen Cozyklus aus C?(%, 0) darstellt. Wegen (8) kénnen wir uns auf 
den Fall beschrinken, daB es ein i mit i + 1, i ¢ M gibt. Nach (6) kénnen wir 
dann eine (p — 1)-Cokette g folgendermaBen definieren: 

Giy...ip-s = Cur (fis,...i5) - 
Wir verifizieren 6?-1(g) = Cy, (f): 


P 
0" (9)... = 2, (—1)"%,...é5...%)- - 


P 
= cu 2 (- Ih...) 
= Cy(fi,...,) - 
Es sei noch bemerkt, daB die letzte Gleichheit wegen des Identitatssatzes fir 
holomorphe Funktionen statthat. 
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 


3. Hebbarkeitssitze fiir freie Koeffizientengarben 


Es sei im folgenden X stets ein Bereich (d. h. ein offener Unterraum) im 
n-dimensionalen Zahlenraum €*. Koharente analytische Garben G in X, deren 
Halme G, entweder frei tiber 0, oder trivial sind (x € X), heiBen kurz freie 
Garben. Ist G eine freie Garbe in X, dann besitzt jeder Punkt x € X offenbar 
eine Umgebung U,, so daB G(U,) isomorph zur Nuflgarbe oder isomorph zu 
einer Garbe 0*(U,) ist, q = q(x). Freie Garben sind beispielsweise die direkten 
Summen 0, g = 1, selbst. In diesem ganzen Abschnitt sei mit © stets eine 
freie Garbe in X bezeichnet. 

Cohomologieklassen sollen tiber Triimmer analytischer Mengen von X; 
d.h. tiber analytisch-diinne Mengen in X hinweg fortgesetzt werden. Im 
weiteren Sinne des Wortes kann jede abgeschlossene Teilmenge A von X als 
analytisch-diinne Menge angesehen werden. Die kleinste der Zahlen d,, fiir die 
es eine Umgebung U, von z in X gibt, so daB Ar U, in einer analytischen 
Menge B, in U, der Dimension d, enthalten ist, heiBt die Dimension dim, A 
der abgeschlossenen Menge A im Punkte x. n — dim, A wird als Codimension 
codim,A von A im Punkte z bezeichnet. sup dim, A und inf codim, A werden 


2eXx 2ex 

kurz mit dimA bzw. codimA bezeichnet. Abgeschlossene Mengen A mit 
codim A 2 1 liegen nirgends dicht in X und bilden genau die Mengen, die 
iiblicherweise analytisch-diinn genannt werden. In den folgenden Sitzen 
bezeichnet A stets eine abgeschlossene Menge. 

Es gilt nun: 

Satz 1: In jedem Punkte x€ A sei G, = 0 oder p < codim,A — 1. Dann 
ist die Beschrinkungsabbildung 

H?(X, ©) + H*(X — A, G) 


injektiv. 

Dieser Satz gibt ein Kriterium dafiir an, daB sich die Cohomologieklassen 
aus H?(X — A, G) héchstens auf eine Weise (also eindeutig) nach X fortsetzen 
lassen. Es gilt weiter: 
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Satz 2: In jedem Punkte x€ A sei G©,=0 oder p< codim,A — 1. Ein 
a € H?(X — A, G) mége sich in die Umgebung eines jeden Punktes von A fort- 
setzen lassen; dann gehért « zum Bild der Beschrinkungsabbildung H®(X, G) > 
+ H»®(X — A, G). . 

Unter der genannten Voraussetzung 1aBt sich also jede Cohomologieklasse 
a € H®(X — A, G) nach ganz X fortsetzen, wenn sie in die Umgebung eines 
jeden Punktes von A fortsetzbar ist, d. hh. wenn es zu jedem.z € A eine Um- 
gebung U, gibt, so daB « bei Beschrankung auf U,— A ein Element des 
Bildes von H*®(U,, G) + H?(U, — A, G)_ergibt, oder, was dasselbe ist, ein 
Element des Bildes von H?((X — A)U U.., G) + H*(X — A, G) ist. Sodann 
gibt es ein wichtiges hinreichendes Kriterium fiir die lokale Fortsetzbarkeit : 

Satz 3: In einem Punkte x, € A sei G,, = 0 oder p < codim,,A — 2. Dann 
ist jedes Element von H®(X — A, G) in eine Umgebung von 2, fortsetzbar. 

Die vorstehenden Satze ergeben unmittelbar das 

Korollar: In jedem Punkte x € A sei G, = 0 oder p = codim, A — 2. Dann 
ist die Beschrinkungsabbildung 


H?(X, G) > H®(X — A, G) 
bijektiv. 

Beweis der Sdtze: Wir fiihrén eine Induktion tiber p durch. Induktions- 
beginn : p= 0. Satz 1 bedeutet hier, daB sich die Schnittflaichen in freien 
Garben héchstens eindeutig iiber 4 fortsetzen; das braucht nur lokal nach- 
geprift zu werden, wo © nicht trivial ist; Tupel holomorpher Funktionen 
(Schnittflachen in Garben (*) setzen sich aber als stetige Abbildungen héchstens 
eindeutig iiber nirgendsdichte Mengen fort. Wegen der damit bewiesenen Ein- 
deutigkeit der Fortsetzung von Schnittflachen in G ist Satz 2 fir p = 0 evident. 
Satz 3 fiir p = 0 ist, wenn man von dem trivialen Fall G,, = 0 absieht, nichts 
anderes als der 2. Riemannsche Hebbarkeitssatz fiir Tupel holomorpher 
Funktionen in einer geniigend klein gewaihlten Umgebung von 2», in der man 
codim A = 2 hat. 

Sei also nun p = 1 und mégen die Satze 1, 2 und 3 gelten fiir alle natiir- 
lichen Zahlen, die kleiner als p sind. Zunaéchst hat man immer das folgende zur 
Verfiigung: Fir jede beliebige Uberdeckung W von X gilt, wenn *® die Be- 
schrankung {U, — A: i € I} von Wauf X — A bezeichnet: Die Beschriankungs- 
abbildung 

H?(&, G) + H?(*&%, G) 


ist bijektiv. Denn aus 1 < p < codim, A — 1 folgt codim,A 2 2, so daB man 
aus der Isomorphie zwischen J\(U — A, G) und I'(U, G) fiir jede offene 
Menge U in X folgert, daB im kommutativen Diagramm 


0>=1(@, 6) "> 0» (w, 6) ——+ C”+1(H, G) 


am | 


C°-1(#4, ©)“. C»(#4, ©) —" + Cr +1(*4, G) 
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die vertikalen Beschrankungshomomorphismen bijektiv sind, was unmittelbar 
die Behauptung ergibt. 

Das Beweisprinzip bei den Saétzen 1 und 2 ist nun das folgende: Man be- 
trachtet zu einer geeignet gewahlten Uberdeckung ¥ von X das kommutative 
Diagramm 

bijektiv 





H?(&#, ©) >> H? (*%, G) 
lew 
+ 
H»(X,G) H»(X — A,G) 


und bekommt die gewiinschten Informationen tiber H?(X, G) + H?(X— A, G) 
aus den Eigenschaften von 4? und *A?. 

Zu Satz 1: Wahit man & als eine Uberdeckung, deren Elemente Holo- 
morphiegebiete sind, dann ist 4? offenbar surjektiv und es geniigt, um 
H»(X, ©) > H?(X — A, G) als injektiv zu erweisen, den Beweis zu erbringen, 
daB *4? injektiv ist. Fir p = 1 ist dies die Aussage von Lemma Ly. Bei p = 2 
geniigt es nach Lemma L,_, weiter zu zeigen, daB H?-1-*(U;,_ ;, — A, ©)=0 
fiir jedes (i, ...,i,) und fiir jedes g mit 0 < q < p — 2. Nach Induktions- 
voraussetzung gilt: H?-1-9(U;, ;.— A, ©) = H?-'-*(U;,, ;,, G). Die 
letztere Gruppe verschwindet aber, da U;, ;, = U,™...- U;, ein Holo- 
morphiegebiet ist. Damit ist alles gezeigt. 

Zu Satz 2: Sei a € H®(X — A, G) lokal nach X fortsetzbar. Dann gibt es 
eine Uberdeckung ¥@ = {U;: i € I} von X mit Holomorphiegebieten, so daB « 
bei Beschrankung auf U; — A in das Nullelement von H?(U, — A, G) geht fiir 
jedes i. Die Induktionsvoraussetzung besagt nun gerade, daB Lemma L} auf « 
und *% = &% — A anwendbar ist, d. h. daB a zum Bild von *4” gehért. Das 
bedeutet aber, daB a zum Bild von H?(X, G) + H?(X — A, G) gehért. 

Zu Satz3: Sehen wir von dem trivialen Fall G,,= 0 ab; dann ist 
p <= codim,, A — 2 vorgegeben. Die Aussage von Satz 3 ist lokaler Art; daher 
kénnen wir annehmen, daB in ganz X gilt: p < codimA — 2 und daB A in 
einer analytischen Menge B in X liegt, fiir die gilt: codim B = codim A. Da die 
Codimension der analytisch-diinnen Mengen in X nach oben beschrankt ist, 
kénnen wir annehmen, daB Satz 3 fiir p und alle analytisch-diinnen Mengen A’ 
mit. codim A’ > codim A schon bewiesen ist. Insbesondere. kénnen wir dies 
voraussetzen fiir eine analytisch-diinne Menge C in X mit codimC > codim B, 
die alle nichtgewéhnlichen Punkte von B enthalt. Betrachten wir das kom- 
mutative Diagramm 

H»(X, ©) —— H»(X — A, G) 


3 
(5) xd (2) 


H?(X — C, ©) ——— H?(X — B, G) 
mit den Beschrankungsabbildungen (1), . . ., (5). Nach Satz 1 ist (2) injektiv. 
Wegen codimC > codimA ist (5) surjektiv. Kénnen wir also noch zeigen, 
daB (4) surjektiv ist, dann folgt aus dem Diagramm, daB (3), und endlich (1) 
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surjektiv ist. B hat nur gewéhnliche Punkte in X — C. Wegen Satz 2 geniigt 
es daher zu zeigen, daB Satz 3 fiir niederdimensionale Ebenenstiicke gilt. Nach 
der Definition der lokalen Fortsetzbarkeit hat man eine geeignete Umgebung U 
von x € A anzugeben, so daB H?(U — A, G) = 0 gilt. Wahit man U so klein, 
daB sich G(U) jedenfalls als ein 0*(U) darstellt, dann hat man wegen der 
Isomorphie H?(U — A, 0°) = (H®(U — A, ©))* nur noch zu_ zeigen: 
H*(U — A, 0) =0. Nach einer geeigneten Transformation hat man: U ist als 
Umgebung des Nullpunktes des ©" zu wahlen und A stellt sich dar als 


Z =... =Z_ = 0} mit p < m — 2. Sei U der Einheitspolyzylinder um den 
1 1 1 - 

Punkt (3, 0,...,0), U,:={,-gl<g}ou und V:= U,uU(U - 

— {zg =... = Zp», = O}). Offenbar gilt: V C U — A und V unterscheidet sich 


von U— A um eine (m — 1)-codimensionale analytisch-diinne Menge. Wir 
kénnen daher wegen p <= (m — 1) — 1 Satz 1 heranziehen und erhalten: Die 
Beschrankung H?(U — A, ©) + H®(V, ©) ist injektiv. Nach dem Hilfssatz aus 
Abschnitt 2 ist H?(V, ©) = 0; deshalb ist auch H?(U — A, ©) = 0. Und damit 
ist Satz 3 bewiesen. 

Aus dem Hilfssatz lat sich noch eine staérkere Aussage als die von Satz 3 
herleiten. Machen wir die Voraussetzung p < codim A — 1 und-betrachten wir 
ein a € H?(X — A,G). Die Vereinigung von X — A mit allen denjenigen 
Punkten von A, in deren Umgebung sich « fortsetzen l4B8t, definiert nach 
Satz 2 einen Bereich X, mit X — A ¢ X, ¢ X, in den sich « eindeutig fort- 
setzen lat und der alle Bereiche mit derselben Eigenschaft enthalt. Man kann 
X,, den genauen Existenzbereich (oder den Holomorphiebereich) von « in X 
nennen. Es gilt nun: 

Satz 4: In jedem Punkte x € A sei G, = 0 oder p S codim,A — 1, und es 

-sei a € H?(X — A, G). Fiir den genauen Existenzbereich X, 2X —- A von « 
in X gilt dann: X — X, ist leer oder eine analytische Menge der reinen Co- 
dimension p + 1. 

Beweis: Der Satz ist lokaler Natur, da die Randpunkte von X, in X die 
charakteristische Eigenschaft besitzen, daB « nicht lokal iiber sie hinaus fort- 
gesetzt werden kann. Daher kénnen wir annehmen, daB A in einer analytischen 
Menge der gleichen Codimension enthalten ist, und weiter wegen der ein- 
deutigen Bestimmtheit von X, (Satz 2), daB A selbst eine analytische Menge 
ist. Ein Punkt 2¢€ A mit p S codim,A — 2 gehért jedenfalls zu X, wegen 
Satz 3; deshalb kénnen wir sofort annehmen, daB A eine analytische Menge 
der reinen Codimension p + 1 ist. 

Sei A’ die Vereinigung derjenigen irreduziblen Komponenten*) von A, die 
in X — X, enthalten sind; wir werden zeigen, dab X — X, = A’ ist. Sei A” 
die Vereinigung derjenigen Komponenten von A, die in X, eindringen. Da A’ 
diese Komponenten nicht zerlegt, dringen alle Komponenten der analytischen 
Menge Aj := A” — A’ ih X — A’ in den Bereich X, ein. Es geniigt zu zeigen, 





%) Die hier und schon beim Beweis zu Satz 3 verwendeten Grundbegriffe und Grund- 
lagen der Theorie der analytischen Mengen findet man etwa in [9] von R. Remmert und 
K. Srern. 
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daB « iiber Aj hinaus fortgesetzt werden kann. Mit A, sei eine analytisch- 
diinne Menge mit codimA, = p+ 1 in X — A’ bezeichnet, die alle nicht- 
gewohnlichen Punkte von Aj enthalt, und mit B die analytische Menge 
Aj — A, in X — A’ — A,. Da « am Ende nach Satz 3 sicher iiber A, fortgesetzt 
werden kann, geniigt es, « iiber B fortzusetzen. Da A, die Komponenten von Aj 
nicht zerlegt, kann man voraussetzen, daB alle Komponenten von B, und das 
sind, da B singularitatenfrei ist, alle Zusammenhangskomponenten von B, 
in X, eindringen. Sei B, eine beliebige Komponente von B. X, 7 B, ist nicht- 
leer; daher haben wir nur noch zu zeigen, daB es keinen Randpunkt von 
X, ©\ B, in B, gibt. Das ist ein lokales Problem. Daher brauchen wir Satz 4 nur 
fiir Garben © zu beweisen. Bei p = 0 ist dies mit einem bekannten Kontinuitats- 
satz fiir holomorphe Funktionen in seiner einfachsten Form zu erreichen. Bei 
p = 1 ist der Hilfssatz anwendbar, wie man leicht sieht. 

Korollar: A sei eine irreduzible (p + 1)-codimensionale analytische Menge 
in X. Jede Cohomologieklasse aus H?(X — A, G), die sich in die Umgebung eines 
Punktes von A fortsetzen lapt, kann dann nach X fortgesetzt werden. 


4.. Hebbarkeitssitze fiir kohirente analytische Koeffizientengarben 

Es sei im folgenden mit X stets ein Bereich im (€* bezeichnet und mit A 
eine analytisch-diinne Menge in X, tiber die Cohomologieklassen fortgesetzt 
werden sollen. Als Koeffizientengarben wollen wir jetzt beliebige koharente 
analytische Garben G in X zulassen. Wenn © in den Punkten von A frei ist, 
haben wir die Ergebnisse des vorigen Abschnittes zur Verfiigung. Andernfalls 
kénnen wir eine Induktion iiber eine stufenartige Unterscheidung zu Garben (* 
fiihren. In der Umgebung U eines jeden Punktes von A hat man ja eine exakte 
Garbensequenz 


02(U) + 6(U) —-0 


mit einem analytischen Homomorphismus h. Kernh ist wieder eine koharente 
analytische Garbe und gibt AnlaB zur exakten Sequenz 

0— Kernh — 0*(U) "> 6(U) —0, 
aus der man mit den iiblichen Methoden Kenntnisse iiber © (U) beziehen kann, 
wobei einem zustatten kommt, daB Kernh eine einfacher geartete Garbe ist 
als G(U), wenn G(U) nicht schon frei ist. 

Man prazisiert dies so: Als homologische Dimension hd, © der Garbe G im 
Punkte x € X bezeichnet man die Zahl — 1 bei G, = 0 und sonst die kleinste 
natiirliche Zahl d, fiir die eine exakte Sequenz 

0+ O8+---+ 0% +G6,-0 
von ©,-Homomorphismen méglich ist. Diese Zahl stimmt mit der sog. pro- 
jektiven Dimension des 0,-Moduls G, aus der homologischen Algebra iiberein‘). 
Da ©, ein regularer Stellenring der Dimension n ist, gilt stets hd,G < n 
(sog. Syzygiensatz von H1LBERT, siehe [4], Kap. VIII). 


*) Man benutze CarTan-EILEnBERG [4], prop. 2.1 (d), p.110, und’theorem 6.1’, p. 157. 
Fir kohirente algebraische Garben findet sich diese Uberlegung bei Serre [12], p. 268. 
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Ferner ibernimmt man aus der Algebra sofort die Aussage: Gilt hd, G > 0, 
d. h. G, + 0 und G, nicht 0,-frei, und hat man die exakte Sequenz 


or —*+6,—0, 
dann gilt: hd Kernh, = hd, G — 1. Fiir die exakte Sequenz 
o*(U) + 6(U) —0 


in einer Umgebung U von-z (siehe oben) bedeutet das: hd, Kernh = hd, G — 1, 
d.h. Kernh ist in 2 einfacher geartet als G. Im Falle hd, G < 0 gilt: 
hd, Kernh < 0. 

Aus der Koharenz der Garbe G folgt die fiir uns wichtige Aussage: hd, G 
ist eine in X nach oben halbstetige Funktion, d. h. in einer geniigend kleinen 
Umgebung von z € X kann G keine schwieriger gearteten Halme haben als G,. 
Die Homomorphismen von Halmen koharenter Garben werden namlich auf 
eindeutige Weise durch lokale Garbenhomomorphismen reprasentiert®). Das 
bedeutet: Eine endliche Auflésung von ©, durch Moduln © iibertragt sich auf 
eine ganze Umgebung von z. Das beweist aber die Halbstetigkeit von hd, ©. — 
Das sup hd, G bezeichnen wir auvh kurz als hd G, die homologische Dimension 

zeXx 
von © in X. Freie Garben sind augenscheinlich die Garben der homologischen 
Dimension < 0. 

In einer Verallgemeinerung der Satze 1 bis 4 hat hd G als Korrekturglied 
aufzutreten ; statt codim, A — 1 tritt jetzt die nach unten halbstetige Funktion 
(codim, A — 1) — hd, G auf. 

Satz 1*: In jedem Punkte x€A sei G,=0 oder ps (codim, A — 1) — hd, G. 
Dann ist die Beschrinkungsabbildung 

H?(X, ©) + H?(X — A, G) 
injektiv. ; 

Satz 2*: In jedem Punkte x€A sei ©,=0 oder p< (codim, A — 1) — hd, G. 
Ein a € H®(X — A, G) mége sich in die Umgebung eines jeden Punktes von A 
fortsetzen lassen; dann genért «zum Bild der Beschriinkungsabbildung H® (X, ©) > 
—+ H?(X — A, G). 

Satz 3*: In einem Punkte x,€ A sei G,, = 0 oder p S (codim,, A — 2) — 
— hd,,G. Dann ist jedes Element von H?(X — A, G) in eine Umgebung von x, 
fortsetzbar. 

Korollar: In jedem Punkte x€ A sei ©, =0 oder p < (codim,A — 2) — 
— hd, G. Dann ist die Beschrinkungsabbildung 

H?(X, G) + H®(X — A, G) 
bijektiv. 

Auf Grund der vorstehenden Satze 1* und 2* lassen sich wieder die genauen 
Existenzbereiche von Cohomologieklassen aus H®(X — A, G) definieren. Es 
gilt: 

Satz 4*: In jedem Punkte x€ A sei G,=0 oder p < (codim,A — 1) — 
— hd, G. Fiir den genauen Existenzbereich X,, eines « € H?(X — A, G) zwischen 
~~ §) Siehe Serre [12], p. 209, prop. 5. 
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X — A und X gilt dann: X — X,, ist eine analytische Menge A, mit codim,A, 
=p+1+hd,G fiir jedes x € A,. 

Korollar 1: Die Funktionen codim,A, = p+ 1+ hd,@© und hd,G© 
= codim,A, — p — 1 sind lokalkonstant auf A,. 

Denn codim, A, ist nach unten und hd, G ist nach oben halbstetig. 

Korollar 2: .A sei eine irreduzible analytische Menge in X, und es sei 
p = (codim,A — 1) — hd, G in jedem Punkte x ¢€ A. Jede Cohomologieklasse 
aus H®(X — A, G), die sich in die Umgebung irgendeines Punktes von A fort- 
setzen laBt, kann dann nach X fortgesetzt werden. Dies ist insbesondere der Fall, 
wenn hd, © nicht auf A konstant ist. 

Beweis: .Die Korollare ergeben sich direkt. Satz 3* ist offenbar ein Spezial- 
fall von Satz 4*. Es geniigt daher, die Saitze 1*, 2* und 4* zu beweisen, und 
zwar durch Induktion iiber p. Dabei reduziert sich der Beweis leicht auf lokale 
Betrachtungen, weil es méglich ist, die Cohomologieklassen mit Hilfe des ver- 
allgemeinerten Lerayschen Lemmas iiber geeigneten Uberdeckungen mit 
geniigend kleinen Elementen zu reprasentieren, wie dies schon beim Beweis 
der Satze 1 und 2 durchgefiihrt wurde. 

Es bleibt zu zeigen, daB die Saétze 1* und 4* stets lokal gelten. Das heiBt: 
Sind X, G, A und p vorgegeben und gilt in jedem Punkte x ¢ A G, = 0 oder 
p = (codim, A — 1) — hd, G, dann ist zu jedem y € A eine Umgebung U, in X 
anzugeben, so daB die Satze 1* und 4* fiir G, A und p imrjedem Teilbereich V 
von U, gelten. — Wir fiihren eine Induktion durch iiber die Zahlen d, die als 
homologische Dimension der Halme auftreten. Der Induktionsbeginn wird uns 
durch die Saétze 1 und 4 gegeben, da koharente analytische Garben in einer 
ganzen Umgebung von Punkten frei sind, in denen ihre Halme frei sind. Nun 
haben wir den SchluB von d auf d+ 1 auszufiihren und kénnen gleich an- 
nehmen, daB G im Punkte y¢€A die Dimension hd,@©=d+1>0 hat. 
Zunachst wahlen wir U, so klein, daB fiir alle z € U, gilt: codim, A = codim, A. 
Nach der Voraussetzung p < (codim,A — 1) — hd,@G hat man wegen 
hd, G > 0 offenbar: codim, A = codim, A = p+ 2. Sodann 1aBt sich U, so 
klein wahlen, daB es eine exakte Garbensequenz 

0—-& — 0(U,) “+ 6(U,) —-0 
gibt, in der mit R die Garbe Kernh bezeichnet ist, fiir die gilt: hd,R = hd, G — 
— 1 < d, und von der man somit annehmen kann, daf die Satze 1* und 4* 
fiir sie in allen Teilbereichen V von U, gelten; U, kann jedenfalls so klein 
gewahlt werden. Damit haben wir alle Einschrankungen an U, bereits auf- 
gezahlt. 

Mit W sei irgendein Teilbereich zwischen V — A und V bezeichnet. Aus der 
exakten Cohomologiesequenz zu der angefiihrten Garbensequenz tiber. U, 
sowie tiber V und W erhalt man das kommutative Diagramm 


H?(W,&)-> H? (W, 1) +» H?(W, ©)—> H+! (W, 8) + H**(W, 0) 
a) \c2) kay ke \ 
} } 


H*(V—A,&) > H(V—A,0*) + H>(V—A,G) © He +(V—A,R) > H?+4V—A, 02) 








a 


fr 


| a oe - 3 








Riemannsche Hebbarkeitssatze 357 


mit den Beschrankungshomomorphismen (1) bis (5). Wir wiinschen uns 
Auskiinfte tiber (3). Nach dem Schema des bekannten 5er-Lemmas sind sie 
aus den Eigenschaften von (1), (2), (4) und (5) zu erhalten. 

Nach Konstruktion von U, gilt codim,A = p+ 2 in ganz U, und damit 
in W. Daher ist (2) nach Satz 2 bijektiv und (5) nach Satz 1 injektiv. 

Wenden wir uns der Garbe 8 zu. Ist G in der Umgebung von z € A U, 
frei, dann auch &, d.h. man hat hd, < 0, und aus codim,A = p + 2 folgt 
sofort: p < (codim,A — 2) — hd,&. Ist G in der Umgebung von z€ A 71 U, 
nicht frei, dann erhalt man unmittelbar durch Einsetzen von hd,@ = 1 + 
+hd,& in die Ungleichung p <= (codim,A — 1) — hd,G, die nach Voraus- 
setzung statt hat: p < (codim,A — 2) — hd,&. In jedem Punkte z€ Ar U, 
hat man also: 


p < (codim, A — 2)—hd,R® und p+1< (codim,A — 1) —hd,&. 


Satz 4*, der fiir R in W ¢ U, gilt, ergibt nun: (1) ist surjektiv. Ebenso ergibt 
Satz 1* fiir R: (4) ist injektiv. 

Setzen wir jetzt W = V. Da (1) surjektiv und (2), (4) injektiv sind, ist. die 
Abbildung H?(V,G) + H®(V — A, G) injektiv. Also gilt Satz 1* fir G in 
jedem Teilbereich V von U,. 

Betrachten wir nun ein « € H®(V — A, G). Wichtig fir die Fortsetzung 
von « ist das (6)-Bild £ von «. Ist namlich « nach W fortsetzbar, dann trivialer- 
weise auch f. Da (5) injektiv ist und (2) surjektiv ist, kann aber auch « nach W 
fortgesetzt werden, wenn # nach W fortsetzbar ist. Daher stimmt der genaue 
Existenzbereich V, von « in V mit dem genauen Existenzbereich V, von f in V 
iiberein. Also ist A,:= V — V, eine analytische Menge in V. Berechnen wir 
noch codim, A,. Uber die analytische Menge A, = V — V, wissen wir jedenfalls: 
codim, A, = p + 2 + hd,&. & ist in der Umgebung von z nicht frei, da « sonst 
wegen codim,A = p + 2 in eine Umgebung von z fortsetzbar wire nach Satz 3. 
Da G, nicht frei ist, gilt hd,@ = 1 + hd,X und somit codim,A, = p+ 1 + 
+ hd,G. — Damit ist Satz 4* fiir G in allen Teilbereichen V von U, nach- 
gewiesen. 


5. Hebbarkeitssitze fiir Koeffizientengarben 
in allgemeinen komplexen Riumen 


Die Hebbarkeitssatze lassen sich auch fiir Koeffizientengarben in beliebigen 
Mannigfaltigkeiten (selbst ohne abzihlbare Basis der Topologie) und schlieBlich 
in leicht abgednderter Form bei den allgemeinen komplexen Raumen erhalten, 
wie sie H. Gravert in [7] eingefiihrt hat. Unter einem (allgemeinen) kom- 
plexen Raum versteht man danach, kurz gesagt, einen Hausdorffraum X, der 
mit einer Strukturgarbe 0 komplexer Algebren versehen ist, so daB jeder Punkt 
x € X eine Umgebung U besitzt, dergestalt, daB U nichts anderes ist*) als eine 


analytische Menge in einem Bereich X eines (" und die triviale Fortsetzung o 








*) Es ist hier keine genauere Beschreibung der natiirlichen Isomorphismen ndtig; 
siehe dazu [7], § 1. 
24* 
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von 0(U) nach X nichts anderes ist als eine Quotientengarbe 6/8, wo © die 
Strukturgarbe von X und 3 eine koharente Idealgarbe in @ ist, die U als genaue 
Nullstellenmenge hat. © ist eine kohaérente Garbe von Ringen; 0O-Garben 
abelscher Gruppen tiber X heiBen analytische Garben. Die einzelnen Halme G, 
einer koharenten analytischen Garbe G iiber X brauchen keine endliche 
homologische Dimension iiber 0, mehr.zu haben; daher werden wir den dualen 
Begriff der homologischen Codimension des Halmes G, beziiglich seines 
Operatorringes 0, verwenden’). Wir bemerken, daB G, ein endlich erzeugter 
Modul tiber dem noetherschen Stellenring (local ring) 0, ist. 

Sei allgemein R ein noetherscher Stellenring mit dem maximalen Ideal m, 
und sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Eine Folge (r,, . . ., 7.) von Elementen 
aus m heiBt eine M-Folge, wenn fiir jedes i < q gilt: M ist verschieden vom 
Untermodul M,, der von den Elementen {r,- M,...,17;_,: M} erzeugt wird 
(M, := 0), und jedes m € M mit r,m € M, gehért zu M,. Die Zahl g heibt Lénge 
der M-Folge. Eine M-Folge (r,, . . .,17,) heiBt maximal, wenn es kein r,,,€m 
gibt, so daB (r,, . . ., T, T7741) eine M-Folge bildet. Es gilt nun fiir alle R-Moduln 
M +0: Jede M-Folge laBt sich zu einer maximalen M-Folge verlaingern, und 
alle maximalen M-Folgen haben dieselbe Lange. Die solcherart eindeutig be- 
stimmte Zahl wird als homologische Codimension von M beziiglich R bezeichnet. 
Diese Bezeichnung riihrt von dem folgenden Satz her: Ist R ein regularer 
Stellenring, dann stimmt die Summe aus homologischer Dimension und Co- 
dimension von M + 0 mit der (idealtheoretischen) Dimension von R iiberein. 
Im Gegensatz zur homologischen Dimension hangt die homologische Co- 
dimension der Moduln nicht vom Operatorring ab, das soll heiBen: Ist R der 
Quotient eines beliebigen weiteren noetherschen Stellenringes S, dann laBt 
sich M in natiirlicher Weise als S-Modul auffassen, und die homologischen 
Codimensionen von M beziiglich R und S stimmen iiberein. 

Betrachten wir nun eine koharente analytische Garbe G tiber X. In allen 
Punkten z¢€X mit G,+0 sei mit codh,G die homologische Codimension 
von ©, beziiglich ©, bezeichnet ; der Definitionsbereich der Funktion codh, © 
ist eine abgeschlossene Untermenge von X. Die Eigenschaften von codh, G 
werden aus den lokalen Einbettungen von X bestimmt. Ist nimlich U eine 
Umgebung in X, die in der oben beschriebenen Weise eine analytische Menge 
in einem Bereich X eines C* ist, dann 1aBt sich G(U) auf triviale Weise zu einer 
koharenten 0- Garbe G in X fortsetzen (siehe [12]) x und in jedem | Punkte x € U 
mit ©, +0 gilt G,+0 und codh,G = codh, 6 = n — hd, G, da 0, ein 
regularer Stellenring der Dimension n ist. Hieran sieht man unmittelbar, daB 
codh, © eine nach unten halbstetige Funktion ist. 


Weiter ist zu sehen, daB als Korrekturglied in den allgemeinen Hebbarkeits- 
bedingungen bei komplexen Raéumen die nach unten halbstetige Funktion 


7) Der Begriff der homologischen Codimension stammt von M. AusLANDER und D. A. 
Bucussavum (siehe beispielsweise [1]); zum folgenden siehe auch die Ausfiihrungen [13] 
von J. P. Serre iiber diesen Gegenstand. 
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— (dim, X — codh, G) die Stelle von —hd,G einnehmen wird (bemerken wir 
noch, daB dabei stets gilt: dim, X — codh, G = 0). Statt 
Pp S (codim, A — 1) — (dim, X — codh, G) 
1aBt sich die Bedingung kiirzer so fassen®): 
codh, G@ = dim, A + p+ 1. 

Sind die Hebbarkeitsbedingungen fiir G(U) gegen A in U in der gedachten 
Weise gegeben, dann sind, wie man unmittelbar durch Einsetzen feststellt, die 
Hebbarkeitsbedingungen fiir G gegen A in X erfiillt, so daB man die Satze 1* 


bis 4* heranziehen kann. Beachtet man endlich, daB es ein natiirliches kom- 
mutatives Diagramm 


H?(U, ©)—> H®(U — A, G) 


H»(X, ©) — H»(X — A, G) 
gibt, in dem die horizontalen Homomorphismen die Beschrankungen und die 
vertikalen natiirliche Isomorphismen sind (siehe [5]), dann sieht man, daB die 
Hebbarkeitssatze sicher lokal in den komplexen Rau nen gelten. 

Wieder durch eine Induktion iiber p laBt sich jetzt einfach zeigen, daB die 
Hebbarkeitssitze generell gelten. Der Beweis verlauft wie in Abschnitt 3. 
Bei p = 0, d. h. bei Schnittflichen, lassen sich die Satze sofort auf lokale Be- 
trachtungen reduzieren. Bei p>0O hat man sodann das verallgemeinerte 
Leraysche Lemma und Uberdeckungen mit geniigend kleinen Elementen heran- 
zuziehen, wenn die Betrachtungen nicht sowieso schon lokaler Art sind wie 
etwa bei den genauen Existenzbereichen der Cohomologieklassen. 

Zum SchluB seien die einzelnen Sitze in ihrer allgemeinsten Fassung an- 
gegeben; die Korollare ergeben sich unmittelbar dazu. Dabei seien X ein all- 
gemeiner komplexer Raum, © eine koharente analytische Garbe auf X und A 
eine abgeschlossene Teilmenge von X. Es gilt: 

Satz I: In jedem Punkte x € A sei G, = 0 oder codh,G = dim, A + p+ 1. 
Dann ist die Beschrinkungsabbildung ; 

H*(X, G) + H®(X — A, G) 
injektiv. 

Satz II: In jedem Punkte x € A sei G, = 0 oder codh,G = dim, A + p + 1. 
Ein «a € H®(X — A, G) mége sich in die Umgebung eines jeden Punktes von A 
fortsetzen lassen; dann gehért «zum Bild der Beschrinkungsabbildung H? (X,@)—> 
+ H?(X — A, G). 

Satz III: In einem Punkle x, € A sei G,, = 0 oder codh, © 2 dim, A + 
+ p+ 2. Dann ist jedes Element von H?(X — A, G) in eine Umgebung von x, 
fortsetzbar. 

*) Analytische Mengen in allgemeinen komplexen Raéumen werden als: abgeschlossene 
Teilmengen definiert, die lokal bei Konkretisierungen des betr. Raumes in Zahlenriumen 
analytisch sind. Dann macht es keine Schwierigkeiten, fiir abgeschlossene Teilmengen A 
tiberhaupt den Begriff der komplex-analytischen Dimension dim, A so wie ahnlich wie in 
Abschnitt 3 einzufiihren. 
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Korollar: Jn jedem Punkte x € A sei G, = 0 oder codh, © = dim, A + p+ 2. 

Dann ist die Beschriinkungsabbildung 
H?(X, ©) + H?(X — A, G) 
bijektiv. 

Satz IV: In jedem Punkte x € A sei G, = 0 oder codh, € = dim, A+p+1. 
Fiir den genauen Existenzbereich X, eines « € H?(X — A, G) cwischen X — A 
und X gilt dann: X —. X, ist eine analytische Menge A, mit ©, + 0 und codh, G 
= dim,A, + p+ | fiir jedes x € A,. 

Korollar 1: Die Funktionen codh,© und dim, A, sind lokalkenstant auf A,. 

Korollar 2: A sei eine irreduzible analytische Menge in .X, und in jedem 
Punkte x € A sei ©, = 0 oder codh,G = dim, A + p + 1. Jede Cohomologie- 
klasse aus H?(X — A, G), die sich in die Umgebung irgendzines Punktes von A 
fortsetzen laBt, kann dann nach X fortgesetzt werden. Dies ist insbesondere dann 
der Fall, wenn G,,= 0 th einem Punkte x, € A oder wenn codh, © nicht auf A 
konstant ist. 
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Homotopy Theory in General Categories 
By 
Peter J. Huser *) in Ziirich and Geneva 


Introduction 


The homotopy groups of topological spaces have been generalized by 
EckMANN-HILTON to two-space homotopy groups /7,(X, Y) that contain 
homotopy groups and cohomology groups (both with arbitrary coefficients) 
as well as their exact sequences, as special cases; the classical homotopy and 
cohomology are dual to each other in the sense of a simple (heuristic) duality 
that consists in interchanging X and Y. Furthermore, there is, in the category 
of modules over a ring — or more generally in any abelian category with 
sufficiently many injectives and projectives — an analogous homotopy theory 
and its dual (cf. EckMANN [1]); here, the duality is not only heuristic, as in the 
category of spaces, but follows automatically. By the analogy in question, the 
imbedding of a topological space X into the cone C X, for instance, corresponds 
to the imbedding of a module X into an injective module X ; the topological 
suspension J X = C.X/X corresponds to the algebraic suspension J X = X/X; 
and, in both categories, the homotopy groups may be defined with the aid of 
iterated suspensions. 

These two heuristic principles 

(a) the duality in the category of spaces, 

(b) the analogy between spaces and modules, 
have much stimulated the development of the Eckmann-Hilton homotopy 
, theory. It will be shown in the present paper that these principles can be given 
a theoretical foundation. 

For this purpose, we shall develop a semisimplicial homotopy theory in the 
framework of general categories, such that the homotopy theory of spaces and 
the one of modules are included as special cases, as well as the homotopy theory 
of maps of spaces, etc. Moreover, in all cases where this homotopy theory can 
be defined, full duality is obtained automatically, from the general duality 
principle in categories. Thereby; not only is a precise notion of the- analogy 
between the homotopy theories for modules and spaces achieved, but it is also 
possible to.simplify substantially some proofs. For instance, the exactness of 
the homotopy sequences in the categories of modules, of spaces, of pairs of 

*) This research was partly supported by the U. 8. Department of Army through its 
European Research Office. 
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modules, of pairs of spaces, of pairs of pairs, etc., may be established in one 
and the same proof; and it is to be noted that this single proof gives, by strict 
duality, both sides of the picture, e.g. the homotopy as well as the cohomology 
sequences in the category of spaces. 

Our main tool will be the semisimplicial standard construction, originally 
devised by R. GopEMENT [4] to generate flabby resolutions in the category 
of sheaves. Since also the Hochschild homology theory of associative algebras 
(cf. [4]) and, moreover, the whole theory of derived functors in the categories 
of modules may be obtained with the aid of standard constructions, these turn 
out to be one of the most powerful tools of homological and homotopical algebra. 

The standard constructions may be considered as being a generalization 
of the path space and cone constructions in topology. For instance, the triple 
{E, k, p}, consisting of the path functor Z, of the natural fibre map k( Y):Z Y> Y 
and of a hitherto scarcely noticed natural map p( Y): Z Y + EE Y, constitutes 
a standard construction. Dually, the cone functor C, the natural imbedding 
k(X): X + CX, and a certain map p(X):CCX—+CX constitute a dual 
standard construction. 

Section 1 introduces the terminology to be used in this paper, section 2 
contains the definition of the standard construction,.and in section 3 the semi- 
simplicial complex associated with each standard construction is introduced, 
together with a preliminary discussion of its Kan homotopy groups. In section 5, 
the homotopy groups in the categories of modules will be treated. To simplify 
the pertinent proofs, large parts of them will be dealt with in the framework 
of general categories (parts of section 3, and section 4). Section 6 discusses the 
homotopy groups of topological spaces; section 7 contains, among other topics, 
an interesting generalization of the singular complex of a space. In section 8, 
the exactness of the homotopy sequence is proved for general categories. 
Section 9 contains a treatment of fibrations and cofibrations; it turns out that 
one may define the analogue, and establish the main properties, of the suspen- 
sion 2 X (the cofibre of k(X): X + CX) and of the loop space QX (the fibre 
of k(Y): ZY + Y) in the framework of general categories. 


The author is greatly indebted to Professor EckMANN for many hours of helpful and 
stimulating discussions. 


1. Categories and Functors 


A category 8 consists of a non-empty class R of objects X, Y,..., together 
with sets Hom (X, Y) of morphisms u: X + Y (X, Y € 8), and of an associative 
composition of morphisms 0 : Hom(X, Y) x Hom(Y, Z) + Hom(X, Z), (u,v) > 
+ v0 u, which has both-sided identities ly € Hom(X, X). 

A morphism u: X > Y is an isomorphism if there exists a morphism 
v: Y + X, such that uo v and vo w are the respective identities. X and Y 
then are said to be isomorphic. 

An object O €& is called a zero object if, for all X €R, the sets Hom(X, O) 
and Hom (0, X) consist of exactly one element 0, and 0, x respectively. Two 
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zero objects O, O’ are always isomorphic, and we have 09 y 0 Oyg= 0g y 0 Oro. 
If R has a zero object, then in each set Hom(X, Y) we have a distinguished 
morphism 0 = 0y y = 0g y0 Oyo, the zero morphism. 

Let R and @ be arbitrary categories. A covariant functor F :R + 2 assigns 
to each object X €R an object F(X) € 2, and to each morphism u: X > Y 
a morphism F(u): F(X) > F(Y), such that F(u o v) = F(u) o F(v), and that 
F (ly) = lp y). If both categories R and L contain a zero object, then we shall 
mostly require that zero objects are preserved under F. 

Let F,@:R-—> 2 be covariant functors. A functor morphism (or natural 
transformation) :F + G consists of a family of morphisms #(X):F (X) > G(X), 
such that the following diagram is commutative for all objects X, Y € R and 
all morphisms u: X > Y. 


F(x) 7. F(Y) 
own) o(Y) 
@(x) —_“_... @(Y) 


The compositions F o G of functors and #’ o #” of functor morphisms are 
defined in the obvious way. Mostly, we shall abbreviate Fo G to FG. Each 
functor morphism # : F - G induces a morphism of the compositions of F and @ 
with covariant functors U, V: 


Us0«V:UFV>UGV, 


which is defined by (U + # * V) (X) = U(0(V(X))). If U (or V) is the identity 
functor J, then we abbreviate U + # « V to #« V (or U * # respectively). The 
identity morphism 1: I + I is defined by «(X) = ly; obviously, we have F «1 
=«+*F for any functor F. 

For any category &, one defines the dual category R’, which consists of the 
same objects as R; the set Hom’(X, Y) of morphisms X +> Y in &’ is identical 
with the set Hom(Y, X) of morphisms Y + X in R, and the composition of 
two morphisms wu, v in R’ is defined as being the composition of v and wu in 
R:uo’v=vo u. Evidently, 8’ is a category, and we have (&’)’ = &. 

Thus, one may say that R and &’ are the same things, being described in 
two different languages; each statement S about the category R may be trans- 
lated into a statement about R’, and vice versa. This seems quite trivial. Now 
we consider a statement S about R, which belongs to the theory of categories 
(that means that S is composed only from logical terms and terms such as 
“object”, “morphism’’, etc., and thus makes sense in arbitrary categories) ; then 
the same statement S makes sense in &’, since R’ is a category. Hence; S in R’ 
may be translated into a statement S’ about 8; S’ again belongs to the theory 
of categories. These two statements S and S’, both making sense in arbitrary 
categories, are called dual to each other. It follows that, if S can be proved 
from some axioms A,, Ag, ..., these axioms as well as the proof belonging to 
the theory of categories, then the dual statement S’ can be proved from the 
25* 
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dual axioms A;, Ay,... . This duality principle will be used extensively in the 
sequel; mostly, however, it will be left to the reader to formulate the dual 
definitions and theorems. ' 

Sometimes, the explicit introduction of the dual category has not only 
conceptual, but also technical advantages. For instance, a contravariant 
functor F : R + 2 is the same as a covariant functor F : R’ > 2 or F:R-> 2’, 
so that it suffices, at least in principle, to consider covariant functors only. 
This works for R = 2, too; but if one tries to handle contravariant functors 
with the aid of the duality principle, without introducing explicitly the dual 
category, the case R = L needs a rather awkward special treatment. 

The following five formulas are valid for any covariant functors and any 
functor morphisms, as soon as they make sense (cf. GoDEMENT [4], Appendice). 

(I) (V0 V)*+8=U«(V«8) 
(II) Oe (U0 V)=(0@* U)# V 
(III) (U*+0@)*V=U«de V=U «(bs V) 
(IV) Ve (# 08") *# V=(U eh *& V)O(U 8" « V) 
(V) (y+ @)o(U* o) =(V« 9) 0 (p*F) 
for any two functor morphisms g: F > G, yp: U> V. 
Rule (V) may be remembered with the aid of the.commutative diagram: 


VU oF —2~ V0@. 
-_ Lag 
{ t 
Vor ——2_ VvoG@ 


2. Definition of the Standard Construction 


Let 8 be an arbitrary category. A standard construction in R is a triple 
{C, k, p}, consisting of a covariant functor C:R-8, and of two functor 
morphisms k:C+I, p: C+ CC, such that the following two axioms (GopE- 
MENT [4], Appendice) are satisfied : 

(SC 1) (ke Chop=(Cek)op=i+0 
(SC 2) (p*+Chop=(C#p)op 

Example. In any category, there exists the trivial standard construction 
{I, ¢, t}, consisting of the identity functor and of the identity morphisms. 

Each standard construction {C, k, p} generates a semisimplicial functor 

F, = (F,, di, S)aa-r 


that is, a sequence of functors F,, : R + R, together with face and degeneracy 
morphisms 


di: F, > Fy, 
oh: Fy > Pays (Osisn). 








@ 


~ & 
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F, is defined as follows. Let C® = I and C*+! = C o C*. Then 
F, = C*+ 
di = Cixk«Cr- 
si = Cte ps O-. 
Usually, we shall omit the lower indices of di and of si. 
Sometimes it is convenient to treat F_, = I separately, and to consider F, 
as a semisimplicial functor F{ =(F,, d‘, 8), > 9 with augmentation d§ =k:F,+I. 


The face and degeneracy morphisms satisfy the usual semisimplicial 
commutation rules : 


(a) didi=di—'d* (i<j) 

(b) gigi = gitigi (i < j) 

(c) dési=si-td' (i<j) 

(d) dst = d‘+'st — identity 

(e) disi=sid'—! (§ >j +1). 

This follows from (SC 1) and (SC 2) with the aid of the five rules at the end 
of the previous section; in fact, (b) is equivalent to axiom (SC 2), and (d) is 
equivalent to axiom (SC 1), whereas (a), (c) and (e) are valid in any case. 

A dual standard construction is a triple {C, k, p} consisting of a covariant (!) 


functor C : R + R, and of functor morphisms k: I + C, p: CC + C, such that 
the axioms 


(SC 1’) po(k*sC)=po(C#k)=i4«C 
(SK 2’) po(psC)=po(Cx#p) 
are satisfied. 


The duality principle implies that it suffices to consider only one kind of 
standard construction, and then to dualize the results, if necessary. For 
instance, it follows from duality that the functor F* = (F*, d‘, s', belonging to 
a dual standard construction has a dual semisimplicial structure, i.e. the face 
and degeneracy morphisms 


di,: Fa-1, Fn 
si: Pati, Fa 


go into the opposite direction and satisfy the relations dual to (a)—(e). 


3. Homotopy Groups. T-trivial Constructions 


If we apply the semisimplicial functor F, to an object Y €R, we obtain 
a semisimplicial object F,(Y) = (F,,(¥), d‘(¥), s‘(¥)), > 1. One would like to 
investigate the homotopy groups of F,(¥), but this is not possible in general, 
since the Kan homotopy groups (cf. [7]) are defined only for semisimplicial 
complexes, i.e. for semisimplicial objects in the category of sets. One vould try 
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to extend the definition of homotopy groups to more general categories — 
similarly as homological algebra has been extended to abelian categories — but 
here another way seems to be more promising: namely, to go over to an 
ordinary semisimplicial complex with the aid of a functor 7:R—-M with 
values in the category of sets. 

For instance, we may, choose the functor Hom(X, ) of the category , 
with a fixed first argument X, to obtain a semisimplicial complex 


K,(X, Y) = Hom(X, F,(Y)) = (Hom(X, F,,(Y)), d*, s*),>_,. 


The Kan homotopy groups of K,(X, Y) will generalize the Eckmann- 
Hilton groups. 

If the objects of the category R are sets, and if the morphisms u: X + Y 
are mappings of the set X into the set Y, and are composed in the natural way, 
then we may choose, for instance, the functor 7’, which assigns to each object 
its underlying set. 

If & contaips a zero object and C preserves zero objects, then it is con- 
venient to choose for M the category of sets with base element, and to require 
that 7’ preserves zero objects. (The zero objects of M are those sets which are 
reduced to the base element.) This assumption is verified for T = Hom(X, ). 

The homotopy groups of 7’F,(¥) now may be defined in any of the usual 
ways (cf. Kan [7]). First, we shall give a sufficient condition for them to be 
trivial. 

Definition 3.1. Let 7’: RM be a covariant functor with values in the 
category of sets. A standard construction {C, k, »} in & is called 7'-trivial if 
there exists a functor morphism h: T'— T'C, such that 


(Tek)oh=c*#T. 
Example. The trivial construction {J,:,+} is T-trivial for all 7, with 
; wens 3.2. Let {C, k, p} be a T-trivial standard construction. Then, the 
.semisimplicial complex T Ff (Y) has the component set 
m(TFE(Y))=T(Y), 
and each component has the homotopy groups 
n,(TF{(Y))=0 (n >0). 


Proof. We want to show that 7’ F{(Y) is homotopy equivalent with the 
complex Lj defined by L, = T(Y), d‘ = s‘ = identity. Obviously, Lj is a Kan 
complex, and the assertion of the theorem follows. 

We recall the definition of the semisimplicial homotopy relation. Let Pj, 
Qt be arbitrary semisimplicial complexes. Two semisimplicial maps 
f,g: P{—> Qt are homotopic (Moore [10]) if and only if there exist functions 


hi: Py Quai (Osi<n), 
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such that 
(1) Gs ihe = Gn 
(2) anit =n * 
(3) d‘h) = hi—'dé (¢< 9) 
(4) di+ipstt — di+ips 
(5) d*hi = hid*-1 (¢ >j +1) 
(6) sthi — hit'st is j) 
(7) 8th = hist} (§ >). 


Now, we shall define a homotopy hj, between the identity map T F{(Y) > 
—+ TF (Y) and a map f, which is a retraction map to a subcomplex isomorphic 
with Lj. To simplify the notation, we shall write di. si, instead of T(di,( Y)) 
and of 7'(s‘,(Y)); the argument Y will be omitted in some other cases, too. 

We define 


ho =h« 0+}, (n = -1) 
hy, = (8°)'hp_«(d°)', (OStsn), 
h® verifies the following relations: 
(A) d® ,,h° = identity (n = —-1) 
(B) dy hy = hn_ady (n = 0) 
(C) AR = hash (n = 0). 
Proof. 


(A) do, Al = (T eke C*+) 0 (he O*+) = (Tk oh) + O"*+! = identity 
(B) dit ho = T « (Citl aks O*-*) ohe Ot! 

= (7c *(Ci#k))o(hs C*+1)) * On-* 

= ((h# OC) 0 (T# (Cts k))) * On-* 

fie hp_ dy, 
(C) sit ho = T  (Cit1 « pe O*-*) oh a Ort! 

= (TC «(Cis p) oh Ct+!) + Or-* 

= ((h * Of+2) 0 (T «(Cts p))) « O*-* 

= hh 418h - 
The relations (1)—(7) now follow from (A)—(C) by a straightforward calcula- 
tion, which will be left to the reader. It turns out that f/ is the semisimplicia] 


map defined by 
fn = (8°)"h(d°)"**, 


and that we have 


(8) ff=as'f=sdf=]. 
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In particular, we have /, = hd®, and hence, hd°f, = f,. Since d®°h = identity, 
it follows that d° induces a 1 — 1 map of f,(7'F,(Y)) onto T(Y). It follows by 
induction that {(7' F}{(Y)) is isomorphic with the complex Lj. : 

Furthermore, (8) implies that 


{: TFL(Y) > Lic TFt(Y) 


is a retraction map. Since f is homotopic to the identity map, it follows that 
TF}(Y) and Ly have the same homotopy type. 

The above homotopy hi need not be a deformation retraction (cf. 
Moore [10]); but this is true if and only if we have 


(T*p)oh=(he#C)oh. 


Since we shall not need this result, the proof is omitted. 
In the case of a T-trivial construction, the augmentation.d®: TF,(Y) > 
+ T(Y) is epimorphic, since d°h = identity. Since the diagram 


TR,(Y)—"> T(¥) 
ta la. 

‘ de 
TF,(Y)——> T(Y) 


is commutative, theorem 3.2 implies that 7'F,(Y) is the disjoint union of 
components KW) defined by 


Ky) = (d°)-@ +9 (y), yeT(Y). 


Usually, the homotopy sets are defined only for non-augmented semi- 
simplicial complexes. However, sometimes it is useful to extend the definitions 
to the augmented case, especially if semisimplicial groups are involved. More 
generally, let K, be a semisimplicial object in a category of sets with base 
element, satisfying the Kan condition. Then, according to Kan [7], one defines 
a, (Ky), n = 0 as being the set of equivalence classes of 


T, = {0 €K,|\d'co=0 forall i}, 


modulo the homotopy relation ~. 

This definition carries over to the augmented case without any change; 
the above remarks and theorem 3.2 then imply that, in the case of a 7’-trivial 
construction, the homotopy of 7'F,(Y) is trivial in all dimensions n 2 0. 
We do not define (— 1)-dimensional homotopy. 


4. Induced Standard Constructions 


Let R and & be arbitrary categories which are connected by a pair of 
covariant functors F and @: 


F:R-2, 4G: 2-8. 
Then, each functor C : R + R induces a functor C = FCG: 2 > Q. 
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Now, we want to show that a standard construction {C, k, p} in the cate- 
gory & induces a standard construction {C, k, p} in 2, if F and G@ are adjoint 
functors. First, we need a theorem on adjoint functors. 

Theorem 4.1. Let F:R + L, G: 2+ be covariant functors. The following 
two assertions are equivalent: 

(a) There exists an isomorphism of functors 

y:Hom(F, )~+Hom( ,@), 
i.e., F and G are adjoint functors in the sense of Kan [8]. Usually, we shall 
identify Hom(F X, Y) = Hom(X, GY) by y. 
(b) There exist two functor morphisms 
C¢:1+GF 
7: FGI 
which satisfy the relations 
(ne F)o(Fel)=ieF: F+FOF+F 
(Gen) o(C*#G)=144G:6+G6GFG6G-64. 
Proof. (b) — (a). We define 
y: Hom(FX, Y) + Hom(X, GY) 
8: Hom(X, G Y) + Hom(F X, Y) 
by »(u) = @(u) 0 (X), B(v) = n(¥) 0 Fie). 


The diagram 


Px 2. parx™™.rey 


ona, [ern n(¥) 
+ 


FX “ Y 





is commutative. Thus 
n(¥) 0 F@(u) 0 (F * ¢) (X)=n(¥) 0 F(@(u) 0 £(X)) =; 


therefore, we have f o y = identity. In the same way, one obtains y o 8 
= identity. We have further to show that y is natural with respect to X and Y, 
i.e. that the diagram 





Hom (FX, ¥) "+ Hom(F X’, Y’) 
| 
" I 
Hom (X, @ Y) “++ Hom (X’, GY’) 
is commutative for all morphisms v: X’+ X, w: Y + Y’, or, equivalently, 
that we have 
G(w) 0 y(u) Ov= y(wouod F(v)) 


for all morphisms u : F X + Y. But this follows immediately from the definition 
of y. 
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(a) + (b). We define ¢ and 7 by 


First, we show that ¢ and 7 are functor morphisms, i.e. that we have 
and 

for all morphisms v : X’ + X. We have 

and 


which proves the first assertion; the proof for 7 is dual. 
Furthermore, we have 


G(n(Y)) 0 f(G(Y)) = G(y (ley) © y(lre x) = v(y¥* (ley) O lrey) = ler 
and 


n(F (X)) o F(¢(X)) = y (lpr x) 0 F(y (lex) = ¥ (v(y (er x)) © 


which proves (b). 

Theorem 4.2. Lei F:R-+ 2, G: 2-+R be covariant adjoint functors, such 
that we may identify Hom(FX, Y)= Hom(X,GY). Then, each standard 
construction {C, k, p} in R induces a standard construction {C, k, p} in 2, namely 
(using the notations of theorem 4.1): 


Proof. We have to verify the axioms (SC 1) and (SC 2). With the aid of 
the rules (I)—(V) of section 1, and of the fact that (SC 1) is satisfied by the 
construction {C, k, p}, we obtain 


Perer J. Huser: 




































C(X)= p(Ipx), n(¥Y)=y (ley) - 


¢(X) ov = GF(v) 0 f(X’) 


n(X) o FG(v) = v0 (X’), 


C(X) ov= y(Ipx) Ov= y(F(v)), 


GF (v) 0 ¢(X’) = GF (v) o y(lpy) = y(F(v)), 


© y(1px)) = 1px, 


C=FCG 
k=n0(Fe«k*@) 
Pp=Fe((C#leC)op)+G. 


(ke C)op=(noFekseG)*FCGoFs(C#leCop)sG 
=n*FCGoFs(keGFoCel)*+CGoFsepeG 
=n*FCGoFs«(Cok)*+CGoFkepseG 
=n*FCGoFs«(Ce+CokeCop)+G 
=(n*FoFs#l)+CG 


(Cek)op=FCGs(noFekeG)oFe(CeleCop)+G 
=FCGsno FCs (GFekole0)sGoFepseG 
=FCGenoFCe(Cok)*+GoFepseG 
=FCs(GenoleG)oFse(Cekop)+G 

=FCs(Genol+@). 
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If, in addition, the assumptions of theorem 4.1 (b) are satisfied, then both 
expressions are equal to .* F CG; hence, (SC 1) is valid. Since (SC 2) is satisfied 
by the construction {C, k, p}, we obtain 
(peClhopH=Fe(CaleCop)+GeFCGoFe(CaleCop)+G 
=Fa(CeleCGFCopseGFCoCeleCop)+G 
=Fe(Ce#l*«CGFCo(p+GFoCel)*+Cop)+G 
=Fe(C#O*#CGFCo(CCelop)*Cop)+G 
=Fa(Ce(CeCGFoCel)+CopseCop)+G 
=FC+#(GFCelColeC)*+CGoFkF«(pseCop)+G 
(O*p)0p=FCGeFe(CaleCop)*+GoFa(CaleCop)+G 
=Fe(CGFCel*#CoCe(GFepoleCiop)+G 
=Fe(CGFC«l0*+CoCa(C#CCop)op)+G 
=Fe(CGFCeleCoCalseCCoCepop)s+G 
=FC«(GFCeloleC)*«CGoFks«(peCop)+G 

Hence, (SC 2) is satisfied by the construction {C, k, p}, too. 

By dualizing either in 8 or in &, or in both categories, we obtain three 

additional types of induced constructions; an example will occur in section 5.2. 

If {C, k, p} is the trivial standard construction, then the induced con- 
struction {C,k, p} is not necessarily trivial (cf. section 5.1). 7-triviality, 
however, is hereditary in some sense: 

l Theorem 4.3. Let {C, k, p} be a T-trivial standard construction in R, and let 

F: RR 2, G@: 2+ be adjoint functors. Then, the induced construction {C, k, p} 

in 2 is T-trivial, with T = TG and h = (T #f*CG) 0 (h* @). 

Proof. (Tek)oh=TGe«(noFekseG)oTel«CGoheG 
=TGeno(T+(GFekole#G)oh)+G 
=TGeno(Te(Cokjch)+G 
=T«(G@enoleG)=ieTGa=ieT. 


5. Examples of Induced Constructions 

5.1. The projective homotopy groups of modules. Let M be the category of 
sets with base element, and let 2 be the category of unitary left A-modules 
over a ring A with unit element. We define two functors F: M+ L,G:2>+M 
as follows. F assigns to a set X the free module over X, with the only relation: 
base element = 0; @ assigns to each module its underlying set, with the zero 
element as base element. We have a natural identification 

Hom (FX, Y) = Hom(X, GY), (X €M, ¥Y € 2); 
hence, these two functors are adjoint. The trivial standard construction {J, ¢, ¢} 
in M induces a standard construction {C, k; p} in 2: 
C=FG 

k=n:FG+I 
p=Fel*+G:FG+FGFG. 
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Obviously, the semisimplicial module complex F$(Y) belonging to this 
construction consists of free modules. Theorem 4.3 implies that {C, k, p} is 
G-trivial, and theorem 3.2 and the remarks at the end of section 3 imply that 
GF,(Y) and F,(Y) have trivial homotopy groups. 

J.C. Moore has proved that the homotopy groups of a semisimplicial 
abelian group complex (K,,, d‘, s*) are canonically isomorphic with the homology 
groups of the chain complex (K,, @ = X(—1)'d‘) (Moore [10]; obviously, 
the theorem remains true for augmented complexes). 

Therefore, the chain complex (Fj(Y), 0) is a free, a fortiori projective, 
resolution of Y. 

Theorem 5.1. The Kan homotopy groups of the semisimplicial abelian group 
com plex 

K,(X, Y) = Hom(X, F,(Y)), (X, ¥ € 2) 
are canonically isomorphic with the Eckmann-Hilton projective homotopy groups 
Hy (Ky(X, Y)) = Ways (X, Y) (n= 0). 


Proof. An application of Moore’s thecrem yields that the homotopy groups 
x, (K(X, Y)) are isomorphic with the homology groups of K,(X, Y), this 
latter being considered as a chain complex with differentiation @ = 2 (—1)‘d*. 
These ‘homology groups are, by definition, the Eckmann-Hilton homotopy 
groups — with a trivial shift of dimensions. (Since the (— 1)-dimensional Kan 
homotopy groups are not defined, we may obtain J7,(X, Yy as (— 1)-dimen- 
sional homology group of K,(X, Y), but not as homotopy group). 

Of course, one may use F’,( Y) to obtain a “semisimplicial”’ definition of the 
functors Ext and Tor, and of other derived functors; GopEMENT has given a 
similar definition of sheaf cohomology. 

Now, we proceed to an explicit description of the constryction {C, k, p} 
and of the associated semisimplicial module complex F, ( Y). 

F_,(Y) = Y is the module to be resolved. F,(¥) = C(Y) is the free left 
A-module generated by the elements (y), y € Y, with the single relation (0) =0. 

F,(Y) = C(C(Y)) is therefore generated by the elements 


(A(t) + °°* + Am<Ym)>>, 4s CA, yi € Y, ete. 
It suffices to define k( Y) and p( Y) on the generators of O( Y): 
k(Y):<{y)>y 
P(Y): y) > {{y)). 
Hence, di(Y): F,(¥)—> Pr-af Y) acts on the elements of F,,(¥Y) by cancelling 
the bracket number (i + 1), s,(Y): F,,(Y)—> F,,,,(¥) by doubling the bracket 
number (i + 1), if the numbering of the brackets starts from outside. 
Remark. The above procedure may be generalized to any arbitrary Abelian 
category admitting a projective generator and infinite direct sums. (For the 
notion of generator, see [5].) 
5.2. The injective homotopy groups of modules. Let 2 be the category of 
left A-modules, and ® the category of right A-modules. We define two functors 
U:R+®@, V: 2+ as follows. 








is 


is 
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Let Q, be the additive group of the rational numbers modulo the integers 
(or, more generally, any divisible group containing this group). For each right 
A-module X, we define the left A-module 


U(X) = X’ = Hom; (X, Q,), 

the module structure being induced by 

(Ag) (x) = y(zA). 

Similarly, we define for each left A-module Y a right A-module 

V(¥) = ¥’ = Hom,(¥, Q,). 
Since we have a natural identification 
Hom ,(X, Y’)= Hom (Y,X’), by (z) (y) = p(y) (2), 

these two contravariant functors U, V are adjoint. ' 

The homomorphisms ¢: X + X” and n: Y + Y” are the natural imbeddings 
into the “‘bidual’”’ modules. The standard construction {C, k, p} of 5.1 induces 
a dual standard construction {C, k, p} in RX, which we shall investigate now. 
First, we need some propositions concerning the functors U and V. Since they 
are valid for both functors, we prefer the notation with primes: X’, Y’. 

Proposition 5.2. I/ X is A-projective, the X' is A-injective. 

Proof. We shall treat only the case where X is a left A-module. We have to 
show that for each exact sequence of right A-modules 


0-A-B, 
the induced sequence 
Hom ,(B, X') + Hom,(A, X’) +0 


is exact. 
Since X is A-projective, the sequence 


0-A ® X—-B ® x 
is exact; since Q, is Z-injective, it follows that the sequence 
Hom;(B ® t 4 Q;) —> Hom, (A ® xX, Q;) +0 


is exact. The assertion now follows by an application of the associativity 
formulas: 


Hom;(B ® X, Q,) = Hom ,(B, Hom; (X, Q,)), ete. 
Proposition 5.3. If one of the sequences 
a——B-——C 
or pp 4° 
is exact, the other is exact, too. 


Proof. If the first sequence is exact, then the second is exact, since 
Hom,;( , Q,) is an exact functor. Therefoge, we assume that the first sequence 
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is not exact; this means either that there is an element xz ¢€ A, such that 
vuz + 0, or that there is a y € Kerv, such that y ¢ Imu. In the first case, let 
Guz be the cyclic subgroup of C, generated by vuz (C being considered as a 
Z-module). Since Q, contains cyclic subgroups of any finite order, there exists 
a Z-homomorphism 9’: G,,.—> Q,, which does not map vuz onto zero. Since 
Q, is Z-injective, g’ may be extended to a Z-homomorphism : C > Q,. But 
then we have (u*v* @) (x) = y(vuz)+ 0; thus, u*v* m+ 0, and the second 
sequence is not exact. In the second case, let H, be the cyclic subgroup of 
B/(Imu), which is generated by y/(Imu). Here, too, there exists a Z-homo- 
morphism y’: H, > Q,, which does not map y onto zero. y’ may be extended 
to a Z-homomorphism y: B > Q,. y maps Imw onto 0, and is therefore in the 
kernel of u*. On the other hand, y(y) + 0; thus, y is not in the image of v*, 
and hence the second sequence is not exact. 

Now, let F* be the semisimplicial functor generated by {C, k, p}. We shall 
show that the cochain complex 

{Ft (X), 0} = {F*(X),8=Z (-1)'d azo 
is an injective resolution of X. 

Proposition 5.2 implies that C = VCU assigns to each module X an 
injective module (C(X’))’; hence, the modules F"(X) are injective for n = 0. 
Theorem 4.3 implies that the construction {C, k, p} is G U-trivial, since {C,k,p} 
is G@-trivial. Therefore, the semisimplicial complexes @(U(F*(X))) and 
U (F* (X)) have trivial homotopy groups, and the chain complex (U (F*(X )),9) 
has trivial homology groups. Proposition 5.3 now implies that (#'*(X), 2) has 
trivial cohomology groups (here, use is made of the fact that U is an additive 
functor). As in 5.1, we have 

Theorem 5.4. The Kan homotopy groups of the semisimplicial abelian growp 
complex 

R,(X, Y) = Hom(F*(X), Y) 
are canonically isomorphic with the Eckmann-Hilton injective homotopy groups 
tn (Ky(X, ¥)) = Hn 41(X, Y) (n 2 0). 


As in 5.1, 77,(X, Y) may be obtained as (— 1)-dimensional homology group of 
the chain complex, but not as Kan homotopy group. 


6. The Topological Cone Construction 
Let R be the category of topological spaces with basepoint, Hom(X, Y) 
being the set of basepoint preserving continuous maps X + Y, with the natural 
rule of composition. We shall define a dual standard construction {C, k, p} in &. 
The functor C is the cone construction: 


CX = [0,1] x X/{0} x X vu [0, 1] x {0}, 
[0, 1] denoting the real interval 0 < ¢ < 1, with the point 0 as basepoint. 


k(X): X + CX is the natural imbedding of X into the base of the cone, 
defined by k(X) (x) = (1, 2). 
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p(X): CCX + CX is defined by p(X) (ty, t,, 2) = (tot, 2). 
First, we have to verify some points: 
(1) pis compatible with the identifications being made in [0, 1] x [0,1] x X 
to get the space CCX: 
p(X) (0, t, x) = p(X) (ty, 0, x) = p(X) (ty, 4, 0) = 0. 
(2) k and p are functor morphisms; this is obvious. 
(3) Axiom (SC 1’) is valid, since 
p(X) o k(CX): (t, x) > (1, t, x) > (t, z) 
p(X) o O(k(X)): (t, z) > (t, 1, z) + (t, 2). 
(4) Axiom (SC 2’) is valid, since 


p(X) 0 p(CX): (ty, ty, ty, %) > (loth, ty, 2) > (lotta, 2) 
p(X) o C(p(X)) : (to, ty, te, ©) > (to, byte, T) > (gt ty, 2). 
Thus, the axioms (SC 1’) and (SC 2’) essentially express the fact that the real 
interval [0, 1] is a multiplicative monoid. 
| The dual semisimplicial functor F* assigns to each topological space X a 
sequence of topological spaces 
F°(X) = CX, F'(X) = CCX,... 


together with continuous face and degeneracy operators. K,(X, Y) 

= Hom(F*(X), Y), then, is an ordinary semisimplicial complex. 
Theorem 6.1. The Kan homotopy growps of the semisimplicial complex 
K,(X, Y) are canonically isomorphic with the Eckmann-Hilton homotopy groups 
Mn (K(X, Y))= IT y 41 (X, Y) (nz 0). 


(For n = 0, only the right hand side carries a growp structure.) 

Proof. (1) First, one shows that K,(X, Y) satisfies the Kan condition. 
This is an almost immediate consequence of the fact that the union of all faces, 
except one, of an n-cube is a retract of this cube. 

(2) In each set K,(X, Y), the zero map 0: C"+!X + Y is distinguished. 
The sets 

I, = {0 €K,|\d'o=0 for all i}, (n = 0) 
consist of those and only those maps a: C"+1X + Y which may be factored 
through the (n + 1)-fold suspension 2"+!X, g being the canonical map of 
O*+1X onto L*+1X: 

ont+i x —*— ynti yx 


Y 
Thus, we may identify I, = Hom(2"+!X, Y), (n = 0). 
If we take the non-augmented complex Kj (X, Y), this description is valiti 
only for n >0. For n = 0, we have I, = K,(X, Y), since then in K, no face 
operator is defined. 








376 Perer J. Huser: 





(3) The Kan homotopy sets are defined as the sets of equivalence classes 
of I’, modulo the semisimplicial homotopy relation: 
nm, (K,y(X, Y)) = I,,|~ . 
First, we shall investigate [,/~ for the non-augmented case. Let o,1 be 
0-simplexes. o and t are semisimplicially homotopic if and only if there exists 
a l-simplex g, such that d°9 = a, d'9 = t. Therefore, we have maps 
o,t:[0,1]xX>Y 
0: [0,1] x{0,1])xX+Y 
satisfying 
a(0, xz) = a(t, 0) = r(0, ze) = t(t, 0) = 0 
0(0, i, x) = 0 (to, 0, x) aon 0 (to, 4, 0) = 0 
o(1,t, x) = a(t, x) 
o(t, 1, x)= rit, 2). 
The last two equations imply that o and t coincide on the base of the cone: 
o(1, x) = r(1, 2). 
o determines an ordinary homotopy ®, of the maps o and t by 
P,(s, x) = Dt, 8, z) = g(s + t(1 — 8), 8/(s + t(1 — 8)), 2), (t, 8) + (0, 0) 
(0,0, xz) =0. 
Then, we have 
®,(s8, x) = o(s, 1, x) = t(s, x) 
®, (s, x) = o(1, 8, x) = o(s, x) 
®,(0, xz) = D,(s,0) = 0 
®,(1, 2x) = oe(1, 1, x) = o(l, x) = (1, x) . 

We shall see presently that ® is continuous; thus, ®, is a basepoint- 
preserving homotopy, which, in addition, leaves the base of the cone pointwise 
fixed. Continuity of ® at (0, 0, z) may be proved as follows. Let U be an open 
neighborhood of 0 € Y. For each s € [0, 1], we choose a cubic open neighborhood 
V(s) = Va(s) x V,(s) x V,(s) of the point (0,8, x), such that o(V(s)) c U. 
The sets V,(s) constitute an open cover of the compact interval [0, 1]; we may 
choose a finite subcover V,(s,), . . ., V;(8_). We put 
Vo= % Vols), Ve= m Vols). 

+ ‘ 


Then, we have o(V, x [0,1] x V,) c U, and continuity of ® follows. 
Conversely, if ®, is a homotopy of two maps o,t: CX > Y satisfying the 
above relations, then we may construct a semisimplicial homotopy by putting 


o(u, v, x) = P(u(l © v)/(1 <. uv), uv, x), (u, v) + (1,1), 
o(1, 1, x) = Ot, 1, x) = o(1, x) = rl, 2). 


The 1-simplex o then gives the desired homotopy. The continuity of 9 may be 
shown by a proof similar to that above for the continuity of ®. 
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7 Hence, two 0-simplexes o,t: CX -—> Y are semisimplicially homotopic if 
and only if the corresponding maps . 

(a) agree on the base of the cone, and 
4 (b) are homotopic in the ordinary sense relative to the base of the cone. 

In the case of the augmented complex, this may be simplified, since then 
all simplexes of J, map the base of the cone onto 0. Therefore, we have then 
m(K4(X, ¥)) = IMEX, Y). 

I,/~, n >0, may be treated similarly. Two simplexes o, t € J, are homo- 
topic if there is a (nm + 1)-simplex o, such that d*9 = o, d"*+19 = tr, and d‘o = 0, 
i< n. 

But now the bases of the various cones will be mapped onto the basepoint 
of Y in any case; hence, we obtain for both the augmented and the non- 
augmented complex: 

Two n-simplexes o,t €J’,, n >0, are semisimplicially homotopic if and 
only if the corresponding maps 


o,t: L**1X¥+ Y 
are homotopic in the ordinary sense. Therefore, the sets 
Xn(Ky(X, ¥Y)) and J7,,,(X, Y), n>0O, 


may be identified canonically. 

(4) It remains to show that this canonical identification induces an iso- 
morphism of the group structures. This may be proved easiest by using the 
fact that the group structure in 2,(K,(X, Y)), » = 1, is natural with respect 
to X and Y. If this group structure is carried over to J7;,,,(X, Y) with the aid 
of the canonical identification, we obtain a natural group structure in this 
latter set; but, according to Hitton [6], the natural group structure of 
IT, .,(X, Y) is uniquely determined for n >0. For n = 0, we have no group 
structure in 7)(K,(X, Y)). 

Remark. The above semisimplicial definition of homotopy groups of two 
spaces X, Y has a small flaw: it does not give us the set /7(X, Y); and /7,(X, ¥) 
is obtained only without its group structure. This may be remedied as follows. 

We replace the dual semisimplicial object F*(X) by the subobject P*(X) 
ty consisting of the subspaces 


w 


“856 * 


1 
P(x) = {(o sey tay 2) €F*(X) | boty .. te = 3} 
with the induced face and degeneracy operators. 
he F(X) may be identified with the space 


ng A, x X/A, x {0}, 


where A, is the Euclidean n-simplex, the face and degeneracy operators being 
the usual ones. By taking logarithms, s;= — log(t;)/log(2), we obtain the usual 
parametrization of A,,, too: Ys;— 1, s;= 0. 
We put 
R,(X, Y) = Hom(F*(X), ¥) = {Hom(F*(X), Y), dé, sh, 20. 


Math. Ann, 144 26 
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Theorem 6.2. The Kan homotopy groups of R,(X, Y) are canonically iso- 
morphic with the Eckmann-Hilton homotopy groups: 
tn (K(X, ¥)) = I1,(X, ¥), (n 20), 
and, if X = S, is the 0-sphere, then R(X, Y) may be identified ivith the elugaler 
complex of Y. 
Proof. Let I’, be the set of n-simplexes of K,(X, Y) having faces d‘¢ = 
for all i. ',, may be identified with the set of continuous maps 
o:4,xX+Y 
having the property 
o(4, x X UA, x {0}) =0 
Therefore, after choosing suitable homeomorphisms, we may identify J, with 
the set of basepoint-preserving maps 
2*x-Y. 
If two simplexes a, t € I’, are semisimplicially homotopic, then there exists 
a (n + 1)-simplex og, such that 
d*9 =a, d"*19=t1, d‘o=0 (i< n). 
As above, one defines an ordinary homotopy ®, between the maps o and t by 
putting 
Dy (ty, . . -s tay, 8, 2) = O(by, . . -, Ens, 8 + U(1 — 8), 8/(8 + t(1 — 8)), x) . 
(of course, ®, is defined only on the surface f,t, . . . t,-, = =) ‘ 
Conversely, each ordinary homotopy ®, defines a semisimplicial homotopy, 
as above. 
The last part of the theorem is obvious. 


7. Adjoint Constructions 


Let us assume that the functor C in a dual standard construction {C, k, p} 
admits a right adjoint Z. In other words, we have a-natural equivalence 


y: Hom(CX, Y) + Hom(X, EY). 


Then, the functor morphisms k and p admit adjoint morphisms k’ and p’ 
respectively, satisfying the axioms (SC 1) and (SC 2); thus, {Z, k’, p’} is a 
standard construction. k’ and p’ are defined by 

k'(X) = y“ (1px) ok(EX) 

p(X) = y(y(y* (gx) 0 p(EX))) . 
The somewhat lengthy verification of the axioms will be omitted. It follows that 
E generates a semisimplicial functor F,, which is adjoint to the functor F* 
belonging to C; in fact, y induces an isomorphism of the semisimplicial com- 
plexes 

Hom (F*(X), Y) > Hom(X, F,(Y)). 
For instance, the topological cone construction C admits a right adjoint E: 

the path functor (EZ Y is the space of paths beginning in the basepoint of Y, 
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topologized by the compact-open topology). It follows that we obtain the same ° 
homotopy groups by “resolving” either X by cone constructions, or Y by path 
space constructions. 

By the way, the above use of the word “resolve” is not quite correct and 
should better be avoided. If, for instance, the space Y is a topological abelian 
group, then the complex F{, generated by path space constructions, is a semi- 
simplicial topological abelian group complex. The associated chain complex 
(obtained by putting @ = 2(— 1)‘d*), however, is by no-means a resolution of the 
group Y; its homology groups are, essentially, the homotopy groups of the 
space Y. 

The modified semisimplicial complex &,(X, Y) admits a very interesting 
interpretation using adjointness. The right adjoint functor F, of F* assigns to 
each space its singular complex, topologized by the compact-open topology. 
More precisely, F,( Y) consists of the spaces 


F,,(Y) _ Map(4,, Y) , 


where Map(A4,, Y) denotes the set of (not necessarily basepoint-preserving) 
continuous maps 4, Y, topologized by the compact-open topology, and having 
the constant map 4, 0 as basepoint. 

Then, the natural identification 


y: Hom(A, x X/A, x {0}, Y) = Hom(X, Map(A,, Y)) 


induces an isomorphism of the semisimplicial complexes Hom(f*(X), ¥) and 
Hom (X, F,(¥)), which proves the adjointness of F* and F,. 

Thus, K,(X, Y) may be interpreted as being the set of basepoint-preserving 
continuous maps of X into the topologized singular complex of Y. 

If X is a Hausdorff k-space (KELLEY [9], p. 230), then we may still go further. 
Let Map’(X, Y) be the subset of Map(X, Y), consisting of the basepoint- 
preserving maps. Then, the identification 

Map’ (X, Map(4,, Y)) = Map(4,, Map’(X, Y)) 
(EcKMANN and Huser [3]) implies that K,(X, Y) may be identified with the 
singular complex of Map’(X, Y). This applies to a rather large class of spaces, 
since all Hausdorff spaces, which are either CW-complexes or locally compact, 
or satisfy the first axiom of countability, are k-spaces. 


8. The Category of Pairs. Exact Sequences 
Let R be any category. Then, the category of pairs (or category of morphisms) 
(RK), or simply YP, is defined as follows. The objects u, v of PB are the mor- 
phisms of 8; the morphisms @ : u + v of HB are those pairs (@,, y,) of morphisms 
of R which make the diagram 





x hal sity Y, 
. 


‘ ’ 
x,—"~ ¥, 
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commutative. The composition of morphisms in J is defined in the obvious way. 
Each standard construction {C, k, p} in R defines a standard construction 
{C’, k’, p’} in B, by 
C’ (u) = C(u) 
C'( Py Pa) - (C( 1), C( 2) 
k’ (u) = (k(X,), &(X;)) 
p' (u) = (p(X,), p(X,)) . 


It is easy to verify the axioms (SC 1) and (© Zz); since no confusion is 
possible, we shall omit the strokes at C’, k’ ane. p’ from now on. 

These constructions allow the introduction of the semisimplicial complexes 
K,(X, Y) and K,(u, v) in and respectively, and the definition of homotopy 
groups 

%y(X, Y) = 2,(Ky(X, Y)), and 2,,(u, v) = 2,(K,(u, v)) . 


It should be noted that the dimensional notation is practically forced on us 
by the semisimplicial structure and does not quite agree with that introc uced 
by Eckmann and Hixon. 

From now on, we shall suppose that the following two conditions are 
satisfied : 

(A) The category R contains a zero object O, and C preserves zero objects. 
Obviously, PB then contains a zero object, too. 

(B) The complexes K,(X, Y) and K,(u, v) satisfy the Kan condition for 
all X, Y, u, v. 

It is not known to the author whether (B) is really necessary; perhaps one 
might avoid it by using Kan’s functor Ex”. 

Now, we want to relate pair homotopy groups 2, (uv, v) with absolute groups 
a,(X, Y). Obviously, we have for any v: Y, > Y, 


K,(00 x, v) = K(X, Y¥.) 
K, (9x0, v) = K,(X, Y,) . 


Therefore, we may identify the corresponding homotopy groups. 
Let u: X,—> X, be an object of DP. The morphisms « = (09 y,, ly,) and 
B = (090, u) induce semisimplicial maps 


K,(u, v) + K, (ox, v) + K, (ox, v). 


By using the above identifications and choosing v= k(Y), we obtain the 
following sequence of homotopy groups and natural group homomorphisms 


zy (u, k(¥)) > 24,(Xq, ¥) "ay (X,, ¥). 


Theorem 8.1. There exists a natural boundary homomorphism 0, which turns 
this sequence into an exact sequence 


+ am (tt, k(¥)) +205 (Xp, ¥) rat (Xy, ¥) > tna (u, R(Y)) 
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Proof. @ may be defined as follows. Let the morphism 
gp: X,+O*1yY 


be a representative of the class [gy] €2,(X,, Y); then, d‘g=0 for all i. 
2[¢@] now is defined as being the class of (¢, 0): 


xX,—*~+o*(c Y) 
; joan =a 
xX,—*+oY 


We have to show 

(1) @ depends only on the class [9]. 

Let g ~ g’, then there exists a (n + 1)-simplex 7, such that d°7 = 9, 
d'n = gy’, d'n = 0 (t >1); (n, 0) then defines a homotopy between (g, 0) and 
(g’, 0). (Here we use the fact that we obtain the same homotopy relation by 
taking the first or the last face operators.) 

(2) @ is natural; this is obvious. 

(3) @ is a group homomorphism. Let » = 2, and let [7] = [¢] + [yp], the 
sum being defined by a (n + 1)-simplex 4; d°n = y, d'n = x, d*n = op, d‘'n =0 
(¢ >2). The simplex (7, 0) then yields [y, 0] = [, 0] + [y, 0]. 

(4) Bta* = 0. 

The semisimplicial map f* a* : K,(u, k( Y))-» K,(X,, Y) may be factored 
through K,(ly,, k(Y)). This complex has trivial homotopy: let (9, y) € 
€ K,,(ly,, &( Y)) be a representative of some homotopy class. Then, the (n+ 1)- 
simplex (s"*! p, ~) defines a homotopy (¢, y) ~ (0, 0). 

(5) 2p* =0. 

Let ¢ be a representative of a homotopy class of z,,(X,, Y). Then, 0 £* [@] 
= [pu, 0], and the desired homotopy (gu, 0) = (0, 0) is furnished by (s" pu, ¢). 

(6). «*d = 0; this is obvious. 

(7) Let B*[q] = 0. Since £* [gy] = [eu], there exists a 7, with d*+1y= pu, 
d‘n = 0 (i< n+ 1). Then, a*[n, p] = [¢]. 

(8) Let [qm] = 0. Then we have a n-simplex (n, #), such that d*+!y = #u, 
d"(n, 0) = (y, 0), d*(n, ®) = (0, 0) for i< n. It follows that du ~ @; hence, 
BI8] = (9. 

(9) Let a*[@, y] = 0. Then we have a , such that d"*!» = y, d'n=0 
(i< n+ 1). Now, consider the n + 2 (mn + 1)-simplexes 6, = 0 (0 S i< n), 
Ons1 = Y; On4g = 4U. By the Kan condition, we may find a (n + 2)-simplex a, 
such that d‘c=o, (i+ mn). Then, the simplex (¢,7) defines a homotopy 
(gp, yp) ~ (d"o, 0); thus, d[d"*o] = [¢9, y]. 

This rather simple proof of the exactness of the homotopy sequence has 
several great advantages, as compared with the proofs given previously by 
EckMANN and Hitton: 

(1) It is dualizable. 

(2) It is valid in the category of modules as well as in the category of 
topological spaces. 
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(3) It is valid in the categories of pairs, of pairs of pairs, etc., of modules and 
spaces respectively, since it is easy to verify that the respective semisimplicial 
complexes satisfy the Kan condition. 


9. Fibrations and Cofibrations in General Categories 


It is even possible to introduce the notion of fibration and cofibration in 
general categories with the aid of a standard construction. 

First, we define the kernel and the cokernel of a morphism. Let R be a 
category containing a zero object, and let u: X + Y be a morphism. A pair 
(U, 7) consisting of an object U and of a morphism j: U + X is called a kernel 
of u, if 

(1) woj =0, and 

(2) for each Z €R and each v:Z— X with u o v = 0 there exists one and 
only one morphism w : Z + U, so that j o'w = v 


o—_ y—*~ 


1A 


Z 


Obviously, (U,7) is uniquely determined up to equivalence, and j is a mono- 
morphism (i.e., j 0 w= j 0 w’ implies w = w’). By abuse of language, we shall 
denote the object U as kernel and omit j. 

The definition of the cokernel of u is dual. 

Let R be a category containing a zero object, and let {C, k, p} be a standard 
construction in R, generating a semisimplicial functor F, and semisimplicial 
complexes K,(X, Y) = Hom(X, F,(Y)). As usual, we assume that zero 
objects are preserved under C. 

Definition 9.1. A morphism u: X,—> X, is called a cofibration if the in- 
duced semisimplicial map 


u*: K,(X,, Y) > K,(X,, Y) 


is a semisimplicial fibration for all Y €8. The cokernel X, of u then will be 
called cofibre of u (provided that this cokernel exists). 

One may show that, in the category of topological spaces, each cofibration 
in the ordinary sense (homotopy extension property for arbitrary range spaces) 
is a cofibration in the above sense. It is not known to the author whether the 
converse is true. A similar statement is valid for the fibrations, to be defined 
later on. 

The semisimplicial fibre of u* consists of the set of all morphisms 
ao: X,> C*+!Y, (n > —1), satisfying o o u = 0. Thus, it may be identified 
with K,(X;, Y). 

Then, one may infer from the general theory of semisimplicial complexes 
that we have exact homotopy sequences 


a —> 1y(Xz, Y) > m,(X3, Y)> Ny (X;, Y) mit Nn (Xz, Y) nt 9 
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This result is valid even if K,(X, Y) does not satisfy the Kan condition, 
but from now on we shall again consider only Kan complexes. 

A comparison with theorem 8.1 suggests the following excision theorem: 

Theorem 9.2. Let wu: X,-> X, be a cofibration with cofibre (X;, v). Then, 
(Ox, 0, v) induces an isomorphism 


J : tq (Xs, Y) > m,(u, k(Y)). 
Proof. First, we show that J is epimorphic. Let (9, y) 


X,—*— o*+1(C Y) 


X,—~ o*1Y 
be a representative of a homotopy class of 2,(u, k(Y)). Since u* is a semi- 
simplicial fibre map, we may find a (m + 1)-simplex t : X, + C*+* Y, such that 
TOU=g, d**+7=y, d't=0 (i< n). 

Then, (s"*1 @, t) defines a homotopy (9, y) ~ (0, d"r). We have d*t ou = 0; 
thus, there exists a w: X,-— C*+' Y, satisfying d*t = w ov. Hence, J[w] 
= [¢, p]; thus J is epimorphic. 

Now, we want to show that J is monomorphic,- which is equivalent to 
showing that (0, wv) ~ (0, w’v) implies w ~ w’. Let (ny, 8) be a homotopy 
between (0,wv) and (0,w'v); ie. d*t*y7=Pou, d**(n, 0) = (0, wv), 
d*(n, @) = (0, wv), d*(n, ®) = (0,0), i< n. Since u* is a semisimplicial fibre 
map, there is aa: X,- C"*+* Y, such that o 0 u = n, d*+*¢ = @, d"a = s" wv, 
d‘g = 0,i< n. We have (d"*1¢a) 0 u = d"*+!» = 0; thus, there exists a 7: X, > 
+ C*+?Y, satisfying yv = d"*4c. Since v is an epimorphism, the relations 
d*+lyv=w'v, d*yv=wv, d'yv=0, i< n, imply d**4y=o', d*y =, 
d‘y = 0, i< n. Hence, w ~ o’. 

The dualizations of definition 9.1 and of theorem 9.2 show some interesting 
features. The ordinary dualization procedure in categories leads to 

Definition 9.3. Let R be a category containing a zero object, and let 
K,(X, Y) be the semisimplicial complex induced by a dual standard construc- 
tion in R. Then, a morphism u: Y,-—> Y, is called a fibration if the induced 
semisimplicial map 

u*: K(X, Y,) > K,(X, Y,) 
is a semisimplicial fibration for all X €R. The kernel Y, of u then will be called 
fibre of u (provided that this kernel exists). 

It follows, as above, that the semisimplicial fibre of u* may be identified 
with K,(X, Y;), and that we have an exact sequence 


2) -—> x,(X, Y;) > 2,(X, Y,)> 1, (X, Y,) > %-1(X, Y;)> oe 


Theorem 9.4. Let u: Y,-—> Y, be a fibration with fibre (Y,, v). Then, (v, Oo y,) 
induces an tsomor phism 


J : %_(X, Ys) > a, (k(X), u). 








384 Peter J. Huser: 


However, it is possible to introduce fibrations without dualizing completely, 
that is, without replacing the standard construction by a dual one: 

Definition 9.5. Let R be a category containing a zero object, and let 
K,(X, Y) be the semisimplicial complex induced by an (ordinary) standard 
construction in R. Then, a morphism wu: Y,-> Y, is called a fibration if the 
induced semisimplicial map 

uy: K,(X, ¥,) > K,(X, Y,) 


is a semisimplicial fibration for all X €R. If C commutes with kernels (i.e., if 
C(Keru) = KerC(u)), then the kernel Y, of u will be called fibre of u (provided 
that this kernel exists). 

The assumption that C commutes with kernels is needed to prove that the 
semisimplicial fibre of u, may be identified with K,(X, Y,). The exact fibre 
sequence then follows as above. Since the concept of fibration is defined only 
relative to a specific standard construction, the definitions 9.3 and 9.5 cannot 
conflict; moreover, if a pair of adjoint constructions is used, then the two 
definitions are equivalent. Of course, definition 9.5 may be dualized too... 

Theorem 9.6. Let R be a category containing a zero object, and let {C, k, p} 
be a standard construction in R, such that the complexes K,(X, Y) are Kan 
complexes. Then, the morphism k(Y):C Y + Y is a fibration. 

Proof. Let f: K,(X,C Y)+ K,(X, Y) be the semisimplicial map induced 
by k(Y¥). We have to show that for every n (n — 1)-simplexes ap, . . ., 0% _, 
Onay ---» On € Ky(X, CY) satisfying d'a, = d’-o, for i< j, and i,j + k, and 
every n-simplex +t ¢€ K,(X, Y) satisfying d‘tr=/o,;, i+, there exists a 
n-siplex o € K,(X,C Y), such that d'o =o, for i+ k, and fo=rt. If we 
consider the o; as n-simplexes of K,(X, Y), then, by the Kan condition, we 
may find a (nm + 1)-simplex o € K,(X, Y), such that d‘'o=o,fori+k,icn 
and d*+1¢ = t. This o, interpreted as n-simplex of K,(X, C Y), has the desired 
properties. 

Theorem 9.7. Under the assumptions of theorem 9.6, the object CY has 
trivial homotopy: 

a,(X,CY)=0, n=0. 


Proof. Let. o bea n-simplex of K,(X, C Y), such that d'o = 0, (0 S i < n). 
We interpret o as (n + 1)-simplex of K,(X, Y), form 9 = s"*"¢, and reinterpret 
@ as (n + 1)-simplex of K,(X, C Y). We have d**+'9 =a, d‘9 = 0 (i < n), and 
therefore ¢ ~ 0. (Here we consider, as usual, the augmented complex; for the 
non-augmented one, the argument would have failed in dimension 0, since there 
no face operator is defined.) 

Theorem 9.8. Under the assumptions of theorem 9.6, together with the addi- 
tional assumptions that k(Y) has a kernel 2 Y and that C commutes with kernels, 
we have 


My (X, QV) = Hy 41 (X, Y), (n >0). 


Proof. This follows immediately from the exact fibre sequence, and from 
theorems 9.6 and 9.7. 
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Thus, the fibre QY of k(Y):CY—+Y has properties approximately 
corresponding to those of a loop space. It will be left to the reader to dualize 
theorems 9.6, 9.7 and 9.8; the theorem dual to 9.8 states that the cofibre 7X 
of the morphism k(X): X + CX of a dual standard: construction has the 
formal properties of a suspension. 
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Gefilterte Summation von Filtern 
und iterierte Grenzprozesse. II* 
Von 
GERHARD GRIMEISEN in Stuttgart 


In dem vorliegenden zweiten Teil dieser Arbeit soll die Anwendung der 
gefilterten Summe von Filtern diskutiert. werien. Im Mittelpunkt stehen dabei 
der in topologischen Raumen geltende Satz vm iterierten Limes, der ungefahr 
besagt, daB man iterierte Grenziibergange stets in einfache, nicht iterierte, 
verwandeln kann, und seine in regularen Raumen geltende Umkehrung. In der 
Literatur gibt es unseres Wissens im wesentlichen drei Zugiange zu diesen 
Theoremen: erstens den Zugang von den Moore-Smith-Folgen her bei G. Brrk- 
HOFF und J. L. Ketiey’). Die Umkehrung des Satzes vom iterierten Limes 
dient schon BrrkHorr zur Kennzeichnung der reguléren unter den Haus- 
dorffschen Raumen?). Mehr oder weniger explizit findet man bei BrrKHOFF 
und KE.iey*) die Bemerkung, daB die einstufigen unter den mehrstufigen 
Raumen gerade durch die Giltigkeit des Satzes vom iterierten Limes aus- 
gezeichnet seien. 

Der Umstand, da8 H. J. Kowatsxy*) mit Hilfe seiner Diagonallimitie- 
rungen eine solche Kennzeichnung angibt, legt (zweitens) das Vorkommen des 
genannten Satzes in dieser Theorie nahe : Tatsachlich liefert schon die Definition 
einer Diagonallimitierung — als Satz tiber Limitierungen umgedeutet — im 
wesentlichen den fiir das Inverse des (als Relation aufgefaBten) auf Filter iiber 
dem Grundraum eingeschrankten Limesoperators (vgl. § 5) ausgesprochenen 
Satz vom iterierten Limes. 

Drittens l4Bt schon die von BourBAKI und J. DrzupoNNE') bewiesene Tat- 
sache, daB der in regularen Raumen geltende ,,Satz vom Doppellimes‘‘ nur in 
regularen Raumen gilt, im Hinblick auf die Untersuchungen BirKHoFFs ver- 
muten, daB dieser Satz eine enge, substantielle Beziehung zur Umkehrung des 
Satzes vom iterierten Limes hat, ist er doch dieser Umkehrung in Hausdorff- 
schen Raumen — auf Grund des Gesagten — aquivalent: er erweist sich als 

*) Zweiter Auszug aus der Dissertation » Uber die gefilterte Summe von Filtern“ des 
Verf., Stuttgart 1958. 

1) Brrxuorr [2], S. 43, theorem 5; Ketiey [12], 8S. 279, und [13], 8. 69: “Theorem 
on iterated limits’’. ; 

*) Brrxuorr [2], S. 44, theorem 7a. 

*) Brrxuorr [2], S. 44, FuBnote 5: “(4 6) assumes . . . that derived sets are closed”. 
Ke.tey [13], 8. 75: “ . . . condition (d) is precisely what is needed”. 


*) Kowatsky [15], S. 311—313, insbesondere Definition 8 und Satz 9. 
5) Boursaki-Dreuponne [5]; siehe auch Boursaki [3], S. 69, proposition 8. 
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unmittelbares Korollar (Korollar 6 zu Satz 23) der filtertheoretischen Fassung 
dieser Umkehrung. 

Eine Vereinigung dieser drei Konzeptionen gelingt mit Hilfe der gefilterten 
Summe von Filtern (§ 4, I*)); als , Approximatoren“ werden dabei nicht — wie 
bei Kowatsky — die Filter iber dem Grundraum, sondern allgemeiner — 
Moore-Smith-Folgen’) und Filter tiber dem Grundraum umfassend — ge- 
filterte Punktfamilien nach G. NOBELING*) verwendet. Der Zusammenhang jeder 
der drei Konzeptionen mit unserer l4Bt sich auf den des jeweils benutzten 
technischen Hilfsmittels (,,iteriertes“ kardinales Produkt gerichteter Mengen 
(§ 6, I), ,,Diagonalfilter“ (§ 5), kardinales Produkt von Filtern (§ 5, 1)) mit 
unserem, der gefilterten Summe, zuriickfiihren und damit explizit angeben 
(vgl. Satz 26, I, Korollar 1 zu Satz 24, Satz 25, I). 

Der Einfachheit halber haben wir uns hier die Beschrankung auferlegt, 
Limes- und Adharenzoperator auf eine vorgegebene (mehrstufige) Pratopologie 
zu beziehen, nicht auch als Grundbegriffe einzufiihren. Hingegen hielten wir 
die Diskussion wenigstens eines Teiles der Uberginge zwischen den in der 
Topologie tiblichen Grundoperatoren, die ein unverdffentlichtes Manuskript 
von J. Scumipt®) wesentlich benutzt, im Interesse einer abgerundeten Dar- 
stellung fiir unentbehrlich, Nach Zusammenstellung dieser topologischen Hilfs- 
mittel in § 1 kniipfen wir in § 2 an den ersten Teil dieser Arbeit an, indem wir 
die gefilterte Summation von Filtern auf die von gefilterten Familien itiber- 
tragen. Damit laBt sich dann in §3 der Satz vom iterierten Limes, als eine 
Bedingung fiir den Limesoperator, dual dazu ein entsprechender Satz ,,von der 
iterierten Adharenz‘‘ iiber den Adharenzoperator, bequem in der Sprache der 
gefilterten Familien ausdriicken; jeder der Satze dient zur Kennzeichnung der 
(einstufigen, idempotenten) Topologien unter den (mehrstufigen) Pratopologien 
(Satz 19). Die Formulierung des Satzes vom iterierten Limes fiir punktweise 
Konvergenz liefert (ohne Benutzung der Produkttopologie!) eine in gewissem 
Sinn konstruktive Aussage iiber die Approximierbarkeit der Baireschen Funk- 
tionen durch stetige, seine Umkehrung (Satz 23 (a), § 4) — wie nach BrrKHoFF 
zu erwarten war — eine Kennzeichnung der reguléren Raume unter den Haus- 
dorffschen. Durch eine Spezialisierung der Umkehrung, die genau dem Uber- 
gang von der gefilterten Summe zum ordinalen Produkt von Filtern entspricht, 
kommt man, nach Ersetzung des auftretenden ordinalen durch das kardinale 
Produkt von Filtern, gerade zum Satz vom Doppellimes BourBakis. Die beiden 
anderen hier gewahlten Ausgangspunkte unserer Konzeption, die Konzeptionen 
von Kowatsky und BrrkHoFrr-KE._ey, untersuchen wir in den Paragraphen 5 


*) Teil I dieser Arbeit, d. h. [9], wird durch ,,I“ zitiert. 

7) Unbeschadet der Aquivalenz von Moore-Smith-Folge und Filter (Bruns-Scumipt [6)). 
Eine genaue Diskussion der Beziehung der Moore-Smith-Folge zur gefilterten Familie 
findet der Leser bei J. Scummpt [26], 8. 29f. 

*) Népetine [21], S. 54. 

*) Ein Ausschnitt dieses Manuskriptes, das, allgemeiner als hier dargestellt, die zwischen 
den in der Topologie iiblichen Grundoperatoren bestehenden Galoiskorrespondenzen be- 
handelt, ist in der kiirzlich veréffentlichten Arbeit von J. Scumipt [26] enthalten. 
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und 6. Zusammenfassend werden in § 7 die Hauptsatze dieser~Arbeit (Satz 19 
und Satz 23) — allgemeiner, als J. Scumipr’®) transfinite Operationen der 
Ordnungstheorie behandelt — als die beiden Hialften eines und desselben 
Assoziativgesetzes gedeutet. 


Uber das in der Einleitung zu Teil I Gesagte hinaus, ist Verf. Herrn Dr. J. Scummpt 
fiir die gewahrte Einsicht in das erwihnte Manuskript zu Dank verpflichtet. 


§ 1. Pritopologischer Raum 


Einleitend sei folgendes bemerkt: Sind A und RF beliebige Mengen, so ist 
fiir irgendeine Relation R zwischen A und B, d.h. eine Menge R¢ A x B, 
die a-te Komponente g,R von R zu jedem a € A eine Teilmenge von B, die 
man meist mit Ra bezeichnet (vgl. § 2, 1). a + Ra ist eine Abbildung yz von A 
in die Potenzmenge J B von B"). Ist umgekehrt » irgendeine (eindeutige) 
Abbildung von A in $ B, so kann man mittels g eine Relation R, zwischen A 
und B definieren: ist (a, 6) € A x B, so bedeute (a, b) € R, dasselbe wie b € ya; 
es ist dann R,a = ¢a. Im Falle A + O hat man also R, = 7 pa (vgl. § 2,1'*)). 


Es gilt somit der einfache, bekannte?), im nichttrivialen Fall A +0 in dem 
Isomorphiesatz 8, I enthaltene 


Satz 1. Die Zuordnung R- gp, mit der Umkehrung y > R,, bildet die 
Menge (A x B) aller Relationen zwischen A und B eineindeutig auf die Menge 
(B B)A aller (eindeutigen) Abbildungen von A in DB ab. 

Hiernach kann man auch von der ,,als Relation aufgefaBten“ Abbildung 9, 
umgekehrt von der ,,als Abbildung aufgefaBten“ Relation R sprechen. Wird » 
als Relation aufgefaBt, so wollen wir unter g~! die zu @ inverse Relation ver- 
stehen, die dann ihrerseits als Abbildung von B in A aufgefaBt werden kann. 
Eine Verwechslung von g~! mit der Umkehrung der Abbildung 9 ist innerhalb 
dieser Arbeit nicht zu befiirchten. 


Gegeben sei eine Menge £. Eine (eindeutige) Abbildung t der Potenz- 
menge J £ von E in sich, die den Bedingungen 


(r0) t1z ist ein Raster , 
(v1) M ¢ctM (Extensionalitat) 


1°) J. Scumipt [25]. 
™) In der Terminologie von Boursaki [4], S. 72 (définition 2) und 73 (définition 4), 
Ware @, zu bezeichnen als die durch die Relation Cee R’ = {(a, Ra) | a€ A} 


zwischen A und $B — definierte »correspondanceé (R’, A, BB), Ra als »coupe de R 
suivant a«. 


12) Die direkte Summe einer Mengenfamilie kann man selbstverstindlich, formal 
unverandert, auch fiir die leere Mengenfamilie (in § 2, I — als Trivialfall — ausgeschlossen) 
erklaren. 

18) Allgemeiner bei J. Scumipt [24], S. 203, Satz 1, wo Abbildungen von DA in DB, 
also Mengenoperatoren anstelle der hier diskutierten Punk t operatoren zu den Relationen 
zwischen A und B in Beziehung gesetzt werden. 
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zu jedem x € E und jedem M ¢ E geniigt, nennen wir mit J. Scummpt") eine 
Priitopologie von E, das geordnete Paar (H, t) einen pratopologischen Raum"). 
In (t0) werde die Abbildung t als Relation zwischen DE und E£ aufgefaBt; 
t~1z ist also die Menge aller M ¢ E mit x €rM. 

Die Bedingung ,,(r0) fiir alle x € EB“ ist mit der Konjunktion der beiden 
Bedingungen 
(r0,) t(MUN)=tMuUtN (Additivitat) 
(fiir alle M, N ¢ E£) und 
(r0,) tTO=0 


aquivalent. Dies ergibt sich unmittelbar aus folgenden vier Bemerkungen tiber 
eine beliebige (eindeutige) Abbildung t von J Z in sich: (a) t erfillt genau dann 
die Bedingung 

wenn MCN, so tMCrtN (Monotonie) 


(fiir alle M, N ¢ BE), wenn zu jedem z € Z das Mengensystem 1! z aufsteigend 
ist (vgl. §1, I). (b) t sei monoton; dann ist t genau dann additiv, wenn zu 
jedem x ¢€ E das Mengensystem 1t~' zx die Eigenschaft (1.3), I (wichtigste unter 
den Rastereigenschaften) hat. (c) Ist t additiv, so auch monoton. (d) tO = O 
genau dann, wenn O ¢1~!z zu jedem z € £. 

Neben dem Operator t fiihren wir nun nach dem Vorgang von H. J. Ko- 
WALSKY"*) einen Operator S mit dem Definitionsbereich Z ein. B sei eine (ein- 
deutige) Abbildung der Menge £ in die Potenzmenge PPE von PEL, die den 
Bedingungen 
(G0) Gz ist ein Filter , 


(B1) Bac H{{x}} 


(# sei der in §1, I eingefiihrte, auf Z bezogene Hiillenoperator) zu jedem 
x €E geniigt. Die Elemente von Uz nennt man Umgebungen von z, D einen 
Umgebungsoperator*’). 

Zwischen den Pratopologien t und den Umgebungsoperatoren G 1aBt sich 
eine eineindeutige Beziehung herstellen, genauer: es gibt eine eineindeutige 
Abbildung der Menge aller t auf die Menge aller G. Nach G. Caoquet"*) und 
J. Scumipt’*) definieren wir bei gegebenem rt einen Operator B, durch 


(01) Bx = G(r-z) 


14) Nach einem unverdffentlichten Manuskript von J. Scumipr. 

5) NépeLinG [19], 8.131, sagt ,,mehrstufige Topologie™, auch ,,Topologie“, und 
ersetzt dabei das Axiom (10) durch dieSchwichere Forderung, da8 t monoton sei. Pavc [22] 
verwendet ,,Priitopologie“ in anderer Bedeutung. 

16) Kowaxsky [14], 8S. 152, Axiom (a). Terminologie nach J. Scumupr, loc. cit. 

17) Der konventionelle Umgebungsbegriff entsteht aus diesem durch Spezialisierung ; 
trotzdem wollen wir von Namensgebungen wie ,,Priumgebung“ und ,,Priumgebungs- 
operator“ der Einfachheit halber absehen. 

18) CHogvuet [7], 8. 38. 
1%) J. Scumipr, loc. cit. 
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zu jedem zx € Z (Y sei der auf E bezogene Verzahnungsoperator, vgl. § 1, I?°)). 
Sei x € Z. Da t~'z ein Raster ist, ist U,2 nach Satz 3, I ein Filter. Ist ferner 
V €%_2, so ist V nach (U1) mit jedem M ¢ EZ mit x € tM verzahnt, nach (11) 
also insbesondere mit der Menge {x}; U, ist somit ein Umgebungsoperator. — 
Umgekehrt definieren wir nach J. Scumipt™) bei gegebenem Umgebungs- 
operator G einen Operator tg durch Angabe der in der Relationsauffassung 
ZU Ty inversen Relation tz" (vgl. Satz 1): sei 


(02) tz = G(Bz2) 


zu jedem x €E. Sei x € Z. Da Gz ein Filter ist, ist tg'z nach Satz 3, I ein 
Raster. Ist ferner McC EH und «€M, so hat man nach (U1) M €Y(Gz), 
nach (U2) folglich z €tyM; tz ist somit eine Pratopologie. Die Zuordnung 


t> 2%, 


ist hiernach und nach Korollar 1 zu Satz 1, I eine eineindeutige Abbildung der 
Menge aller Pratopologien t von E auf die Menge aller Umgebungsoperatoren U 
mit dem Definitionsbereich Z. Die Umkehrung dieser Abbildung ist gerade die 
Zuordnung 

G- T}- 


Hangen die Operatoren t und G durch die Ubergangsformeln (U1) und (U2) 
zusammen, so wollen wir sagen, sie seien zueinander gehdérig. Im folgenden 
sei t eine Pratopologie von Z und D der zugehérige Umgebungsoperator. 

In einem pratopologischen Raum kann man Grenziiberginge folgender- 
maBen einfiihren”*). Ist a ein Stapel tiber Z, so sei der Limes Lima von a 
definiert durch 

Lima= fN tB 
Bega 
(¥ der auf E bezogene Verzahnungsoperator), die Adhdrenz Adha von a 
definiert durch 
Adha= f tA. 
A€a 


Statt ,,.2 € Lima“ bzw. ,,2 € Adha“ pflegt man auch zu sagen ,,z ist Limespunkt 
von a“ bzw. ,,2 ist Adharenzpunkt von a“. Da fiir den durch die Stapelbasis { M} 
mit Oc M ¢ E (im Falle nichtleerer Grundmenge £) erzeugten Hauptfilter 
3H {M} iiber E gilt Adh #’{M} = 1M, nennt man tM die Adharenz von M; 
diese Sprechweise verwendet man auch fiir M = 0. 

Unter Benutzung von Korollar 1 zu Satz 1, I erhalt man 

Satz 2. Lima = Adh(¥a), Adha = Lim(Ya). 





2°) Wird nichts anderes vereinbart, so beziehe sich der Verzahnungsoperator @ (§ 1, I) 
auf die Grundmenge desjenigen Stapels, auf den er gerade angewandt wird. 

1) J. Scumipr, loc. cit. 

*2) Verf. folgt hier, wie in den Sitzen 3, 4,5, besonders 6 der Darstellung von 
J. Scumipt, loc. cit., die sich auf Filter beschrinkt. Ein in unserer Arbeit beweistechnisch 
hiufig benutzter Vorteil der Zugrundelegung von Stapeln (bzw. gestapelten Punktfamilien) 
beruht auf dem als Dualisierungsprinzip anzusehenden Satz 2 (bzw. Satz 8). 
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Hiernach fallt insbesondere der Limes eines Filters (iiber Z) zusammen 
mit der Adharenz des dem Filter auf Grund von Satz 3, I assoziierten Rasters. 
Ist 6 ein zweiter Stapel tiber Z, so hat man per definitionem (vgl. Korollar 2 
zu Satz 1, I) 

Satz 3. Wenn aC b, so Lima ¢ Limb und Adhb ¢ Adha. 

Aus den Satzen 2 und 3 erhalt man mit Hilfe der Satze 4; I und 5, I 

Satz 4. Ist a ein Filter, so Lima ¢ Adha; 

ist a ein Raster, so Adha ¢ Lima; 
ist a ein Ultrafilter, so Lima = Adha. 

Lima und Adha lassen sich fir beliebige Stapel a (iiber Z) auch in Termen 
des zu t gehérigen Umgebungsoperators D ausdriicken (sei x ¢€ Z): 

Satz 5. x € Lima gilt genau dann, wenn Dz ¢ a®); 

x € Adha gilt genau dann, wenn Bz ¢ Ga. 

Beweis. Nach Satz 2 geniigt es, etwa die Aussage iiber den Limesoperator 
Lim zu beweisen. Die Aussage x € Lima ist aquivalent mit derjenigen, daB 
B¢ér'z fir alle B€ Ga gilt. Dies ist wegen tz = Y(O xz) dquivalent mit 
9a Cc Y(Bzx), nach Satz 2, I also mit Bz ¢ a. 

Wir bemerken, daB wegen Uz = Y(t“! z) C rx = Y(GBz) (siehe Satz 4, I) 
nach den Satzen 2, 3 und 5 x € LimGzx = Adhr-'z ¢ AdhUz = Limr' z 
gilt. Nach Axiom (G1) gilt bei Beachtung der Satze 4 und 5 z € Lim # {{z}} 
= Adh # {{2}}. 

Die Definitionsgleichungen fir Lim und Adh lassen sich in folgendem 
Sinne nach t auflésen (sei M ¢ EZ): 

Satz 6. Die Gleichungen 


tM= VU Lima und rM= U Adha 
MEéGa Méa 
ace ac@® 
gelten, falls ® (a) die Menge aller Stapel, (b) die Menge aller Filter, (c) die Menge 
aller Raster iiber E ist. 
Beweis. Im Falle (a) sind die beiden Gleichungen nach Satz 2 und Satz 2, I 
aquivalent. Die erste beweist man so: Sei x €tM. Dannist M €r-'x = Y(BGz2); 
Gz ist ein Stapel und es gilt z¢€ Lim Uz. Somit ist x ¢ as Lima, also 


' ace 
tMS - Lima. Die umgekehrte Inklusion folgt unmittelbar aus der 
a 


aeé 
Definition des Limesoperators. Da der im Falle (a) verwendete Stapel Bz ein 
Filter ist, wurde unter (a) die erste der beiden Gleichungen fiir den Fall (b) mit- 
bewiesen. Da fiir z € 1M gilt x € Adh 9°{M}, wie vor Satz 2 erwahnt wurde 
(wegen x € tM ist nach (r0,) M + 0), hat mantM ¢ Zz Adha im Falle (b); 
ace 
die inverse Inklusion folgt aus der Definition des Adharenzoperators. Der Fall 
(c) ist nach Satz 3, I, Satz 2 und Satz 2, I mit dem Fall (b) aquivalent. 
In den Fallen (b) und (c) 14Bt sich Satz 6 verscharfen zu 





*3) Dies ist die bei Boursaxr [3], S. 46 (définition 1), verwendete Einfiihrung des 
»point limite d’un filtre a«. 
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Satz 7. Ist D die Menge aller Filter bzw. Raster iiber E, 89 gilt 
tM= VU Lima bzw. tM= U Adha. 
Méa MEéGa 


ac® ace 


Beweis. Nach Satz 3, I, Satz 2 und Satz 2, I geniigt es, die Behauptung fir 
den Fall zu beweisen, daB ® die Menge aller Filter iiber Z ist. Ist 6 ein Filter 
tiber Z mit M € Yb, so auch die tiber Z gebildete aufsteigende Hiille #’by, der 
Spur von 6 in der Menge M. Wegen 6b ¢ #’by gilt dann nach Satz 3 Limb ¢ 
Lim # by; nach Satz 6 folgt hieraus, da tiberdies M € #by.tM ¢ ». Lima. 


ac@® 
Die umgekehrte Inklusion fiihrt man mittels Satz 4, I auf die eatsprechende 
Inklusion in Satz 6 zuriick. 

Limes und Adharenz definierten wir fiir alle Stapel iiber Z. Nicht fiir alle 
Zwecke reichen aber Stapel, insbesondere Filter und Raster, (in ,,technischer“ 
Hinsicht) als ,,Approximatoren“ aus. Ja gerade fiir das Anliegen dieser Arbeit, 
die Rechtfertigung des Begriffes der gefilterten Summe von Filtern, erscheinen 
andere Approximatoren besser geeignet: die gestapelten, insbesondere die 
gefilterten und gerasterten Familien. 

Sei (f(i));<y, kiirzer (f, J), kurz f, eine Familie von Elementen f(i) von Z — 
wir sagen: eine Punktfamilie (iiber E), kurz eine Familie (iiber E) — und a ein 
Stapel iiber J; das geordnete Paar (f,a) nennen wir eine gestapelte Punkt- 
familie, kurz gestapelte Familie (iiber EF); statt (f, a) schreiben wir ausfiiurlicher 
auch (f, J, a) oder f(i);c¢74- (Die Existenz gestapelter Punktfamilien tiber Z 
setzt E + O voraus.) Es ist klar, was insbesondere unter einer gefilterten und 
unter einer gerasterten Punktfamilie zu verstehen ist™). Der Bereich der 
gestapelten Punktiamilien itiber Z umfaBt tibrigens im folgenden Sinn den 
Bereich der Stapel tiber Z: Nennt man diejenigen gestapelten Punktfamilien 
(f, a), bei denen f die identische Selbstabbildung von J, also J ¢ E ist, gestapelte 
Mengen, (I, a), so kann man die gestapelten Mengen der Gestalt (Z, a) — als 
Approximatoren — mit den Stapeln iiber £ identifizieren. 

Gerechtfertigt wird diese Identifikation durch nachstehende Definition des 
Limes Lim (f, a) und der Adhdrenz Adh(f, a) der gestapelten Punktfamilie (f, a): 
es sel 

Lim (/, a) = Lim (fa) , 


Adh (jf, a) = Adh (fa) 


(# sei der in § 1, I eingefiihrte, auf Z bezogene Hiillenoperator). Wir bemerken, 
daB nach Korollar 1 zu Satz 6, I fa ein Stapel iiber /J, folglich # fa ein Stapel 
tiber EZ ist. Neben der Bezeichnung Lim(f,a) verwenden wir Lim/f und 


a 
Lim f(i);-;; Entsprechendes gilt fiir die Adharenz. Die Begriffe ,,Limespunkt*‘ 
a 


*“) NoéseEine [21], S. 54: ,,gefilterte Familie, gefilterte Funktion“. Die ,,gerasterte 
Familie, gerasterte Funktion‘ von N6sextnc [20], S. 135, ist — anders als hier (vgl. § 1, I) 
— eine Familie, deren Indexbereich mit einer Filterbasis versehen ist. 
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und ,,Adhérenzpunkt“ kann man, wie bei Stapeln, auch bei gestapelten Punkt- 
familien einfiihren*). 

Jeder der obigen Satze tiber Grenziibergange vermége Stapeln l4Bt sich 
nun in einen entsprechenden Satz iiber gestapelte Familien tibertragen. So 
entspricht dem Satz 2 

Satz 8. Lim(/,a) = Adh(/, Ya), Adh(f, a) = Lim(/, Ya). 

Beweis. Nach Korollar 1 zu Satz 1,1 geniigt es, die erste Gleichung zu 
beweisen. Ist b eine Stapelbasis tiber einer Menge J ¢ Z, so gilt #9,b = Gzgb, 
also auch # 9,6 = Gz 4b, wobei sich # stets auf die Menge EZ beziehe. Nach 
Satz 6,1 hat man /9,;a = Y,;fa, also ist nach dem Gesagten #/ G,;a 
= G9, HX fa. Mittels Satz 2 folgt die Richtigkeit der ersten Gleichung des Satzes. 

Aus den Definitionen und aus Satz 3 ergibt sich (mit einem zweiten Stapel b 
iiber J) 

Satz 9. Wenn aC b, so Lim(f, a) ¢ Lim(/, 6) und Adh(/, 6) ¢ Adh(f, a). 

Entsprechend, wie wir aus den Saétzen 2 und 3 den Satz 4 erhielten, erhalt 
man nun aus den Sétzen 8 und 9 

Satz 10. Ist a ein Filter, so Lim(f, a) ~ Adh(f, a); 

ist a ein Raster, so Adh(f, a) ¢ Lim(f, a); 
ist a ein Ultrafilter, so Lim(f, a) = Adh(f, a). 

Das System s¢ aller t/A mit A €a ist ebenso fein wie das System t aller tr B 
mit B ¢€ # fa, folglich ist der Durchschnitt aller S € s gleich dem Durchschnitt 
aller T €t. Somit gilt die zweite Gleichung in 


Satz 11. Lim(/, a) = mt tf B, Adh(f, a) = Pos t{A. 


Die erste Gleichung ergibt sich aus der zweiten mittels Satz 8. 

Analog zu Satz 5 lassen sich Limes und Adharenz einer gestapelten Familie 
auch in Termen von % ausdriicken (sei x € £): 

Satz 12. x € Lim(/, a) gilt genau dann, wenn Ga C H# fa; 

x € Adh(f, a) gilt genau dann, wenn Bx ¢C Hf Ga 
(der Hiillenoperator # auf die Menge E bezogen). 

Die erste Aussage dieses Satzes folgt aus Satz 5, die zweite aus der ersten 
nach Satz 8. 

In einer konventionellen Sprechweise besagt Satz 12: x ist genau dann 
Limes- bzw. Adharenzpunkt von (/, a), wenn jede Umgebung von z den Punkt 
f (i) fiir a-fast alle bzw. Ya-fast alle i € J enthalt (vgl. § 4, I). 

SchlieBlich wollen wir noch, analog zu Satz 6,7M mit M ¢ £ ausdfiicken 
durch die auf den Bereich der gestapelten, gefilterten oder gerasterten Familien 
tiber Z bezogenen Operatoren Lim und Adh (sei x € £). 





5) Dieses Vorgehen entspricht dem bei Boursaki [3], 8. 50 (définition 4). Nésg- 
LING [21], 8. 56, sagt ,,2 ist durch den Filter a der Funktion / stark adhirent bzw. 
adhirent“ statt ,.2 Lim(/, a) bzw. x € Adh(f, a)“ und fiihrt die einer gefilterten Punkt- 
familie stark adhirenten bzw. adhirenten Punkte im wesentlichen (ohne explizite Ver- 
wendung des Durchschnitts) durch Satz 11 ein. Der Operator ,,Lim“ bzw. ,,Adh“ stimmt 
mit dem Operator ,,lim inf“ bzw. ,,lim sup“ bei Nése.ine [21], 8. 56, tiberein. — Die 
Sitze 9, 10, 11 und 12 findet man fiir gefilterte Familien explizit oder implizit bei Cxo- 
quet [7], Nésetine [21] oder Boursaki [3]. 
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Satz 13. Die Aussage x €tM ist dquivalent mit jeder der folgenden sechs 
Aussagen (der Hiillenoperator # auf die Menge E bezogen): 

(a) bzw. (b) bzw. (c). Es gibt eine gestapelte bzw. gefilterte bzw. gerasterte 
Familie ({, a) mit M € #} Ga und x € Lim(f, a). 

- (d) bzw. (e) bzw. (f). Hs gibt eine gestapelte bzw. gefilterte bzw. gerasterte 
Familie (f, a) mit M € # fa und x € Adh(f, a). 

Beweis. # fa ist ein Stapei. bzw. Filter bzw. Raster iiber Z, wenn a ein 
Stapel bzw. Filter bzw. Raster ist (vgl. Korollar 1 zu Satz 6,1). Auf Grund 
dieser Bemerkung folgt die Behauptung, was (d) bzw. (e) bzw. (f) angeht, aus 
der zweiten, fiir Stapel bzw: Filter bzw. Raster iiber EZ ausgesprochenen 
Gleichung in Satz 6. Nach Satz 8, Satz 2, I und Satz 3, I ist (d) mit (a), (e) 
mit (c), (f) mit (b) aquivalent. 

Fir gefilterte und gerasterte Familien lat sich Satz 13 noch verscharfen zu 

Satz 14. Die Aussage x € tM ist dquivalent mit jeder der folgenden vier Aus- 
sagen: 

(a) bzw. (b). Es gibt eine gefilterte bzw. gerasterte Familie (f, I, a) mit {I ¢ M 
und x € Lim(f, a). 

(c) bzw. (d). Hs gibt eine gefilterte bzw. gerasterte Familie (f, I, a) mit {I ¢ M 
und x € Adh(f, a). 

Beweis. Nach Satz 8 und Satz 3, I ist (a) mit (d), (b) mit (c) aquivalent, 
nach Satz 10 folgt aus (a) die Aussage (c). Da aus (a) die Aussage (b) von 
Satz 13, aus (c) die Aussage (e) von Satz 13 folgt, geniigt es also nach Satz 13, 
zu zeigen, daB aus (b) von Satz 13 die jetzige Aussage (a) folgt. 

Es gelte die Aussage (b) von Satz 13. Zu M gibi es dann eine Menge C € Ya 
mit /C ¢ M. Ist nun ag die Spur von a in der Menge C (vgl. § 1, I), so gilt 
einerseits wegen (b) von Satz 13 Orc Hfac HM fag, also x € Limf(i)j<c, 


a¢ 

andererseits nach Wahl von C die Inklusion fC ¢ M (vgl. Satz 12). Die ge- 
filterte Familie f(t); <¢, 4, leistet also das in (a) von einer Familie (f,a) Verlangte ; 
somit gilt (a). 

Wir hatten Satz 14 statt auf Satz 13 auch auf Satz 7 zuriickfiihren kénnen. 

Insbesondere im Hinblick auf die beabsichtigte Spezialisierung von t zu 
einer Topologie im tiblichen Sinn erscheint es vorteilhaft, nach dem Vorgang 
von J. Scumipt**) neben t noch eine zweite, duale Abbildung von $ £Z in sich 
einzufiihren: sie wird im Sinne von Satz 1 induziert durch die inverse Relation 
@-! zum als Relation zwischen der Menge Z und der Potenzmenge DE auf- 
gefaBten Umgebungsoperator BU. Ist M ¢ LZ, so ist hiernach D-!M die Menge 
aller z € E mit M € Gz. Man nennt G-! M das Innere von M; berechtigt wird 
diese Redeweise durch die mit (G1) aquivalente***) Inklusion 


G-1McCM (Intensionalitat) . 
B-' erfiillt ibrigens wie t die Bedingung 
wenn MCN, sco G@*MCM 'N (Monotonie) 


%6) J. Scumipt, loc. cit 
*6a) Genauer ausgedriickt, sind die beiden Aussagen ,,(01) fir alle z¢ 2“ und 
»O-'M C M fiir alle M ¢ E“ aquivalent. 
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(fir alle M,N ¢ £). Der unmittelbare Zusammenhang zwischen G-' und rt 
wird deutlich durch 

Satz 15. O'M=EH—+t(E—- M),cM=E-—D(E — M)*’). 

Beweis. Da beide Gleichungen miteinander aquivalent sind, geniigt es, 
etwa die erste zu beweisen. Sei x € Z. Dann ist die Aussage z €U~! M Aqui- 
valent mit M €Gz, diese wegen (U1) dquivalent mit M ¢Y(r-'z), nach 
Satz 1, Lund (70) alsomit ZH — M ¢1~'2; dies ist gleichwertig mit z ¢ r(Z— M), 
also mit z € # — r(H — M). 

Man nennt M abgeschlossen bzw. offen, wenn tM = M bzw. O13 M=M 
gilt. Satz 15 liefert: M ist genau dann abgeschlossen, wenn Z — M offen ist. 

Nach diesen Bemerkungen iiber den Operator G-', der auch als primarer 
Begriff — etwa unter dem Namen ,,Kernoperator‘‘ — an die Spitze der Theorie 
der Pratopologien gestellt werden kénnte, wenden wir uns der angekiindigten 
Spezialisierung von t zu. Die Pratopologie t heiBe idempotent oder eine 
Topologie*), wenn sie die Bedingung 
(r2) w=ft 
erfillt, d.h. wenn fiir alle M ¢ £ gilt rr-M =1M. Nach Satz 15 ist die Be- 
dingung (t2) aquivalent mit 
(G2) (O-1)* = D-!, 


d. h. mit B-'B-1M = B-' M fir alle M ¢ LZ. Hieraus ergibt sich folgende, fiir 
uns niitzliche Kennzeichnung der idempotenten Pratopologien. 

Satz 16. Die Pritopologie t ist genau dann idempotent, wenn zu jedem x € E 
und jedem M C¢ E die Aussage M € Gx dquivalent ist mit O-' M € Gz. 

Beweis. Sei x€ HE und MCE. Die “Aussage ,»« €O-1M genau dann, 
wenn z€O-'OD-!M“ ist aquivalent mit ,M ¢€Uz genau dann, wenn 
B-3M EBx". 

DaB die in § 1 erklarten Uberginge von einer Pratopologie zum zugehérigen 
Umgebungsoperator und umgekehrt im Falle der Topologien genau der Kon- 
vention entsprechen, wird besonders deutlich durch nachstehenden Satz, der 
auf Satz 16 und auf der einfacher Aussage beruht, daB in Topologien eine 
Menge M genau dann abgeschlossen bzw. offen ist, wenn sie im Wertebereich 
des Operators t bzw. B— liegt. 

Satz 17. Die Pratopologie t ist genau dann idempotent, wenn zu jedem x € E 
die offenen Mengen, welche x enthalten, eine Basis von D x bilden™). 

*) J. Scumipt, loc. cit,y Hiiufig wird dieser Satz zur Definition des Inneren einer 
Menge herangezogen, z. B. bei Kuratowsk1 [16], 8.29, und Nésetine [21], 8S. 44 
(,,.Kern“). Kowarsky [15], 8. 308 (unten), benutzt ihn zur Definition des Uberganges vom 
Operator t zum Operator B. 

*) KuratowskI [16], Boursaki [3], Ketiey [13] und viele andere Autoren sagen 
»Topologie*, N6BELING sagt genauer auch~,,einstufige Topologie ({19], 8.131) oder 
»klassische Topologie“ ([21], S. 42). Wir haben den algebraischen Terminus “idempotent” 
(nach einem Vorschlag von J. Scumipt) dem anschaulichen ,,einstufig: gegeniiber be- 
vorzugt, weil ersterer unseres Erachtens wohl dem Operator-Charakter von t besser 
angepaBt ist. 

*) Die eine Halfte dieser Aussage wird etwa bei Boursakt [3], 8. 11 (définition 4), 
zur Definition von Uz herangéezogen. 

27* 
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Beweis. t sei idempotent und es sei x € Z. Ist M € Uz, so hat man nach 
Satz 16 G-1M €Gz; nach (V2) ist B-'M offen, nach (U1) und, da B-? 
intensional ist, gilt « ¢O-1M ¢ M. Das System aller offenen Mengen, die z 
enthalten, ist also feiner als O x. Umgekehrt ist Uz feiner als dieses System. 
Ist namlich N mit z € N ¢ E offen, so hat man per definitionem N = O-'N, 
folglich N € Gz. Die Bedingung ist also erfiillt. — Umgekehrt sei sie erfiillt, 


und es sei x € EF und M¢ E. Gilt M €Gz, so enthalt M auf Grund der Be- 


dingung eine Menge N mit « € N = G-1.N € Gz; da B- monoton ist, hat man 
folglich O-1 M € Gx. Da B-! intensional ist, gilt mit O-' M € Gxrauch M EVz. 
Nach Satz 16 ist somit t idempotent. 


§ 2. Direkte Summe von Abbildungen, 
gestapelte Summe von gestapelten Familien 


Es ist fiir die Darstellung des Folgenden bequem, die Begriffe der direkten 
Summe von Mengen (§ 2, I) und der gestapelten Summe von Stapeln (§ 4, I) 
so zu erganzen, daB sie den hier zu betrachtenden iterierten Grenziibergangen 
vermoge gestapelter Familien angepaBt sind. 

AuBer einer nichtleeren Familie (K;);-; beliebiger Mengen — wie in § 2, I — 
sei jetzt noch eine (abstrakte) Menge E£ und eine Familie (g;);-7 von (ein- 
deutigen) Abbildungen g; von K; in Z gegeben. Unter der direkten Summe 

S 9% 
ie 
der Familie (g;);-; von Abbildungen wollen wir die Abbildang 
ier 


verstehen ; S g, ist eine (eindeutige) Abbildung von S K; in EZ. 

Beispiele. 1. Ist zu jedem i €J g; die identische Selbstabbildung der 
Menge K,, also K; ¢ E, so ist S g, der zweite, auf S K, definierte Projektions- 
operator g, S 4g; (mit j € J) der zuj gehérige eingeschrankte zweite Projek- 

ie Gi 


tionsoperator q; (vgl. § 2, I). 
2. Sind die K,; paarweise fremd, so wird man die direkte Summe der g; mit 
der Abbildung 
k>giw(k), falls ke Kiq (ke UK), 


der ,,Vereinigung“ der Abbildungen g,, identifizieren diirfen (vgl. Spezialfall 2 
in § 2,1). Nach dieser Identifikation ist dann g,; die Einschrankung der Ab- 
bildung S g; auf die Menge K;,. 

Geht man umgekehrt von einer (eindeutigen) Abbildung g der direkten 
Summe S K;, in die Menge £ aus, also von einer Punktfamilie (g, $ K;,) tiber Z, 
einer Doppel-Punktfamilie, kurz Doppelfamilie®®) — mit I+ O — (iber E), 





30) J. Scumupt [25], S. 441. Boursaki sagt »famille double« ([4], S. 77) — im Falle 
K,= K (fest) fiir alle 1 ¢ J — oder, in der Abbildungssprechweise, »fonction de deux 
arguments« ([4], S. 85). 
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wie wir in Verallgemeinerung der ,,Doppelfolge“ sagen wollen, so laBt sich g 
auf genau eine Weise in der Gestaltg = S g, mit (eindeutigen) Abbildungen g, 


ier 
von K;, in £ darstellen, namlich mit den Abbildungen 
k— g(i, k) (KEK). 


Man ist deshalb berechtigt, die Abbildung g, als t-te Komponente von g, g(i, .), 
zu bezeichnen*). 

Ausfiibrlicher, unter Betonung der Definitionsbereiche K, der Ab- 
bildungen g,, wird man S g;, genauer: die Punktfamilie (S g;, $ K,), auch als 


Ss (9:; K;) 
ier 


schreiben diirfen (,,direkte Summe von Punktfamilien‘). 

Diese unstrukturierte Summation unstrukturierter Familien legt nun, im 
Hinblick auf §4,I, nahe, auch von einer strukturierten Summation struk- 
turierter’ Familien zu sprechen: Wie in § 4, I sei tiber J ein (Index-) Stapel a, 
iiber jedem KX; ein (Summanden-) Stapel 6; gegeben (Existenz eines solchen 
setzt K; + O voraus). Dann verstehen wir unter der durch a gestapelten Summe 


i) (9: b,) 
ier 
der Familie (g;,6;)c, der gestapelten Familien (g,,6,) die gestapelte Familie 
( S Ji ah) bs) ° 
ier ier 
Den Sonderfall mit a = {I} hatte man in Analogie zu § 3, I mit 


s (9: b;) 


zu bezeichnen (,,direkte Summe von gestapelten Familien“). 

Per definitionem ist die gestapelte Summe gestapelter Familien (iiber 2) 
eine gestapelte Familie (iiber £); nach den Korollaren 1, 3 und 5 zu Satz 2], I 
ist die gefilterte bzw. gerasterte bzw. ultragefilterte Summe (a Filter bzw. 
Raster bzw. Ultrafilter) gefilterter bzw. gerasterter bzw. ultragefilterter 
Familien (iiber £) eine gefilterte bzw. gerasterte bzw. ultragefilterte Familie 
(ber Z). (Die Formulierung genauerer, dem Satz 21, I und dessen Korollaren 2 
und 4 entsprechenden Aussagen darf dem Leser tiberlassen werden*).) 

Ein wichtiger Spezialfall der gestapelten Summe gestapelter Familien ist 
der mit K;= K (fest) und 6; = b (fest) fiir alle i¢ J; nach Definition des 
ordinalen Produkts a @ 6 zweier Stapel a und 6 (§ 4, I) ist dann 


(2.1) "Ss (9:; b;) — (S Ji,4 ® b) . 








%1) Etwa bei Doos [8] hiufig verwendete Schreibweise. Boursaxr [4], S. 85, 
bezeichnet die i-te Komponente von g mit.g, und nennt sie »application partielle déter- 
minée par g, relative 4 la valeur i du premier argument«. 

82) Auf Eindeutigkeitsbetrachtungen, die sich an das Korollar zu Satz 19, I anschlieBen 
kénnten, wird hier verzichtet. 
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Im obi. Beispiel 1 ist nun jede gestapelte Familie (g,, b;) eine gestavelte 
Menge (K;,, 6;) (vgl. § 1) und Sg; = q, also 


(2.2) *S (K;, bj) = (g, °S bj) . 


Hiernach ist scharf zu unterscheiden zwischen der gestapelten Summe der 
Stapel b,; und derjenigen der ihnen entsprechenden gestapelten Mengen 
(K;,, 6;). In dem wichtigen Sonderfall, daB J = E und K; = £ fiir alle i € J, 
also a und alle 6; Stapel iiber Z sind, gilt nach (2.2) 
(2.3) %S (EZ, 6.) = (4% es) b.) ; 

z€E z€E 
Indexbereich dieser Familie ist E x E. 

Ist schlieBlich in der Menge E eine Pratopologie t gegeben, so hat man auf 
Grund der Verzahnungsinvarianz der gestapelten Summe von Stapeln 
(Satz 16, I) und Satz 8 (mit Stapeln a iiber J, b; iiber ‘K,), ais ein Dualitats- 
prinzip, 

Satz 18. Lim °S (g;, 6;) = Adh %°S (g;, Yb,) , 

tel ier 


Adh °S (g;, 6;) = Lim %*S (9:, Fb;) 
ier icl 
(dabei beziehe sich der Verzahnungsoperator GY allemal auf die Grundmenge des- 
jenigen Stapels, auf den er gerade angewandt wird). 


§ 3. Kennzeichnung der idempotenten Priitopologien 
mit Hilfe gefilterter Punktfamilien 


An § 1 ankniipfend, gehen wir von einer Pratopologie t der Menge E aus; 
% sei der zu t gehérige Umgebungsoperator. 

Wir wollen nun die idempotenten Pratopologien durch Bedingungen fiir 
den Limes- und Adharenzoperator — Lim und Adh — kennzeichnen und uns 
dabei, in bewuBter Beschrankung, als Approximatoren der gefilterten, nicht 
der allgemein gestapelten Familien (iiber Z) bedienen. Beweistechnisch jedoch 
werden wir auf die Vorteile, die die Benutzung allgemein gestapelter, ins- 
besondere gerasterter Familien gelegentlich mit sich bringt, nicht verzichten. 

Satz 19. Jede der folgenden Bedingungen (a) und (b) ist fiir die Idempotenz 
der Pritopologie t notwendig und hinreichend. 

(a) Ist (f, I, a) eine gefilterte Familie iiber E und zu jedem i € I (g,;, b,) eine 
gefilterte Familie tiber E, so gilt 


mit f(t) €Lim(g,,6,) firalle icl 
allemal auch Lim (f, a) ¢ Lim °S (g;, 6) . 
ier 


(b) laute wie (a) mit ,,Adh“ anstelle ,,Lim‘‘**). 


%3) Die Bedingungen (a) und (b) lassen sich allgemeiner, bei geeigneter Deutung von 
»Lim“ und ,,Adh“, auch zur Kennzeichnung der ,,einstufig topologischen Vereine“ von 
N6BELING unter den ,,mehrstufigen“ ({21], 8. 41, FuBnote 2) heranziehen. (Z ist dann als 
(teilweise) geordnete Menge anzunehmen.) 
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Beweis. 1. t sei idempotent. Wir beweisen die Giltigkeit von,(a) fiir ge- 
stapelte anstelle gefilterter Familien; die so abgedinderte Bedingung (a) be- 
zeichnen wir mit (a’). (f, J,a) und (g;, b,) (zu. jedem i €J), seien: gestapelte 
Familien tiber Z, und es gelte f(i) € Lim (g,, 6,) fiir alle i.¢ J. Es sei x € Lim(f,a). 
und V € Gz. Nach Satz 16 gilt dann B-! V €U2,da rz idempotent ist, Folglich 
gibt es nach Satz 12 eine Menge A €a mit f(A) ¢ DV. 

Sei a € A; dann hat man nach Wahl von A f(a) ¢€D-1¥, und dies. ist 
gleichwertig mit V € f(a). Laut Voraussetzung gibt es also zu jedem a ¢ A 
eine Menge B, € b, mit g,(B,) ¢ V (Satz 12); jedem a,ordnen wir ein solches, B, 
zu (Auswahlaxiom!). 

Fiir die direkte emer $ B, der Mengen B, hat man nach deren Auswahl! 


($9) ( Ss B.)¢ V und, wail A €a, J B, es b,, nach Satz’ 12 somit 


ier actA 


x € Lim i (9;, 6,). Es gilt also die Feeney (a’), folglich auch’ (a). 


Sethe man die fiir gerasterte anstelle gefilterter Familien ausge- 
sprochene Bedingung (a) etwa mit (a’’), so ist nach dem Bewiesenen auch (a’’) 
fiir die Idempotenz von t notwendig. Da die Bedingung (a’’) nach den Satzen3,I 
und 8, vor allem aber wegen Satz 18 mit der Bedingung (b) aquivalent ist; 
ist damit auch die Notwendigkeit von (b) erwiesen. 

2. Umgekehrt gelte (a). Sei MC EH und «¢€r*M. Dann gibt es nach 
Satz 13%) eine gefilterte Familie (/, 7, a) mit tM ¢€ # (Ga) und x € Lim[f, a); 
dabei sei # der auf E bezogene Hillenoperator aus, § 1,1. Es gibt also eine 
Menge C € Ya derart, daB f(C) Cr M. 

Wir ordnen nun jedem i €J eine bestimmte gefilterte- Familie (g,, 6;} zu: 
Sei i ¢ J. Ist i € C, so nach. Wahl von C f(i) €r.M; nach Satz 13 gibt es dann 
eine gefilterte Familie (g;, b;) mit f(t) € Lim(g;, b;) und M € #g;,(9b,); jedem 
i €C ordnen wir eine solche gefilterte Familie zu (Auswahlaxiom!). Ist hin- 
gegen i ¢ C, so sei K,; = {i}, b, = {{i}}, g,(&) = f(t) mit k € Ky. 

Zu jedem i € J gilt f(¢) € Lim(g,, b;) — siehe Axiom (01) —, nach (a) also 
x € Lim = (g;, 6;). Andererseits, behaupten wir, ist M ¢ #( S 9) [? °§ b, 


iel ier 


folglich i Satz 13 x €rM. Es gibt naimlich zu jedem c €C nach Auswahl 
der (g;, 6;) eine Menge D, € Yb, mit g,(D,)¢ M; die direkte Summe S$ D, 


cec 
dieser Mengen (Auswahlaxiom!) gehért dann wegen CéEGaz 7S Gb,, auf 
tel 
Grund der Verzahnungsinvarianz der gestapelten, Summe (Satz 16, 1) also zu 


Y °S b,. Hieraus und aus ( S 9.) ( S D.)s ¢ M folgt die letzte Behauptung. 
iel i€d do \eee 
(a) ist, somit (vgl. (x 1))zur Idempotenz von t auch hinreichend. 
* Ersetzt man’ in’ diesem ‘Teil 2 des' Beweises konsequent ,,gefiltert’* durch 
»gerastert’, so erhalt man den Nachweis dafiir, daB die Bedingung (a’’) fiir 
die Idempotenz von t hinreichend ist (iibrigens ist erst recht (a’) hinreichend). 


*4) Durch den Verzicht auf Benutzung von Satz 14 erreichen wir, daB der Beweis fiir 
gestapelte anstelle gefilterter Familien giiltig bleibt. 
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Da (a”), wie am SchluB von Teil 1 des Beweises bemerkt, mit (b) aquivalent 
ist, ist hiermit auch gezeigt, daB (b) zur Idempotenz von rt hinreicht. Damit 
ist Satz 19 bewiesen, nach der (Satz 14 nicht benutzenden!) Beweisfiihrung 
auch fiir gestapelte und gerasterte anstelle gefilterter Familien. 

Die Aussage (a) in Satz 19 wollen wir mit KELLEy*) den Satz vom iterierten 
Limes, die Aussage (b) entsprechend den Satz von der iterierten Adhirenz 
nennen. Eine Pratopologie ist also genau dann idempotent, wenn fiir den zu- 
gehérigen Limes- bzw. Adharenzoperator der Satz vom iterierten Limes 
bzw. von der iterierten Adharenz gilt. 

Falls nichts anderes vereinbart wird, sei im folgenden (§ 3 und § 4) (K,);<; 
eine nichtleere Familie nichtleerer Mengen K,, a ein Filter tiber J, zu jedem i 
b, ein Filter tiber K;. g sei in der Regel eine (eindeutige) Abbildung von S K; 


iel 
in Z, anders ausgedriickt: eine Doppelfamilie tiber Z. 
Dadurch, da8 in Hausdorffschen Raumen bekanntlich der Limes Lim (f, a) 
jeder gefilterten Punktfamilie (/, a), genauer (/, J, a), héchstens einelementig 
ist — man schreibt dann statt x € Lim(/, a) meist zx = lim(f, a), x = limf(#);<; 


a 
und spricht von der Existenz von lim(f/, a), falls Lim(/, a) nichtleer ist (faBt 
also ,,lim“ als Operation auf, vgl. §7) —, l4Bt sich dort zunachst der Begriff 
des iterierten Limes wie folgt prazisieren: Existiert der lim(g(i, .),6,;) zu 
jedem i € J (vgl. §2) und existiert lim(/,a) = z, unter f die Abbildung 
i — lim (g(i, .), 6,) mit i ¢ J verstanden, so sagen wir, x sei iterierter Limes*) 
der Doppelfamilie g beziiglich a und der 6; und schreiben hierfiir 


z= lim limg (i, ki wes Ki? 
a & 


kiirzer 
x = lim limg (i, k) . 
a b; 


Im Spezialfall, daB K; = K und 6; = 6 zu jedem i, 
x = lim limg (¢, keer K> 
a ‘ 


oe 


kirzer 
x = lim limg(i, k), 
a 6 


spricht man vom iterierten Limes beziiglich a und 6. Damit erhalt der Satz vom 
iterierten Limes folgende einpragsame Gestalt: 


*) Ke.iey [12], S. 279, und [13], S. 69: “Theorem on iterated limits’’. 

**) Gebriuchlich ist auch ,,Doppellimes“ (BoursBaxk1 [3], S. 69: »double limite«) und 
»zweifacher Limes‘. Genauer ist zu unterscheiden zwischen dem hier vorliegenden ,,sukzes- 
siven“ und dem ,,simultanen“ Doppellimes, der von Haupt-Aumann-Pave [11], 8.131, 
»totaler Limes“ genannt wird. — Den iterierten bzw. totalen Limes nennen: bei Doppel- 
folgen PRINGSHEIM ,,iterierten Limes“ ([23], S. 302) bzw. ,,Doppellimes, Limes‘ ({23], 
8. 291), Lonpon ,,sukzessiven Grenzwert“ (implizit in [17], 8. 323) bzw. ,,Grenzwert“ 
({17], S. 324); bei Moore-Smith-Doppelfolgen Moorsz-Smrru “iterated double limit’ 
bzw. “simultaneous double limit” ({18], 8. 115); siehe auch Ketey [12] und [13], loc. cit. 
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Korollar 1. 1 sei eine Hausdorffsche Topologie. Existiert dann lim limg (i,k) 


= x, so auch lim g(i, k) = y, und es ist x = y. 
°S b, 

In regularen Topologien 14Bt sich dieses Korollar, wie wir in § 4 sehen 
werden, umkehren. Hier kann man aus ihm zunichst eine analoge Aussage 
iiber punktweise Konvergenz gewinnen. Es sei (£4, t,)a< p eine Familie Haus- 
dorffscher Raume. Ist dann (/;);-7,, eine gefilterte Punktfamilie iber dem 


(abstrakten, unstrukturierten) cartesischen Produkt P 2, der Mengen E, 
deD 
(f; € P £,) und ist g € P Z,, so nennt man g den Limes von (/,);¢7 4, g = lim/;, 


a 
wenn zu jedem d € D lim/,(d) existiert und g(d) = lim/,(d) ist; man spricht von 


a a 
punktweiser Konvergenz*’). Es darf dem Leser iiberlassen. werden, den Begriff 
des iterierten Limes auch fiir punktweise Konvergenz auszusprechen. (i, k)>g;, 
sei im folgenden (§ 3 und § 4) in der Regel eine (eindeutige) Abbildung von S K, 
in die Menge P Z£,, also eine Doppelfamilie iiber P Z,. Damit hat man nun, 
ohne den Begriff der Produkttopologie eingefiihrt zu haben, als unmittelbare 
Folgerung von Korollar 1, 


Korollar 2. Jedes t4(d € D) sei eine Hausdorffsche Topologie. Existiert dann 

lim limg,, = r, so auch lim g,, = 8, und es ist r = s. 
a b; 9S p, 

Geht man von der (hier Hausdorffschen) Produkttopologie von P Z, im 
iiblichen Sinn**) aus, so erscheint Korollar 2 als Deutung des Korollars 1 im 
topologisierten Raume P £,. Umgekehrt kann man, ausgehend von der punkt- 
weisen Konvergenz gefilterter Punktfamilien iiber der (abstrakten) Menge P Ey, 
in naheliegender Weise (vgl. Satz 14 (a)) in P Z, eine Pratopologie einfihren, 
die auf Grund von Korollar 2 idempotent ist und tibrigens mit der tiblichen 
(hier Hausdorffschen) ' Produkttopologie iibereinstimmt. Auf die Durch- 
fiihrung wollen wir hier jedoch verzichten, da sie sich natiirlicher in eine 
Theorie der Limesraéume, die in einer spiteren Arbeit behandelt werden soll, 
einordnet. 


Wir begniigen uns damit, eine unmittelbare Anwendung von Korollar 2 
hier zu besprechen. Dazu erinnern wir an eine bekannte Definition: Sei 
McCPE,. o'M sei die Menge aller g € P Z, mit der Eigenschaft, daB es zu g 
eine Folge g,,9,... mit g,;€ M zu jedem i=1,2,... und mit limg,=g 

Prise 
(punktweise Konvergenz) gibt. Ist « eine Ordinalzahl mit 1 < « < w, und ist 
zu jedem # mit 0 < 8 < a schon o° M definiert, so sei o* M = o! (YPM): 


Die Elemente von o? M 7, o*M nennt man Bairesche Funktionen zur 
a<x@, 


*”) Fiir Moore-Smith-Folgen etwa bei Ketiey [13], S. 91f., dort bei vorgegebener 
Produkttopoldgie. Vgl. Boursak1 [3], S. 63, corollaire 1. 

%*) BoursakI [3], S. 61. Nach Boursaki [3], S. 67 (proposition 7), ist hier die Produkt- 
topologie Hausdorffsch. 
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Funktionenmenge M **). (Es ist hier ohne Belang, daB jedes o* eine Pratopologie, 
a8 eine Topologie von P Z, ist.) Eine in der Literatur unseres Wissens wenig 
beachtete Tatsache, die aber auf Grund von Satz 14 unmittelbar mit Hilfe der 
Bourbakischen Produkttopologie gewonnen werden kann*®), beruht in 


Korollar 3. Jst { eine Bairesche Funktion zur Funktionenmenge M ¢ P E,, 
so existiert eine gefilterte silat ata (fdier,q mit f,€M fiir alle icel 
derart, dap f = = hi. 


Beweis. Etwa seig €o* M mit 0 < a < w,. Fir « = | folgt die Behauptung 
aus der Definition von o' M; es sei « > 1 und die Behauptung bewiesen fiir alle 
f €o°M und alle 8 mit 0 < 8 < «. Zu g gibt es per definitionem eine Folge 
9: Je. -- + mit g; €, BH wu (zu jedem i= 1,2,...) und g= lim, wenn 


man mit a den Fréchetfilter (iiber der Menge J der natiirlichen Zablen) be- 
zeichnet. Laut Induktionsvoraussetzung gibt es zu jedem i € I eine gefilterte 
Familie (9;,)z¢x,,», mit g;,€ M (fiir alle k € K,) und g; = = (9ix)ee x, Man hat 


also (Auswahlaxiom!) g = - _ 9ix, folglich nach Keddiier 2 g=limg,,, 
"Sb 
woraus die Behauptung folgt. ’ 
Der Beweis von Korollar 3 liefert, iiber dessen Existenzaussage hinaus, im 
Hinblick auf Satz 13, I (von der Basiskonstruktion der gefilterten Summe) ein 
konstruktives Induktionsverfahren zur Herstellung der die Funktion f ap- 
proximierenden Funktionenfamilie (/;);-7 ."). 


Nach diesem Anwendungsbeispiel zu Korollar 2 kehren wir zu unseren 
allgemeineren Betrachtungen zuriick, setzen jetzt aber zu jedem i € I K,;= K 
(fest) und 6; =b (fest). Die Doppelfamilie (g,S K,) bzw. (9;%)¢,n<s.x, geht 
dabei in (g, J x K) bzw. (9;x)i,x cr. x» die gefilterte Summe °S 6; per defini- 
tionem in das ordinale Produkt a @ 6 iiber. Als Spezialfall von Korollar 1 
bzw. 2 erhalt man so nachstehendes Korollar 4 bzw. 5. 


Korollar 4. t sei eine Hausdorff sche Topologie. E xistiert dann lim limg (i,k) = x, 
a 6b 
so auch lim g(i, k) = y, und es ist x = y*). 


a@b 
Korollar 5. Jedes t,(d € D) sei eine Hausdorffsche Topologie. Existiert dann 
an ante = % so auch lim g;, = 8; und es ist r= 8. 
b a@b 
Die Korollare 4 und 5 sind fiir die Anwendung besonders geeignet; wir 
beschranken uns auf die Besprechung weniger 


%*) Vgl. etwa Hann [10], S. 318, Nésetine [19], 8. 132 (dort o* als Beispiel einer 
»mehrstufigen Topologie“), AuMANN [1], S. 166. Gewdhnlich setzt man (Z,,t,) = (EZ, T) 
(fest) zu jedem d « D. 

*°) Denn die Topologie o” ist feiner als die Bourbakische Produkttopologie. 

“!) Vgl. Beispiel 4 zu Korollar 5. 

42) Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf die Diskussion 2-facher Limites. 
Die Korollare 4 und 5 lassen sich induktiv auf n-fache Limites, die zu erkliren wir dem 
Leser iiberlassen diirfen, iibertragen; an die Stelle des ordinalen Produkts zweier Filter 
tritt das von n Filtern (n > 3). 
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Beispiele. 1. Im Korollar 4 sei J = K, a = b, J die Menge der natiirlichen 
Zahlen und a der Fréchet-Filter (vgl. Beispiel 3 in § 5, I). Ist & eine (eindeutige) 
Abbildung von J in £, so ist bekanntlich z = lim A(i) mit ¢ = mai) gleich- 


i—co 


bedeutend. Existiert lim lim g(i, k), so nach Korollar 4 each lim g/(i, k), 


ic k->o a@a 
und es ist 


lim lim g(i,k)= lim g(i,k). 

i-~w k-o a@a 
Wie in vielen anderen nicht in diese Arbeit gehédrenden Uberlegungen, so 
spiegelt sich auch in diesem einfachen Beispiel eine innere Notwendigkeit 
wider, den Filterbegriff iberhaupt einzufiihren: ist doch bekanntlich im Be- 
reich der gewohnlichen Folgen die Aufgabe, aus dem iterierten Limes einer 
Doppelfolge (g, J x J) unter Benutzung aller ihrer Glieder g(i,k) — durch 
eine neue Indizierung — einen einfachen, nicht iterierten, Limes herzustellen, 
— von trivialen Ausnahmefillen abgesehen — unlésbar. 

2. Im Korollar 4 sei J = K und J die Menge der reellen Zahlen einschlieBlich 
+oo und —co. Zu jedem j € J sei a(j) der vom System aller reduzierten Um- 
gebungen von j**) erzeugte Filter iiber J. Ist h eine (eindeutige) Abbildung von 
Tin EZ, so ist x= _ h(i) mit z= po h(i) gleichbedeutend (i ¢ J). AuBer der 


festen Zahl j sei die feste Zahl m éT gegeben. Existiert der iterierte Limes 
lim lim g(i, &), so nach Korollar 4 auch lim g/(i, k), und es ist 
i-j k->m a(j)@a(m) 
lim lim g(i,k)= lim g(i,k). 
i-j kom a(j)Sa(m) 
3. Die Beispiele 1 und 2 lassen sich, indem man ,,Konvergenz durch 
,punktweise Konvergenz“ ersetzt, zu Beispielen zum Korollar 5 abwandeln. 
4. Als Anwendung des so modifizierten Beispiels 1 hat man dann: Ist / eine 
Bairesche Funktion héchstens zweiter Klasse zur Funktionenmenge M ¢ P E£,, 
d. h. f € 0? M, so 1a4Bt sich f darstellen als 


f=lim (fix)imerxr mit f,.¢€M 
a@a 


fiir alle (i, k) € J x I, der Menge TI der natiirlichen Zahlen und dem Fréchet- 
Filter a*). 

Nach diesen Deutungeri des Satzes 19 (a) in speziellen Raumen kehren wir 
zum allgemeinen Fall beliebiger Pratopologien. t zuriick! Zunichst liefert 
Satz 19 — mit den Vereinbarungen vor Korollar 4 — unmittelbar ein weiteres, 
iibrigens Korollar 4 umfassendes Korollar. 








3) Terminologie von Havpt-Aumann-Pavc [11], 8.71: Ist U Umgebung von ,, 
so heiBt U — {j} reduzierte Umgebung von j. 

“4) Dies l4Bt sich auf Bairesche Funktionen héchstens n-ter Klasse (mn = 3, 4, .. .), 
ja — wie Verf. in einer spiteren Note zeigen wird — auf Bairesche Funktionen beliebiger 
Klassen iibertragen (vgl. FuBnote 42). 
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Korollar 6. t sei idempotent. Ist dann f eine (eindeutige) Abbildung von I 
on E, so gilt 


mit f(s) € Lim(g(é,.),6) firalle icel 
allemal auch Lim (f, a) ¢ Lim(g, a @ 6). 


Ob sich diese Aussage zur Kennzeichnung der idempotenten Pratopologien 
verscharfen 1aBt, bleibt hier als Problem offen. Interessant ist, daB dies fir den 
Adharenzoperator anstelle des Limésoperators sehr wohl der Fall ist: 

Satz 20. Die Pritopologie t ist genau dann idempotent, wenn folgende Be- 
dingung erfiillt ist: 

(a) Ist (g, Ix K) eine Doppelfamilie iiber.E, a ein Filter iiber I, b ein Filter 
tiber K und f eine (eindeutige} Abbildung von I in E, so gilt 


mit f(i) €Adh(g(i, .), 6) fiir alle. i EI 
allemal auch Adh(f, 2) ¢ Adh(g, a @’b) . 


Beweis. DaB (a) zur Idempotenz von t notwendig ist, folgt aus Satz 19. 
Umgekehrt gelte (a), und es sei M ¢C Z. Da nach dem Axiom (10) aus §1 
tO =O, also tO = O ist, hat man fir M =O nichts zu beweisen; sei M + O. 
Fir die gefilterte Menge (M, {M}) — eine spezielle gefilterte Punktfamilie — 
gilt Adh(M, {M}) = tM. Dar extensional ist (Axiom (r1)), ist mit M auch tM 
nichtleer. Analog zum Vorigen gilt Adh (tM, {rM}) = t?M. Setzt man tM = I, 
{tM} =a, M=K, {M}=b, ferner zu jedem i¢J f(i)=i% und zu jedem 
(i, k) €I x K g(i, k) = k, so hat man nach (a) t?>M = Adh(f, a) ¢ Adh(g,a@b) 
= Adh #b = tM, wenn #6 die aufsteigende Hiille von b iiber Z ist. Hiernach 
(vgl. (x1)) ist t idempotent. 

Die besprochenen Anwendungen des ordinalen Produkts von Filtern 
legen nahe, nach Anwendungen des kardinalen Produkts zu fragen: ent- 
sprechend, wie wir in §5,I die beiden Produktbildungen miteinander ver- 
glichen, wollen wir hier Grenziiberginge beziiglich des einen mit solchen 
beziiglich des anderen Produkts miteinander in Beziehung bringen. 

(g, I x K) sei eine Doppelfamilie tiber Z, a ein beliebiger Stapel iiber J, 
b ein beliebiger Stapel tiber X. Auf Grund der Satze 25, I, 9 und 10 hat man 

Satz 21. Lim(g, a x b) ¢ Lim(g, a @ b) , 

Adh (g, a @ 6) ¢ Adh(g, a x b) . 
Sind a und b Filter, so gilt 
Lim (g, a x 6) ¢ Lim(g, a @ b) ¢ Adh(g, a @ b) ¢ Adh(g, a xb). 

Nennt man in Hausdorffschen Raumen und fiir Filter a und 6 mit Havupr- 
Aumann-Pauc lim(g, a x 6) den totalen**) oder, wie unsere Terminologie in 
§ 5,1 nahelegt, kardinalen, entsprechend lim(g, a @ 6) den ordinalen Limes 
der Doppeljamilie g beziiglich a und b, ferner mit Havupr-Aumann-Pavc 
lim (g(i, .), 6) den zu i gehérigen partiellen Limes**) von g beziiglich b (i € 1), 

“) Haupt-Aumann-Pavc [11], 8.131, dort ohne den Filterbegriff. Allgemein bei 
Bovursaki [3], S. 69. Siehe FuBnote 36. 


“*) Haupr-Aumann-Pavc [11], 8. 132, dort ohne den Filterbegriff. Siehe Bemerkung 
nach Koppllar 6 zu Satz 23. 
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so hat man nach Korollar 4 zu Satz 19 und nach Satz 21: Aus der Existenz 
des iterierten darf man auf die Existenz des ordinalen Limes schlieBen, aus der 
Existenz des kardinalen auf die des ordinalen Limes. 

Obwohl das kardinale Produkt von Filtern seit geraumer Zeit bekannt ist, 
findet man in der Literatur unseres Wissens keine Bemerkung dariiber, daB 
sich die idempotenten Pratopologien — analog zu Satz 20 — auch mit Hilfe 
des kardinalen Produkts kennzeichnen lassen: 


Satz 22. Die Pritopologie t ist genau dann idempotent, wenn folgende Be- 
dingung erfiillt ist: 

(a) Ist (g, I x K) eine Doppeljamilie tiber E, a ein Filter iiber I, b ein Filter 
tiber K und f eine (eindeutige) Abbildung von I in E, so gilt 


mit f(i) € Adh(g(i,.),6) fiir alle i€l 
allemal auch Adh(f, a) ¢ Adh(g, a xb). 


Beweis. DaB (a) fiir die Idempotenz von rt notwendig ist, folgt aus den 
Satzen 20 und 21. DaB (a) auch hinreichend ist, zeigt man wértlich wie die 
entsprechende Behauptung fiir (a) von Satz 20. Bei der speziellen Wahl 
von a und 6 im Beweis von Satz 20 ist namlich a @ 6 =a x b. 

Allerdings 148t sich das Korollar 6 zu Satz 19, wie einfache Beispiele in 
sehr speziellen Topologien*’) zeigen, nicht auf das kardinale Produkt iiber- 
tragen. Ubrigens scheint uns dies daran zu liegen, da das kardinale Produkt 
von Stapeln nicht verzahnungsinvariant ist (vgl. §5,1). Satz 22 bleibt 
namlich, wie man durch Priifung des Beweises (wie des Beweises von Satz 19) 
sieht, erhalten, wenn man in (a) beliebige Stapel a und 6 tiber J und K zulaBt. 
Ware das kardinale Produkt verzahnungsinvariant, so ware die fir Stapel 
anstelle Filtern ausgesprochene Bedingung (a) des Satzes 22, die wir etwa 
mit (a’) bezeichnen, aquivalent mit einer Bedingung (a’’), die aus (a’) durch 
Ersetzung von ‘Adh durch Lim hervorgeht. (a’’) wiirde in idempotenten Pra- 
topologien insbesondere fiir Filter a und b iiber J und K gelten, im Widerspruch 
zu dem Gesagten. (Damit ist ein neuer Beweis dafiir erbracht, daB das kardinale 
Produkt von Stapeln nicht verzahnungsinvariant ist.) 

' Es sei bemerkt, da sich die Bedingungen in den Satzen 19 und 20 — ohne 
dabei die Giltigkeit der Satze zu stéren — auch fiir gestapelte anstelle ge- 
filterter Familien aussprechen lassen, die Bedingungen in Satz 19 auch fiir 
gerasterte Familien. Satz 20 bleibt ferner erhalten, wenn man ihn fiir gestapelte 
Familien ausspricht und gleichzeitig Adh durch Lim ersetzt. SchlieBlich gilt 
Satz 20.bei Ersetzung von Adh durch Lim auch fir gerasterte anstelle ge- 
filterter Familien. — Die Bemerkungen tiber Satz 19 wurden oben schon mit- 
bewiesen. Was Satz 20 angeht, so bleibt sein Beweis fiir gestapelte anstelle 
gefilterter Familien giltig; die Dualisierung des Satzes stiitzt sich auf die 
Satze 3,1, 8 und 18. 


“) Etwa bei Haupt-Aumann-Pavc [11], 8. 132. 
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§ 4. Kennzeichnung der reguliren Topologien 
mit Hilfe gefilterter Punktfamilien 


Es sei t nun insbesondere eine Topologie der Menge £, 8 weiterhin der zu t 
gehérige Umgebungsoperator. Um eine bequeme Ausdrucksweise zu haben, 
nennen wir hier t eine 7',-Topologie**), wenn folgendes bekannte Trennungs- 
axiom erfiillt ist: 

(T,) Zu jedem x € E und jeder abgeschlossenen Menge A ¢ E mit x ¢ A gibt 
es zueinander fremde Umgebungen V von x und W von A. 

Dabei pflegt man jede Menge WC E mit MC D-'W eine Umgebung der 

(beliebigen) Menge MC £ zu nennen. Bekanntlich ist t genau dann eine 

T,-Topologie, wenn zu jedem x € E das System aller abgeschlossenen Mengen 

von Gz eine Basis des Filters GU x ist. Jede Hausdorffsche Topologie, die auch 

T,-Topologie ist, nennt man reguldr**). 

T 3 Topologien lassen sich durch eine Bedingung kennzeichnen, die eine 
Abwandlung, in gewissem Sinne eine Umkehrung ist der Bedingung (a) in 
Satz 19: 

Satz 23. Dafiir, daB die Topologie t eine T,-Topologie sei, ist folgende Be- 
dingung (a) notwendig und hinreichend, folgende Bedingung (b) hinreichend. 

(a) Ist (f, I, a) eine gefilterte Familie iiber E und zu jedem i €I (g;, 6;) eine 
gefilterte Familie iiber E, so gilt 


mit f(i) €Lim(g,,6,) fiir alle i€l 
allemal auch Lim °S (g;, 6;) ¢ Lim(f, a). 
ier 


(b) laute wie (a) mit ,,Adh“ anstelle ,,Lim“. 

Beweis. ft sei eine T,-Topologie. (/, J, a) und (g;, 6;) (zu jedem ¢ € J) seien 
gefilterte Familien iiber Z, und es gelte f(i) € Lim (g;, 6;) fiir alle i ¢ J. Es sei 
x € Lim =. (g;,6;) und V €Gz. Da t T,-Topologie ist, gibt es eine abge- 


cilbinieems — W €Gamit W ¢ V. Nach Wahl von z gibt es auf Grund von 
Satz 12 zur Menge W eine Menge M € °S 6; mit ( S 9) (M) ¢ W (vgl. § 2). 
ier ier 


Zu M gibt es nach Definition der gefilterten Summe von Filtern eine Menge 
A €a mit ¢,M €b6, fir alle a€A (gq, sei der zu a gehorige eingeschrankte 
zweite Projektionsoperator, vgl. § 2, I und § 4,1). Sei a ¢ A. Einerseits gilt 
dann nach Satz 4, I, da b, ein Filter ist, mit g, M €b, auchq,M € Yb,. Anderer- 
seits hat man wegen {a} xq,M CM und (Sg,)(M) ¢ W die Inklusion 
Ja(qaM) © W. Aus diesen beiden Aussagen folgt nach Satz 13 f(a) ¢ W, da 
f(a) € Lim(g,, 6) — laut Voraussetzung — und W abgeschlossen ist. Dies 
gilt zu jedem a € A, folglich hat man {(A) ¢ W ¢ V, nach Wahl von V somit 
x € Lim(f, a). (a) ist also dafiir, da t eine T,-Topologie sei, notwendig. 
Umgekehrt sei die Topologie r keine. T,-Topologie. Dann gibt es ein x € Z 
und eine abgeschlossene Menge C ¢ E mit x ¢ C derart, daB zu jedem V € Dx 
“) Kexiey [13], S. 113, sagt ,,regulire Topologie‘‘ und verwendet ,,7';-Topologie“ in 


anderem Sinn. 


«) Boursakt [3], S. 55, définition 5. 
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die Mengen t V und C miteinander verzahnt sind (vgl. § 1, I). Andernfalls ware 
namlich (T;) nicht erfillt (Komplementbildung innerhalb der Menge £!). 
Wir setzen U x = I. Zu jedem i € J sei ein Element von ti -\ C ausgewahlt und 
mit f(t) bezeichnet (Auswahlaxiom!). Wegen /(i) € ti gibt es nach Satz 14 zu 
jedem i € J eine gefilterte Familie (g;, K;, 6;) mit_ 


(1) 9(Ki) Ct und f(t) € Lim(g,, 6,); 


jedem i € J ordnen wir eine solche zu (Auswahlaxiom!). In der dual mengen- 
theoretisch gerichteten Menge J (fiir i’, i’ € I bedeute i’ < i’ dasselbe wie 
i’ ¢ @’) sei a der Perfinalitatsfilter (vgl. § 5, I, Beispiel 2). Seij ¢ J. Das Haupt- 
ende {j, +{ in der gerichteten Menge I wollen wir mit A bezeichnen. Nach (1) 
gilt dann zu jedem a € A, d. h. zu jedem a € J mit‘a = j, die Inklusion g,(K,) Ca, 
wegen a Cj folglich (s Ss 7%) ({a} x K,) Cj (vgl. § 2), also (, Ss 9) ( S K, «) Si 
ier acA 
(vgl. § 2, I). Da die Useiengs von z beliebig in J gewahlt wurde und, wegen 


A €aund K, €b,, die Menge 2 K, zu °S 6, gehdrt, hat man nach Satz 12 
ier 
x € Lim = (g;, 6;) (vgl. § 2). Es “lt aber nicht z € Lim(f, a), da sonst nach 


Satz 14, a {(1) ¢ C=tC, x € C wire, im Widerspruch zur Auswahl von x 
und C. Fiir die gefilterten Familien (/, J, a) und (g;,, 6;) (¢ € Z) gilt also wegen (1) 
die Aussage (a) nicht; die Bedingung (a) ist somit dafiir, daB t eine T,-Topologie 
sei, hinreichend. 

Ersetzt man im vorstehenden Absatz den Limesoperator ,,Lim“ iiberall 
durch den Adharenzoperator ,,Adh“ und fiigt man hinter die Worte ,,die Menge 

S K, zu ef 6,“ ein ,,nach Satz 4,I also zu 9 x] b;“, so erhalt man den 
actA 
Beweis dafar, daB (b) — anstelle (a) — fiir die T, Rigenschaft von t hinreichend 
ist. Damit ist Satz 23 bewiesen. 

Wir bemerken zuniachst, daB man auf Grund von Satz 19 im vorstehenden 
Satz die Inklusion ¢ auch durch das Gleichheitszeichen ersetzen darf. Die Be- 
dingung (a) von Satz 23 wollen wir als die Umkehrung des Satzes vom iterierten 
Limes, der Bedingung (a) von Satz 19, bezeichnen (vgl. Einleitung zu I). DaB 
die Bedingung (b) von Satz 23, die Umkehrung des Satzes von der iterierten 
Adhérenz, der Bedingung (b) von Satz 19, in T,-Topologien nicht notwendig 
erfillt ist, zeigt folgendes 


Beispiel. EZ sei die in der iiblichen Weise topologisierte euklidische 
Ebene £,. Firi=1,2,...undk=1,2,... sei, g(t, k) der Ursprung (0, 0) des 


Koordinatensystems, falls k gerade ist, der Punkt ( 1, 3) = f(t), falls k ungerade 


ist. J sei die Menge der natiirlichen Zahlen, G die Menge der geraden unter 
ihnen; a sei der Fréchet-Filter. Die Menge I x G stammt dus Ga @® Ya, nach 
Satz 24,1 also aus Y(a @ a) (vgl. Beispiele 3 und 5 von § 5, f). Ist V eine Um- 
gebung von (0, 0), so gilt fiir alle (i, k) € x G g(i, k) = (0, 0) € V, man hat 
also (0,0) € Adh(g, a @ a). Ferner gilt zu jedem i € J f(i) € Adh(g(i, .), J, a). 
Obwohl £ regular ist, gilt aber nicht (0, 0) € Adh(f, a). 








408 GERHARD GRIMEISEN: 





In Hausdorffschen Topologien 148t sich nun die Kennzeichnung in Satz 23 
wie folgt in der konventionellen lim-Schreibweise formulieren; damit hat man 
dann, als Verschaérfung des Korollars 1 zu Satz 19, eine Kennzeichnung der 
regularen unter den Hausdorffschen Raumen. 

Korollar 1. Die Hausdorffsche Topologie t ist genau dann regulér, wenn 
folgende Bedingung (a) erfiillt ist. 

(a) Ist (9s Ss Hs) eine Doppelfamilie iiber E, a ein Filter iiber I, 6; ein Filter 


tiber K; (i € 1) und existiert zu jedem i €I im g(6, k)pex, 80 existiert 


an Save. k)= 2 genau dann, wenn lim g(i, b= y existiert, und im Falle 
a "Sb, 

der ition ist x= y. 

Daraus gewinnt man, als Verscharfungen der Korollare 2, 4 und 5 zu Satz 19 
(in den dort verwendeten Bezeichnungen), die nachstehenden Korollare 2, 
3 und 4. 

Korollar 2. Jedes t,(d € D) sei eine regulire Topologie. Existiert dann zu 
jedem icl lim (91 bec xe so existiert ~~. Jix= 7 genau dann, wenn 


lim 9;,=8 existiert, und im Falle der Bristenz ‘ist r = 85°), 
Sb; 

Korollar 3. +t sei eine regulére Topologie. Existiert dann zu jedem i €I 
limg (‘, k)pc x, 80 existiert i - g(t, k) = x genau dann, wenn ™ g(i,k) =y 


existiert, und im Falle der y Aah ist x= y. 
Korollar 4. Jedes t, (d € D) sei eine regulére Topologie. Existiert dann zu 


jedem i CF Bn ralses, co entetiet Iga Bm Jizx = 1 genau dann, wenn lim g;,= 8 
a@b 
existiert, ual im Falle der Existenz ist f = 8. 


_Entsprechend wie die Korollare 4 und 5 von Satz 19 in die jetzigen Ko- 
rollare 3 und 4 lassen sich auch die zu jenen Korollaren gehérigen Beispiele 1 
bis 3 in Beispiele zu den jetzigen Korollaren abwandeln; wir diirfen dies dem 
Leser iiberlassen. — Offen bleibt hier die — der im AnschluB an das Korollar 6 
zu Satz 19 aufgeworfenen analoge — Frage, ob man obiges Korollar 3 zur 
Kennzeichnung der regularen Raume heranziehen, anders gewendet: ob man 
in Korollar 1 (allgemeiner in Satz 23 bei der Kennzeichnung der T,-Topologien) 
mit dem ordinalen Produkt von Filtern auskommen kénne. In Verallgemei- 
nerung von Korollar 3 hat man (mit den Vereinbarungen vor Korollar 4 zu 
Satz 19), zufolge der Saétze 23 und 21, 

Korollar 5. t sei eine T;-Topologie. Ist dann f eine (eindeutige) Abbildung 
von I in E, so gilt 
mit f(t) € Lim(g(i, .), 6) firalle icl 

5°) Mit Hilfe von Korollar 1 und bekannter Siatze iiber die iibliche Produkttopologie 


(Boursak1 [3], proposition 7, 8. 67, und corollaire 1, S. 63) kann man zeigen, daB das 
Produkt (nichtleerer) Hausdorffscher Riume genau dann regular ist, wenn jeder Faktor 


regular ist (vgl. auch Boursaki [3], S. 71, exercise 6; Ketiey [13], S. 130, problem A, (b)). 
Geht man also (anders als jm Text) von der iiblichen Produkttopologie aus, so erscheint ° 


Korollar 2 als Deutung einer Hilfte von Korollar 1 im topologisierten Produktraum. 
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: allemal auch Lim(g, a @ 6) ¢ Lim(f, a) 

r und (also) Lim (g, a x 6) ¢ Lim(f, a) . 

. Wie in (a) in Satz 23 darf auch das erste in Korollar 5 vorkommende 
Inklusionszeichen ¢ durch das Gleichheitszeichen ersetzt werden (vgl. Ko- 

. rollar 6 zu Satz 19), nicht hingegen das zweite (vgl. § 3). Auf Grund des Bei- 


spiels nach Satz 23 kann auch die Frage geklart werden, ob im Korollar 5 der 
t Limes- durch den Adharenzoperator ersetzt werden diirfe. Was die Aussage 
iiber das ordinale Produkt angeht, so ist die Frage, nach dem zitierten Beispiel, . 


j 
< zu verneinen, also, nach Satz 21, auch fiir das kardinale Produkt. 
Der sog. ,,Satz vom Doppellimes bei BourBak1") erscheint hier als die 
9 Formulierung eines Teiles von Korollar 5 in reguléren Raumen: 
,, Korollar 6. 1 sei eine regulire Topologie™). Existiert dann zu jedem i € I 
limg(i, k)pcx, 80 folgt aus der Existenz von lim g(i,k)= x diejenige von 
b axb 
; lim limg (i, k) = y, und es ist x = y. 
a »b 
Hiermit und mittels des Korollars 3 kénnen wir das im AnschluB an Satz 21 
Gesagte dahingehend ergainzen, daB man in reguldren Raéumen unter der Vor- 
I aussetzung der partiellen Limites limg(i, k) schlieBen darf 
b 
y (1) von der Existenz des iterierten auf die des ordinalen Limes, und um- 
gekehrt ; 
u (2) von der Existenz des kardinalen auf die des iterierten Limes (im all- 
8 gemeinen aber nicht umgekehrt*") ). 
Zum Giiltigkeitsbereich des Satzes 23 sei abschlieBend bemerkt: Satz 23 
)- bleibt, auf Grund der Satze 3, I, 8 und 18 erhalten, wenn man in den Bedin- 
1 gungen (a) und (b) die gefilterten durch gerasterte Familien ersetzt und den 
n Limesoperator Lim mit dem Adharenzoperator Adh vertauscht. Von dieser 
6 Dualisierungsméglichkeit abgesehen, ist aber, was (a) angeht, die Be- 
ir schrankung von Satz 23 auf gefilterte Familien — anders als bei Satz 19 — 
n eine zwangslaufige: Es sei nimlich mit (a’) bzw. (b’) bezeichnet die fir ge- 
2) stapelte anstelle gefilterter Familien ausgesprochene Bedingung (a) bzw. (b) 
i- von Satz 23. Nach den Satzen 8 und 18 sind (a’) und (b’) aquivalent. Ist (a’) 
u erfiillt, so auch (a); somit ist (a’) dafiir, daB die Topologie t eine T,-Topologie 
sei, hinreichend, also auch (b’). DaB die Bedingung (b’) — und damit auch (a’) — 
ug fir T,-Topologien aber nicht notwendig ist, folgt schon aus dem Beispiel zu 
Satz 23. 


51) Boursaki [3], S. 69. Mit dem ,,Satz vom Doppellimes“ iiberschneidet sich der 
ie »Satz von der totalen Konvergenz“ bei Haupt-AumMann-Pave [11], S. 134, wo allerdings 
a auf die Verwendung des Filterbegriffs verzichtet wird. 

52) Boursaki und Drevponn& [5] haben gezeigt, daB eine Hausdorffsche Topologie t 
regular ist, wenn die im Text folgende Bedingung fiir. beliebige Doppelfamilien (g, J x K), 
beliebige Filter a und b iiber J und K erfiillt ist. Insofern ist also die Umkehrung des 
Satzes vom iterierten Limes in Hausdorffschen Riumen mit dem Satz vom Doppellimes 
iquivalent (vgl. Korollar 1 zu Satz 23). 


Math. Ann. 144 28 
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§ 5. Kowalskys Diagonallimitierung 


Die Definition der Diagonallimitierung™) von Kowaicky laBt sich, wie 
wir sehen werden, im wesentlichen aus der Aussage (a) des Satzes 19 gewinnen. 
Zur Vorbereitung einige — das in Teil I Gesagte erginzende — Bemerkungen 
iiber die allgemeine, durch a gestapelte Summe °S 6; von Stapeln b, (a ein 


ier 
Stapel tiber der Menge J, 6; ein Stapel tiber der Menge XK, (i € Z)): Ist g der 
zweite, auf zi K, definierte Projektionsoperator (vgl. § 2, I}, sc hat man 
Satz 24. 7 °S 6, = U NN #H,sb; 


Aéa i€A 
mit § = 2, K, und dem auf qS = a K, bezogenen Hiillenoperator # , s. 
t t 
Beweis. Ist » die im Korollar zu Satz 13, I angegebene Basis von °S 6,, 
so besteht gy aus allen Vereinigungen vr B, mit A € a und B; € 6; (zu jedem 


i € A). Nach Definition von #, 5 (vgl. § 1, 1) folgt hieraus 
#.590= U N #, 5b; 


Aéa i€A 


(Auswahlaxiom!) , hieraus mittels Satz 6, I die Behauptung. 

Wir bemerken, daB die erste Gleichung in Satz 24 lediglich Spezialfall ist 
der entsprechenden, fiir jede (eindeutige) Abbildung ¢ aus S auf eine beliebige 
Menge 7’ — mit ¢@ anstelle g — geltenden (auch die Satze 17, I, 18, I und einen 
Teil von Satz 22,1 umfassenden) Gleichung 


a _— + 
9 Sb, X. Des p ds 


(b, das kanonische Bild von 6,, vgl. Vorbemerkung zu Satz 15, I), die man 
etwa auf Satz 15,1 zuriickfiihren kann. 

Satz 24 liefert uns: Das Bild von °S 6; vermége q ist nach Korollar 1 zu 
Satz 6,1 ein Stapel tiber gS; es ist ein Filter bzw. Ultrafilter, wenn a und 
a-fast alle 6, Filter bzw. Ultrafilter sind; ein Raster, wenn a und 4a-fast_alle 
6, Raster sind (vgl. Satz 21, I, dessen"Korollare 2 und 4, Korollar 1 zu Satz 6, I). 

Korollar 1. ¢ °S 6; = # ft, b,, falls K; = K (fest) zu jedem i € I. 


Eine Verkniipfung der Satze 16,1 (Verzahnungsinvarianz) und 6,1 mit 
dem Korollar 1 liefert 


Korollar 2. 9 B Nb= U Nn Bb,, 
Aéa i€A CEeGa iec 


falls K,; = K (fest) zu jedem i € I. 

Setzt man hierin a = 9{I} bzw. a = {I}, so erhalt man die Regel (1.11), I 
(fiir Stapel) bzw. (1.13), I als einfache Folgerung zuriick. 

Wir betrachten nun wieder einen pratopologischen Raum (EZ, t). Beschrankt 
man den Bereich der zugelassenen Approximatoren, der in Grenziibergingen 
zugelassenen verallgemeinerten Folgen, auf die Menge ®(£) aller Filter iiber £ 
— in Satz 19 waren es die gefilterten Familien tiber 2 —, so erhalt man, 
analog zu Satz 19, folgende Kennzeichnung der idempotenten Pratopologien 
[®(£)£ sei wie iiblich die Menge aller (eindeutigen) Abbildungen von Z in ®(£)): 


83) Kowatsky [15], S. 312, Definition 8. 
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Satz 25. Dafiir, dap die Pritopologie t eine Topologie sei, ist jede der folgenden 
Bedingungen (a) und (b) notwendig und hinreichend. 
(a) Ist a €D(E) und y € D(E)®, s0 gilt 


mit z€Limgez firalle x«¢€E 
allemal auch Lima cC Lim U 7 gy. 
A€a yc 


(b) laute wie (a) mit ,,Adh“ anstelle ,,Lim“. 

Beweis. Wir bemerken zunichst, daB nach (2.3), Korollar 1 zu Satz 24 
und § 1 die Bedingung (a) aquivalent ist mit 

(a’) Ist (Z, a) eine gefilterte Menge und zu jedem z ¢ E (EZ, b,) eine gefilterte 
Menge, so gilt 
mit x€Lim(Z,6,) fiiralle ~¢€Zz 
allemal auch Lim (EZ, a) ¢ Lim °S (EZ, b,). 

z¢E 


Hieraus folgt nach Satz 19 unmittelbar, daB (a) zur Idempotenz von rt 
notwendig ist. Analoges gilt fiir (b). 

Umgekehrt sei (a) erfiillt. Sei MC 2 und x¢€r*M. Dann gibt es nach 
Satz 6%) einen Filter a mit tM € Ya und z € Lima. Analog existiert zu jedem 
y €tM ein Filter 6, mit M € 9b, und y € Limb,; zu jedem y €tM wihlen 
wir einen solchen Filter aus (Auswahlaxiom!). Fiir y¢£ — tM sei b, der von {{y}} 
ber Z erzeugte Filter ; fiir ihn gilt nach Satz 5 und Axiom (G1) y € Limb,. Auf 
Grund der als erfiillt angenommenen Bedingung (a) gilt somit x¢€ Lim U n by. 


Aéa yea 
Andererseits gehért nach Wahl der Filter a und by (y € £) die Menge M zu 


U Nn Yb,, nach Korollar 2 zu Satz 24 folglich mQZYU 7 b,. Somit 
Cega yer A€a yeA 


hat man nach Satz 6 x €tM. Damit haben wir t?.M ¢ tM, nach Axiom (11) 
also die Idempotenz von t bewiesen. 

Ersetzt man in diesem Absatz konsequent ,,Filter“ durch ,,Raster‘‘, so 
erhalt man, daB die fiir Raster anstelle Filtern ausgesprochene Bedingung (a) 
fiir die Idempotenz von t hinreicht. Die so abgedinderte Bedingung ist dann 
aber auf Grund von Satz 3, I, Korollar 2 zu Satz 24 und Satz 2 dquivalent 
mit (b); somit ist auch (b) hinreichend. Damit ist Satz 25 bewiesen. 

Die Einschrinkung Limg,,) des Limesoperators Lim auf die Menge ®(2£) 
aller Filter tiber Z — in §1 »par abus de langage« nicht vom Limesoperator 
schlechthin unterschieden — ist eine (eindeutige) Abbildung von ®(Z£) in BE 
und kann also nach Satz 1 als Relation zwischen ®(Z) und E aufgefaBt werden; 
Limg/x), kurz Lim, sei die zu Limg,g), kurz wieder Lim, inverse Relation. 
Zu jedem x € £ ist dann Lim~'z die Menge aller Filter a tiber Z mit x € Lima. 

Die Bedingung (a) des Satzes 25 kann man nun in eine aquivalente fiir die 
Relation (bei anderer Auffassung: den Operator) Lim—! umwandeln, namlich in 

(a”) Ist a € D(£) und m € D(£)*, so gilt 


mit gx€Lim'z fiiralle x¢Zz . 
allemal auch »wenn a€Lim~'!z, so Bw n py¢€Lim—'z“ fir alle z€Z. 
—_——_--—_——_ €a ye 

54) Durch den Verzicht auf Benutzung von Satz 7 erreichen wir, daB der Beweis fiir 


Stapel anstelle von Filtern iiber Z giiltig bleibt, gilt doch auch der verwendete Satz 19 fiir 
gestapelte anstelle gefilterter Familien. 


28* 
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Nach formaler Ersetzung des Operators Lim~! durch eine Limitierung T 
der (abstrakten) Menge Z im Sinne von Kowatsky deckt sich (a’’) per defini- 
tionem mit der Aussage, daB T Diagonallimitierung sei. Der in (a) vor- 
kommende, durch a und @ eindeutig bestimmte Filter - ay yy entspricht 


genau dem ,,Diagonalfilter“ xa* bei Kowatsky®). 
Substantiell lauft — in einem Hausdorffschen Raum £ gedeutet — Satz 25 
darauf hinaus, daB er gestattet, gegebene iterierte Grenziiberginge der Gestalt 


(5.1) x=lima,y=limb, zujedem y¢€Z 
mit Filtern a und 6, iiber Z in einfache, nicht iterierte, nimlich in 


z=lim U 7N by, 
A€a yéA 
zu verwandeln (vgl. Korollar 1 zu Satz 19). Der Zusammenhang der allgemeinen 
,gefilterten Diagonalfamilie, der gefilterten Summe °S (g,, 6;) in Satz 19 mit 


dem _,,Diagonalfilter“ B n b, des iterierten Grenzprozesses (5.1) wird 
ay 


durch (2.3) und das Korollar 1 zu Satz 24 beschrieben. 

Wir bemerken, daB auf Grund seines Beweises (der tatsachlich nur die 
Stapeleigenschaft eines Filters benutzt) und des Beweises von Satz 19 der 
diskutierte Satz 25 unverandert fiir Stapel anstelle von Filtern gilt. Unmittelbar 
auf Grund des Korollars 2 zu Satz 24 und des Satzes 2 (nicht erst mittelbar 
nach dem modifizierten Satz 25) sind dann (a) und (b) aquivalent. Korollar 2 
zu Satz 24 in Verbindung mit Satz 3,1 und Satz 2 sichert ferner, daB Satz 25 
fiir Raster anstelle Filtern Giltigkeit behalt. Ob (a) nach Umkehrung der vor- 
kommenden Inklusion — analog zu (a) in Satz 23 — gerade die T,-Topologien 
unter den Topologien kennzeichnet, bleibt als Problem offen; leicht bestatigt 
man, daB die so abgednderte Bedingung (auf Grund von Satz 23, (2.3) und 
Korollar 1 zu Satz 24) zur T,-Eigenschaft notwendig ist. 


§ 6. Birkhoff-Kelleys Satz vom iterierten Limes 


Gegeben sei ein pratopologischer Raum (Z, 1). Unter einer Moore-Smith- 
Punktfolge, kurz Moore-Smith-Folge, (f, 1), f(i)jc; (dber EZ) versteht man eine 
Punktfamilie (iiber Z) mit gerichtetem Indexbereich /*). Ist M irgendeine 
gerichtete Menge, so wollen wir hier mit a(M) den Perfinalitatsfilter iber M 
bezeichnen (vgl. Beispiel 2 in § 5, I). In’ Ubereinstimmung mit der 


55) Kowaxsky [15], 8.312, vor Definition 8. Bezogen auf eine vorgegebene Pri- 
topologie, stimmen Limitierung T und Lim- iiberein; siehe [15], 8. 309 (Definition von T), 
und unseren Satz 5. 

5*) Die (Richtungs-) Relation < einer gerichteten Menge wird hier wie bei Bruns- 
Scumipt [6], S. 170, — anders als etwa bei Ketiey [13], 8. 65 — als antisymmetrisch 
vorausgesetzt. Einerseits aber wird die Antisymmetrie hier nirgends explizit bendétigt, 
andererseits wird durch die Antisymmetrie-Forderung — auf Grund des Satzes auf 8. 171 
in [6], 4 — der Bereich der Moore-Smith-Folgen als Approximatoren nur scheinbar ein- 
geengt, da es bei Grenziibergiingen nur auf den ,,Bildfilter“ /(a(Z}) ankommt. Siehe 
J. Scumipr [26], 8. 30. 
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Konvention*’) erklaren wir Lim(/, J) und Adh(f, 7) durch 
Lim (f, I) = Lim (jf, a(Z)) 


und 


Adh(f, I) = Adh(f, a(Z)) . 


So betrachtet, erscheint die gefilterte Familie als ,,Verallgemeinerung’ der 
Moore-Smith-Folge®*). Umgekehrt aber — und dies sichert die Aquivalenz von 
gefilterter Familie und Moore-Smith-Folge — gibt es bekanntlich®) zu jeder 
gefilterten Familie (g, 6) (iiber Z) eine Moore-Smith-Folge (/, 7) (tiber EZ) mit 
der Eigenschaft g(b) = f(a(Z)), also — per definitionem — mit dem gleichen 
Konvergenzverhalten, gleichen Limes- und Adharenzpunkten (vgl. § 1). 

Mittels des in § 6, I untersuchten (gerichteten) kardinalen Produkts einer 
gerichteten Menge I mit dem (gerichteten) kardinalen Produkt einer Familie 
(K,)cz gerichteter Mengen K,, 

G=Ix P K,, 
ier 

und der in Satz 26, I erklarten kanonischen Abbildung y von G auf S K, laBt 


sich nun folgende, BrrkHorr-KELLEYs Satz vom iterierten Limes**) — siehe (a) 
— benutzende Kennzeichnung der idempotenten Pritopologien angeben 
(vgl. Satz 19). 

Satz 26. Dafiir, daB die Priitopologie t eine Topologie sei, ist jede der fol- 
genden Bedingungen (a) und (b) notwendig und hinreichend. 

(a) Ist (f, 1) eine Moore-Smith-Folge iiber E und zu jedem i € I (g,, K;,) eine 
Moore-Smith-Folge iiber E, so gilt 


mit f(t) €Lim(g,;, K,) firalle i¢€l 
allemal auch Lim (f, J) ¢ Lim (( Ss 91) x» @). 
ier | 


(b) laute wie (a) mit ,,Adh“ anstelle ,,Lim“. 

Beweis. Wir bemerken zunachst, daB nach Satz 26,1 die Bedingung (a) 
aquivalent ist mit 

(a’) Ist (f, J) eine Moore-Smith-Folge tiber Z und zu jedem i € I (g,, K,) 
eine Moore-Smith-Folge tiber Z, so gilt 


mit f(i) € Lim(g;, a(K,)) fiiralle ic] 
allemal auch Lim(f, a(Z)) ¢ Lim *S (g,, a(K,)) . 
ier 


Hieraus folgt nach Satz 19 unmittelbar, daB (a) zur Idempotenz von t 
notwendig ist. Analoges gilt fiir (b). 


5?) Vgl. etwa NéseEtine [21], 8S. 55, und J. Scumrpr [26], 8. 29f. 

58) J. Scumipt [26], loc. cit. 

5®) Dies folgt aus dem zitierten Satz bei Bruns-Scumipt [6] (vgl. unseren Satz 6, I). 

6°) BrrkuorrF [2], 8. 43 (theorem 5); Ketxey [12], S. 279, und [13], 8. 69 (“Theorem 
on iterated limits’’). 
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Umgekehrt gelte (a), es sei MC E und x €1*M. Nach Satz 14 und auf 
Grund der Bemerkungen zu Beginn des Paragraphen gibt es eine Moore- 
Smith-Folge (/, J) mit f(J) ¢ tM und z € Lim(f, J). Wegen f(i) €rM gibt és 
analog zu jedem i €J eine Moore-Smith-Folge (g,, K;) mit f(i) € Lim(g;, K;) 
und g,(K;) ¢ M. Indem wir zu jedem i eine solche Moore-Smith-Folge aus- 
wahlen (Auswahlaxiom!), haben wir nach (a’) x € Lim ““S (g,, a(K,)) und 

iez 


nach der Wahl der (g;, K;) — siehe §2 — (5,9) (S ¥:) ¢ M, nach Satz 14 
t J 

somit x € 1M. t ist also (vgl. (r1)) idempotent. In dieser Uberlegung darf man 

den Limesoperator Lim durch den Adharenzoperator Adh ersetzen ((a’) ist 

dabei durch eine zu’ (a’) analoge Bedingung zu ersetzen). Jede der beiden 

Bedingungen (a) und (b) sind also zur Idempotenz von t hinreichend. Damit 

ist Satz 26 bewiesen. 

Ganz entsprechend, wie wir aus Satz 19 durch Modifikation der dortigen 
Bedingungen (a) und (b) den Satz 23 erhielten, erhalten wir hier durch Ab- 
wandlung, in gewissem Sinn Umkehrung der Bedingungen (a) und (b) des 
Satzes 26 einen Satz, der sich, was den Limesoperator angeht, in Hausdorffschen 
Raumen mit Birkhoffs Kennzeichnung der reguliren Raume*") deckt. 

Satz 27. t sei eine Topologie. Dafiir, daB t eine T,-Topologie sei, ist folgende 
Bedingung (a) notwendig und hinreichend, folgende Bedingung (b) hinreichend. 

(a) Ist (f, 1) eine Moore-Smith-Folge iiber E und zu jedem i€I (g;, K,) 
eine Moore-Smith-Folge iiber E, so gilt 


mit f(t) €Lim(g,, K,) fiiralle icl 
allemal auch Lim (( |S 94) x»@) ¢ Lim({, 1) 
ier 


(b) laute wie (a) mit ,,Adh“ anstelle ,,Lim‘“‘. 

Beweis. Die Bedingung, die aus (a’) im Beweis von Satz 26 dadurch ent- 
steht, daB man ¢ durch 2 ersetzt, wollen wir mit (a’’) bezeichnen, die Be- 
dingung, die aus (a’’) durch Ersetzung des Limesoperators Lim durch den 
Adharenzoperator Adh hervorgeht, mit (b’’). Nach Satz 26, I ist (a) aquivalent 
mit (a”’), (b) mit (b”’). Aus ersterem folgt nach Satz 23 unmittelbar, daB (a) 
zur T;,-Eigenschaft von t notwendig ist. Umgekehrt*®) sei die Topologie rt 
keine T,-Topologie. Man schlie8t nun woértlich wie im Beweis von Satz 23, das 
dortige (a) jetzt allerdings durch (a’’), das dortige (b) durch (b’’) ersetzend. 
Dabei hat man jetzt in (1) zu jedem i die gefilterte Familie (g,, K,, 6;) so zu 
wahlen, dab K, eine gerichtete Menge, 6; der Perfinalitatsfilter iiber K, ist; 
dies ist nach den einleitenden Bemerkungen dieses Paragraphen méglich. Man 
erhalt, daB weder (a’’), noch (b’’) erfiillt ist. Jede der Bedingungen (a) und (b) 
von Satz 27 ist also zur T,-Eigenschaft von t hinreichend. 

Die Bedingung (a) von Satz 19 besitzt gegeniiber der von Satz 26 den 
technischen Vorteil, daB man bei der Bildung der ,,gefilterten Diagonal- 
familie“, der gefilterten Summe °S (g,,6,;) in Satz 19 den Indexbereich der 

*) BrrkuorF [2], S. 44, theorem 7a. 

%2) Substantiell ist dies — was (a) angeht — die SchluBweise von Brrxuorr [2], 
loc. cit., ohne daB dort der Filterbegriff benutzt wird. 
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implizit gegebenen Doppelfamilie (S g,, S$ K,;) = S (g,, K,) beibehalt, ihn hin- 
gegen bei Bildung der ,,gerichteten Diagonalfolge“ ((S g,)7, @) in Satz 26 — 
indem man von S K; zum Indexbereich G iibergeht — verlaBt. (Entsprechendes 
gilt fiir den Vergleich der Saétze 23 und 27.) Besonders deutlich tritt dies in 
Erscheinung, wenn man in einem Hausdorffschen Raum E wenigstens 3-fache 
(allgemeiner n-fache, n => 3) Grenziiberginge, etwa von der Gestalt 
(6.1) x = lim lim lim g(t, j, k) 

a b ¢ 
mit Filtern a, b, ¢ tiber den Mengen J, J, K (i,j,k) €I xJ x K, g(i,j, k) € £, 
x €E) behandelt. Die Bildung der ,,gefilterten Diagonalfamilie“ dieses Grenz- 
prozesses erfolgt so, daB man das ordi:.ale Produkt a @ b @ ¢ (die Definition 
darf dem Leser iiberlassen werden, ebenso die Prazisierung von (6.1)) bildet und 
diesen Filter dem Indexbereich J x J x K aufprigt; man hat dann auf Grund 
von Korollar 4 zu Satz 19 
(6.2) x= lim g(i,j,k). 

a@b@e 

In der Sprache der Moore-Smith-Folgen hat das Analogon zu (6.1) die Gestalt 
(6.3) x = lim lim lim g (i, j, k) 

to. 8 
mit i,j, k aus gerichteten Mengen J, J, K (g(i,j, k) € Z, x € £). Die Bildung 
der ,,gerichteten Diagonalfolge“ ist schon in diesem einfachen Fall (n = 3) 
kompliziert: Bezeichnet man, wie tiblich, fiir beliebige gerichtete Mengen A 
und B, (a € A) das (gerichtete) kardinale —, 4 B, (siehe § 6, I) im Falle 


gleicher Faktoren B, = B mit B“, das (gerichtete) feniingls Produkt von A 
und B (wie oben) mit A x B, so erhalt man auf Grund von Satz 26, als Analogon 
zu (6.2) in der Sprache der Moore-Smith-Folgen, 


(6.4) x = limh(i, ~)¢,g)¢1x [7 x (KV 
mit h(i, y) = g(t, PL ei), {ale@)} {Plp@)}}), 


die Projektionsoperatoren p und gq (vgl. § 2, I) auf das kardinale Produkt von J 
mit KY als Definitionsbereich bezogen. 


§ 7. J. Schmidts assoziative Operationen 


Da in Hausdorffschen Raumen der Limesoperator jeder gefilterten Punkt- 
familie eine héchstens einelementige Menge zuordnet, liegt es nahe, ihn dann 
als Operation zu deuten. Die Frage nach der Giiltigkeit algebraischer Rechen- 
regeln, denen diese Operation geniigt, schlieBt sich unmittelbar an. Es wird 
sich zeigen, daB die Aussage (a) in Satz 19 als die eine Halfte, die Aussage (a) 
in Satz 23 als die andere Hilfte eines Assoziativgesetzes angesprochen werden 
kann, dem der Limesoperator, bei héchstens einelementigen Limites: die 
Limesoperation evtl. gehorcht. 

Eine Operation, ausfiihrbar fiir gewisse Punktfamilien (/,/) tiber der 
(abstrakten) Menge FZ, wollen wir als einen Operator 2 auffassen, der jeder 
(hier: jeder nichtleeren) Familie (f, J) tiber E cine héchstens cinelementige 
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Menge 2(f, I) ¢ E zuordnet. (Ist Q(f, J) +O, so sagt man, die Operation Q " 
sei fir (/, 7) ausfiihrbar.) Mit J. Scammr®) nennen wir die Operation 2 
assoziativ, wenn sie folgende Bedingung erfiillt (vgl. § 2): | 

(a) Ist (f, I) eine nichtleere Familie iiber E und (g;, K;) zu jedem i €I eine 
nichtleere Familie iiber E, so gilt 
mit f(t) €Qg;, K;) fiiralle iel 
allemal auch Qf, TI) = 28 (g;, Ki. 

ier 


om i i ie. 


Beispielsweise ist die Operation des Infimum — ebenso die des Supremum — 
in einer (teilweise) geordneten Menge assoziativ. Wie J. Scammpt™) bemerkt, 
kann man das Assoziativgesetz (a) in zwei ,,Halften“‘ (a’) und (a’’) zerlegen: 
die eine entsteht aus (a) dadurch, daB man das Gleichheitszeichen durch die 
Inklusion ¢, die andere dadurch, daB man es durch die umgekehrte Inklusion 2 
ersetzt. Man wird dann (a’) als eine ,, Klammerstreichungsregel“ (Streichung von 
Klammern erlaubt!), (a) als eine ,,Klammersetzungsregel“ (Setzung von 
Klammern erlaubt!) bezeichnen diirfen. 

Die diesen Paragraphen einleitenden Bemerkungen und der Vergleich 
von (a’) mit den Bedingungen (a) und (b) von Satz 19 sowie der von (a”) mit 
den Bedingungen (a) und (b) von Satz 23 legen nahe, den Definitionsbereich 
des Operators 2 auf die gefilterten Familien (/, a) (tiber Z) auszudehnen und als 
Werte 2(/, a) beliebige Teilmengen von E zuzulassen. Der Definitionsbereich 
von Q in (a) wird dann insofern von dem neuen umfaBt, als man jede nichtleere 
F-milie (f, 7) als trivial gefilterte Familie (/, {7}) auffassen kann. Nach dieser 
Erweiterung nennen wir den Operator 22 assoziativ, wenn er nachstehende Be- 
dingung erfiillt (vgl. § 2): 

(b) Ist (f, I, a) eine gefilterte Familie iiber E und zu jedem i € I (g;, b;) eine 
gefilterte Familie iiber E, so gilt 
mit fi) €2QQ,,6,) fiir alle i€T 
allemal auch 2 (f, a) = 2 °S (g;, b;) . 

ie 


Wie oben im Falle der Operationen kann man auch hier von zwei Halften 
des Assoziativgesetzes (b) sprechen: dem obigen (a’) soll hier die aus (b) er- 
haltene Bedingung (b’), dem obigen (a’’) die aus (b) erhaltene Bedingung (b’’) 
entsprechen. {2 heiBe schwach assoziativ bzw. dissoziativ®), wenn (b’) bzw. (b’’) 
erfiillt ist. Die Bedingungen (a), (a’), (a’’) sind bei Identifikation der nicht- 
leeren Familien (f, J) mit den trivial gefilterten Familien (f, {7}) wegen 


” {fe Ez {5,*4 


(K; + O) Spezialfalle von (b), (b’), (b’’) (vgl. § 2). 
Die Satze 19 und 23 lassen sich nun folgendermaBen deuten: 
Satz 28. Hine Priitopologie (von EF) ist genau dann idempotent, wenn der 
zugehérige Limesoperator Lim schwach assoziativ ist, ferner genau dann, wenn der 
*) J. Scumupr [25], S. 440f.; dort ist die leere Familie zugelassen. 


*) J. Scumipt [25], S. 441, FuBnote 4. 
*) Die Terminologie ist dem Vorschlag bei J. Scum [25], loc. cit., angepaBt. 
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zugehérige Adhirenzoperator Adh schwach assoziativ ist. Also: Lim ist genau 
dann schwach assoziativ, wenn Adh es ist. Hine Topologie (von E) ist genau 
dann T;-Topologie, wenn Lim assoziativ ist, ferner genau dann, wenn Lim 
dissoziativ ist. Eine Topologie ist T,-Topologie, wenn Adh assoziativ ist, ferner, 
wenn Adh dissoziativ ist. 

Es fehlen uns Beispiele dissoziativer Operatoren, die nicht schwach asso- 
ziativ sind ®). 


Literatur 


[1] Aumann, G.: Reelle Funktionen. Berlin 1954. 
[2] Brrxuorr, G.: Moore-Smith convergence in general topology. Ann. Math. 88, 39—56 
(1937). 
[3] Boursakt, N.: Topologie générale, Chap. I—II. 2. Aufl. Actual. Sci. Industr. 1142 
(1951). 
[4] Boursakt, N.: Théorie des ensembles, Chap. I—II. Actual Sci. Industr. 1212 (1954). 
[5] Boursakt, N., et J. Dizeuponnt: Notes de Tératopologie. II. Revue Scientifique 
1939, 180—181. 
[6] Bruns, G., u. J. Scummptr: Zur Aquivalenz von Moore-Smith-Folgen und Filtern. 
Math. Nachr. 18, 169—186 (1955). 
[7] Cuoguet, G.: Convergences. Ann. Univ. Grenoble 23, 57—112 (1948). 
[8] Doos, J. L.: Stochastic Processes. 2. Aufl. New York 1959. 
[9] Grimetsen, G.: Gefilterte Summation von Filtern und iterierte Grenzprozesse. I. 
Math. Ann. 141, 318—342 (1960). 
[10] Hann, H.: Theorie der reellen Funktionen. Bd. 1. Berlin 1921. 
[11] Haupt, O., G. Aumann u. Cx. Pavc: Differential- und Integralrechnung. Bd. 1. 
2. Aufi. Berlin 1948. 
[12] Kewiey, J. L.: Convergence in topology. Duke Math. J. 17, 277—283 (1950). 
[13] Kexxey, J. L.: General topology. New York 1955. 
[14] Kowatsky, H. J.: Beitriige zur topologischen Algebra. Math. Nachr. 11, 143—185 
(1954). 
[15] Kowaxsky, H. J.: Limesriume und Komplettierung. Math. Nachr. 12, 301—340 
(1954). 
[16] KuratowskI, C.: Topologie. Bd. 1. 4. Aufl. Warszawa 1958. 
[17] Lonvon, F.: Uber Doppelfolgen und Doppelreihen. Math. Ann. 58, 322—370 (1900). 
{18] Moors, E. H., and H. L. Smmru: A general theory of limits. Am. J. Math. 44, 102—121 
(1922). 
[19] Nésetine, G.: Zur Theorie der topologischen Raéume. Sitzber. bayer. Akad. Wiss. 
Math.-naturw. K1. 1950, 131—132. 
[20] Nésetine, G.: Uber eine Verallgemeinerung des Folgenbegriffes. Sitzber. bayer. 
Akad. Wiss. Math.-naturw. K1. 1950, 133—141. 
[21] Nésetrna, G.: Grundlagen der analytischen Topologie. Berlin 1954. 
[22] Pauc, Cu.: Ableitungsbasen, Priitopologie und starker Vitalischer Satz. J. reine 
angew. Math. 191, 69—91 (1953). 
[23] Prinasuemm, A.: Zur Theorie der zweifach unendlichen Zahlenfolgen. Math. Ann. 538, 
289—321 (1900). 
[24] Scumupt, J.: Beitriige zur Filtertheorie. II. Math. Nachr. 10, 197—232 (1953). 
[25] Scumupt, J.: Die transfiniten Operationen der Ordnungstheorie. Math. Ann. 133, 
439—449 (1957). 
[26] Scumupt, J.: Eine Studie zum Begriff der Teilfolge. Jahrsber. DMV 63, 28—50 
(1960). 


(Eingegangen am 5. Marz 1961) 


6) Siehe aber das Beispiel bei J. Scumrpt [25], loc. cit. 
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Even Doubly-Stochastic Matrices 
By 
L. Mirsky in Sheffield (England) 


1. A square matrix is said to be doubly-stochastic (d.s.) if its elements are 
real non-negative numbers and if the sum of the elements in each row and each 
column is equal to 1. It is plain that any-convex combination of permutation 
matrices is d.s., and a remarkable theorem due te G. Brrxuorr [1; cf. also 4 
and 6] asserts that the converse is also true. Thus every d.s. matrix can be 
expressed as a convex combination of permutation matrices. In view of this 
result it seems natural to consider subclasses of d.s. matrices defined in terms 
of permutation matrices. 

If z is any permutation of the symbols 1, 2,...,, we shall define the 
n Xn permutation matrix P, by the equation 

(Baas--': +» Bun) = (My, -- ., Sal Fs 

where (z,, ..., Z,) is an arbitrary vector. If z is even, we shall call P, an even 
permutation matrix. By an even doubly-stochastic matrix we shall understand 
a matrix which can be expressed as a convex combination of even permutation 
matrices. A. J. HorFMAN proposed the problem of finding a criterion for 
deciding whether a given matrix is an even d.s. matrix. In the present note we 
shall obtain results which may possibly contribute towards the solution of 
Hoffman’s problem. Our main theorem is concerned with a characterization of 
sets of diagonal elements of even d.s. matrices. 

Theorem 1. Let n be a positive integer. The numbers d,,...,d, are the 
diagonal elements of some even doubly-stochastic n xn matrix if and only if 


(1) 0<d,<1 (l<i<n), 


(2) > 4-3 mind,sn-3. 
k=1 lsisn 
The corresponding result for arbitrary d.s. matrices, proved by A. Horn [5], 
states that the numbers d,,...,d, are the diagonal elements of some d.s. 
matrix if and only if (1) is satisfied and 


> & —2 mind,;sn-2. 
k=1 lsisn 
Before proving Theorem 1, we shall consider one of its consequences. 
Theorem 2. Let (d;,) be an even doubly-stochastic n xn matrix. Then, for 
1 = 7S nand every even permutation x, 


(3) > dy ak — 35 ng Ss =o 3. 
k=1 
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Write D = (d;,), E = (e,,) = DP,,. Then £ is clearly an even d.s. matrix, 
and ¢,, = d;,,,x- The assertion now follows by inequality (2) of Theorem 1. 
However, a direct proof of Theorem 2 can also be given easily. Denote by R 
the set of d.s. n x m matrices (d,;,) which satisfy (3) for every integer j in the 
range 1 < j S mand for every even permutation z. Then & is a convex set and 
it is therefore sufficient to prove that every even permutation matrix belongs 
to R. Let o be an even permutation. Then, denoting by 6,, the Kronecker delta 
and by (A),, the (r, s)-th element of the matrix A, we have 


d (Pode. nz — 3(Podsns = 2 Sr,0nt — 345,023 - 
k=1 k=1 


If oz is the identical permutation, this expression is equal to n — 3; ifomisa 
non-identical (even) permutation, the expression does not exced n— 3— 
34),o2nj = %— 3. This concludes the proof. Whether the inequalities in 
Theorem 2 suffice to characterize the class of even d.s. matrices remains, for 
the present, an open question. 

2. We must next introduce the notation that will be needed in the proof of 
Theorem 1. 

All numbers mentioned below are real. All vectors are understood to be of 
row type and order n. The inner product of x and y is denoted by (z, y). If u 
is a vector, the number of its positive components and the number of its zero 
components are denoted by p(u) and z(u) respectively. For an n x n matrix 
X = (x;,), we write 

6(X) = (2, .. +» San); 


we shall call 6(X) the diagonal vector of X. The transpose of X will be denoted 
by X7. 

Q2,, is the set of all vectors u of order n all of whose components are 0 or 1 
and such that z(u) + 1, z(u) + 2. The convex hull of 2,, is denoted by 9(,). 

The alternating group on the symbols 1, 2, .. ., n is denoted by A,. 

3. In this section we shall establish some preliminary results and charac- 
terize, in essence, the set 9 ({,,). 

Lemma 1. For n = 3, Q,, is identical with the set of vectors 6(P,), 1 € Ay. 

Consider the vector u = 6(P,), where 7€A,. Then z(u) is equal to the 
number of symbols among 1, 2, . . ., n changed by 2, and so z(u) + 1. Further- 
more, z(w) = 2 would imply that z is a transposition. Hence z(u) + 2 and it 
follows that u € 2,,. 

Next, let u € 2,,; and write p(u) = r, z(u) = 8, so thatr+8s=n,r+n— 2, 
r+n—1.Ifr=n, then u= 6(J). If 0< r Ss n — 3, denote by i,,..., ¢, the 
suffixes of the zero components of u. If s is odd, the permutation 2 = (i,...%,) 
is even and u = 6(P,). If s is even, write s = 2k. The permutation 
m = (i,...i,) (iggy. . - igy) is even and u = 6(P,). This completes the proof. 

Lemma 2. The vector u belongs to the convex hull of the vectors u,,..., Um 
if and only if, for every vector x, 

(u, x) S max (U,, 2). 
1sksm 
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This is a standard result from the elementary theory of convex sets. A proof 
may be found, for example, in the book by BonNESEN and FENcHEL [2, 
pp. 23—24). 

Lemma 3. Let n = 3, ¢ = (€;,..., n), and suppose that 


(4) 12642°°°26,29, 


(5) n—3+2e,—e,—*+''—e,,290. 
Then e € 9(2,). 
We shall begin by showing that, for any vector y = (y,,..., y,) such that 


(6) w=*'' SY; 

we have 

(7) Dm e¥ = D> 
k=1 k=1 


where r is some integer such that OS rin, r+n—2, r+n-—1. Let p 
denote the number of non-negative y;. Then (7) certainly holds for r = p and 
we néed therefore verify the assertion only for p = n — 2 and p= n — 1. In 
either of these cases y,_, = 0. We shall now distinguish between two alter- 
natives. 

If Y¥n-2 + Yn-1 + Yn = O, then, using (4), (6), and (5), we obtain 


ps Yr — 2 CnYe = ~ 4 — €x) Ye 


gk=1 k=1 
2 P (1 a €x) Yn—-2 + (1 — Cn—1) Yn-1 + (1 in en) _ Yn-2 — Yn-1) 
=1 
=(n—3+ a ee e iste €n—2) Yn—2 - (Cn—1 > Cn) Yn—1 
= (n —3 + €, — & — *** — €n_g)¥n—2 — (Cn-1 — On) Yn-2 
= (n — 3 + 2e, — €, —*** = €n_1)Y¥n-2 = 9. 


Hence (7) is satisfied with r = n. 
Again, if y,_2+ Yn-1 + Yn < 0, then 


n 


n-3 n—3 
~ Ye — i CnYe = ~ (1 = Cx) Ye — €n-2Yn-2 — n-1Yn-1 — OnYn 


IV 


n—-3 
~ (Ll — €,)Yn-2 — €n-2Yn—2 — €n—-1Yn-1 + €n(Yn—2 + Yn-s) 


(ws — 3+ €, — &, — *** — Cn_g)Pn-2 — (Cn-1 — Sn) Ha-1 & 9, 


as above. Thus (7) holds with r = n — 3. 

We have therefore shown that in every case (7) holds with some r + n — 2, 
n — 1. Now let x be any vector and denote by y the vector obtained when the 
components of x are arranged in non-ascending order of magnitude. Then, 
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by a well-known inequality [3, p. 261], (e, x) < (e, y) and, by (7), 


(e, y) S max (u, y) = max (u, 2). 
ue Q, uc Qy 

The assertion now follows by Lemma 2. 

4. We now come to the proof of Theorem 1. For n= 1 and n= 2 this 
result is true trivially, and we shall therefore assume that n 2 3. 

Let d = (d,,...,d,) be the diagonal vector of some even d.s. matrix D, 
and write 

D= B4Pe. 
mEAn 
where the ?f’s are non-negative numbers with sum 1. Then 
d= 6(D)= }'t,6(P,) 
nmEAy 

and so, by Lemma 1, d € §(2,). But every vector in 2, satisfies (1) and (2). 
Hence d also satisfies (1) and (2). 

Suppose, next, that d = (d,,...,d,) satisfies (1) and (2), and denote by 
e = (€,,..., ,) the vector derived from d when the components are arranged 
in non-ascending order of magnitude. Then (4) and (5) are satisfied and so, 
by Lemma 3, e € §(2,). Hence, by Lemma 1, 
(8) e= 2) #,5(Px) = 9 ( 2 taPa) 

mCAn mEAn 

where the ¢’s are non-negative numbers with sum 1. Now, for some permutationg 
(not necessarily even), 


(9) d=eP,. 
Also, for any matrix M and any permutation matrix P, 
6(M)P = 6(PTM P). 
Hence, by (8) and (9), 
d= 5 x te Ps) P, = ( x t, PS Px Pe) 


mEAy m€Ay 


= 4 ( ¥ taPosae) = 6 ( Dy tonesPs)» 


me Aq mEAn 
and d is therefore the diagonal vector of some even d.s. matrix. 
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Uber die Multiplikatorensysteme 
gewisser Kongruenzgruppen 
ganzer Hilbert-Siegelscher Modulsubstitutionen 
Von 
Unricn CHRISTIAN in Gottingen 


Fir die Theorie der automorphen Funktionen ist es nicht ohne Interesse, die 
Multiplikatorensysteme automorpher Formen zu untersuchen und in geeigneter 
Weise zu klassifizieren. H. Porncart, C. L. Stecet und F. Conrorto lésten 
dieses Problem fiir die Abelschen Funktionen. Spater betrachtete R. C. Gun- 
NING allgemeiner Gruppen mit kompaktem Fundamentalbereich. Ein Beispiel 
fiir einen nicht kompakten Fundamentalbereich liefert die Gruppe der ganzen 
Modulsubstitutionen n-ten Grades, deren Multiplikatorensysteme ich [2, 3] 
kirzlich klassifizierte. Die letztgenannten Untersuchungen werden in der vor- 
liegenden Arbeit auf gewisse Kongruenzgruppen ganzer Modulsubstitutionen 
n-ten Grades iiber total-reellen endlichen algebraischen Zahlkérpern iiber- 
tragen. 


Diese Arbeit wurde am Institute for Advanced Study in Princeton, N. J. geschrieben 
und von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat der Georg-August-Universi- 
tat zu Gottingen als Habilitationsschrift angenommen. 


Kapitel I. Vorbereitende Bemerkungen 
§ 1. Bezeichnungen und Definitionen 


Eine Matrix M von o@ Zeilen und o Spalten heiBe 9 x o Matrix; Rg M sei der 
Rang und M’ die zu M transponierte Matrix. Im Falle 0 = o mégen die Symbole 
SpM und Det M Spur und Determinante bezeichnen, und es werde M[N} 
= N’ MN mit einer o xt Matrix N definiert. Eine reelle symmetrische 0 x @ 
Matrix S nenne man positiv bzw. nicht hegativ, falls die quadratische Form S [x] 
fiir alle g-reihigen reellen Spalten z + 0 positiv bzw. nicht negativ ist. m,,, seien 
die Elemente und m,,=m, die Diagonalelemente der Matrix M. Im Falle 
m,,, = 0 («+ x) schreiben wir M = [m,, . . .,m,] und nennen M eine Diagonal- 
matrix. Mit 0, Z, e, werden Nullmatrix, Einheitsmatrix und :-te Einheitsspalte 
bezeichnet; Zeilen- und Spaltenzahl ergibt sich dabei spiter aus dem Zu- 
sammenhang. Zur Abkiirzung setze man 


Abs M = Max|m,,| 
fir irgendeine komplexe 9 x o Matrix M und ferner 


E{M} in e2*iSpM E(M) _ e5pM 
bei 9 =o. 
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Es sei a ein algebraischer Zahlkérper vom Grade m iiber dem Kérper der 
rationalen Zahlen. Ist jedem der konjugierten Kérper a (yu =1,..., m) 
durch eine Vorschrift eine Matrix M“) zugeordnet, so werde 


TrM = M®+4+---+ M™ 


M na 0 
. . ( . ) 
0 um 


definiert. Wir sagen, die Matrix M liege in a, wenn alle ihre Elemente zu a 
gehéren. In diesem Falle mégen M®,..., M™ stets die zu M algebraisch 
konjugierten Matrizen bedeuten, M = M,. Ferner heiBe M ganz, wenn alle 
Elemente ganze Zahlen von a sind. Nma bezeichne die Norm einer Zahl a € a. 

Man nenne zwei komplexe Zahlen x und y kongruent, z = y, wenn x — y 


und 


ganz-rational ist. c,(M,, Mz, ...),..., Cg5(M,, Mg, . . .) sind reelle Konstanten, 
groBer als 1, welche nur von bestimmten fiir die folgenden Betrachtungen festen 
GréBen, gewissen Matrizen M,, M,, . . . sowie von gewissen Fourierreihen ab- 


hangen. Naheres ergibt sich dabei spiter aus dem Zusammenhang. 


§ 2. Algebraische Zahlen 


Es bezeichne a einen total-reellen algebraischen Zahlkérper vom Grade m 


tiber dem KG6rper der rationalen Zahlen und 6 die Differente von a. 


Hilfssatz 1: Gegeben sei ein Ideal b + 0 mit der Basis h,,..., h,,. Durch die 
Zuordnung 
Tr(th,) = 8, (u=1,...,m), 


wird eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Zahlen t € a auf die Gesamtheit der 
rationalen Zeilen (8,, . . ., 8) definiert. Die 8,,..., 8, sind genau dann sémtlich 
ganz, wenn t dem Ideal g = d—' h—! angehért. 

Beweis: Siehe [5, § 36]. 

w bedeute die Einheitengruppe von a. Fiir ein ganzes Ideal q + 0 bezeichne 
ferner: 

w(q) die Gruppe der f € w mit f = 1 modq; 

w*(q) die Gruppe der / € w(q) mit Nm/ = 1; 

¢(q) die Anzahl der primen Restklassen mod q. 

Hilfssatz 2: Es sei — eine Permutation der Zahlen 1, ...,m und x ein Index 
des Intervalls 1 < x < m — 1. Dann gibt es eine Einheit f € w*+(q) mit 


(1) {ED > fE9 > +--+ > fEMS>1> fES+*MD >d---> fEM>0. 
Beweis: Aus [5, § 35] folgt die Existenz einer Einheit /, € w, welche den 
Bedingungen 
fF > sf >+++> "| >1l> [feet Dy >+++> it™| 
geniigt. f = f5° besitzt die in Hilfssatz 2 genannten Eigenschaften. 


Die nachstehenden GréBen werden nun fiir alle weiteren Betrachtungen 
fest gewahlt. 
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1) Der total-reelle Zahlkérper a. 

Hierdurch sind der Grad m von a, die Klassenzahl d sowie die Differente d 
bestimmt. 

2) Ein beliebiges Ideal b + 0. 

Damit ist g = d-! h-! ebenfalls gegeben. h = (h,, . . ., h,,) bedeute im fol- 
genden eine Basis von h und H die aus den zu h konjugierten Zeilen gebildete 
m xm Matrix. 

3) Eine natiirliche Zahl g, fiir die das Ideal } gg ganz ist. 

4) Ein ganzes Ideal q + 0. 

Also sind auch w(q), w*(q) und g = Nmq festgelegt. 

5) Die Gruppe y = w(q) oder w*t(q). 

Der Index [@ : y] ist endlich. 

6) Eine Menge eC p mit folgender Eigenschaft: Zu jeder Permutation & der 
Zahlen 1,...,m und zu jedem Index x des Intervalls 1 < x < m — 1 gibt es 
genau ein f€e, dessen Konjugierte die Ungleichungen (1) befriedigen. Wir 
schreiben — = Elf), x = x(f) fiir f €e. 

e enthalt (m!) (m — 1) Einheiten. 

7) Eine Gesamtheit t von 2 Elementen des Ideals q, so daB fiir ein beliebiges 


System von Vorzeichen e,= +1,...,&m = +1 ein und nur ein u Cr den Be- 
dingungen 
sgnu™ =e, |u| >1 (gs = 1,..., 8) 
geniigt. 
Man setze 
r= Max|u™| ; 


hierbei lauft «4 von 1 bis m und wu iiber rt. 

Hilfssatz 3: Fiir ein positives reelles y existieren héchstens c,(y + 1)" Zahlen 
t€g mit || < y. 

Beweis: Klar. 

Hilfssatz 4: Es seien u, v ganze Zahlen, w ein ganzes von Null verschiedenes 
Ideal aus a und (u,v,w) - I Dann gibt es eine ganze Zahl x € a, derart, daf 
(u + fav, w) = 1 fiir jedes f € w gilt. 

Beweis: In [8] wird die Richtigkeit der Behauptung fiir f = 1 gezeigt. Da in 
diesen Beweis nur die Teilbarkeitseigenschaften der Ideale (2), (u), (v), w ein- 
gehen, so bekommt man sofort die in Hilfssatz 4 genannte Verallgemeinerung. 


§ 3. Unimodulare Matrizen 

Es bedeute n eine natiirliche Zahl. Eine ganze n x n Matrix U aus a heibe 
unimodular, falls Det U € w gilt. Ferner sei: 

{2(n) die Gruppe aller n-reihigen unimodularen Matrizen ; 

Q‘n, q) die Gruppe der U € Qin) mit U = E modq; 

{2+ (n, q) die Gruppe der U € Qin, q) mit Nm(Det U) = 1; 

Win) - Q(n, q) oder Q+(n, q), je nachdem y- w(q) oder w*(q); 

=(n) die Gruppe bestehend aus Z, — EF oder E, je nachdem — E ¢€ ¥(n) 
oder — E ¢ ¥(n); 


Y,(n) = YW (n)/E(n) . 
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Offenbar ist Y’(n) eine invariante Untergruppe endlichen Indexes von 22(n) 
und Det U €y fiir U €'P(n). Die Relation (f£)U = U(f{E) (f €y, U € P(n)) 
zeigt, daB die Gruppe yZ zum Zentrum von ¥’(n) gehért. Man nennt Y(n) eine 
Kongruenzgruppe zu 22(n) [7, 9, 10, 14]. 

Bei den weiteren Untersuchungen benutzen wir gelegentlich Induktion 
nach n und betrachten die Gruppen Y(v) (1 S » < n). Hiervon abgesehen 
wird n als feste GréBe aufgefaBt. Man setze 


Q=Q(n), P=VP(n), Po=—VP,(n), F=F(n). 

Die folgenden Matrizen werden spater bendtigt. 

1) A,,(u, v,W, z)= (Qin; oy): Dy s5046 = Uy User =U, Ane r= W, Unrnn = %, 
Qnsyp = 1 (vt,x;V=1,...,%), Ae y,=O sonst (t+ x;1,x=—1,...,n). 
A,,,(u, v, w, x) € (mn) genau dann, wenn (* ‘) € P(2). 

2) B,,,(v) = A,,(1, », 0, 1) (+ *;t,e=1,...,m). 

B,,,(v) € ¥(n) genau dann, wenn v = 0 mod q. . 

3) C,(f) = [1,...,f,1,..., 1), wobet f an t-ter Stelle steht («= 1,..., 0). 
C,(f) € ¥ (nm) genau dann, wenn f € y. 

Die endlich vielen Matrizen B,,,(u) («= x;1,x=1,...,n;u€r), B(+q) 
(t+ x#;4,x%=1,...,n), Of) (¢=1,...,; f €e); f# (f €e) fassen wir in der 
Menge ¢ zusammen. 

Die nachsten drei Hilfssitze bekommt man ohne Miihe aus [8, 9]. 

Hilfssatz 5: Gegeben sei eine n-zeilige Spalte u ganzer teilerfremder Zahlen 
aus a, und es bestehe die Kongruenz 

u =e,modq (lsvsn). 
Dann existiert eine Matrix U €¥, so daB 
u= Ue, 
gilt (n > 2). 

Beweis: Siehe [9] 

Weiterhin bedeute W, eine Matrix von ¥’, deren i-te Spalte e, ist. W,, gehe 
aus W, hervor, indem man die t-te Zeile durch die :-te Einheitszeile ersetzt. 


Bezeichnet (w,, . . ., wW,-1, 1, W,44, ..-, W,) die t-te Zeile der Matrix W,, so hat 
man 
(2) W,= W,, IT B,,(w,) ° 

ves 


Hilfssatz 6: Jede Matrix U € ¥ gestattet eine Zerlegung 
U = Banfi %) Bya(fey) WW; 
hierbei sind f,, f, beliebige Einheiten aus w und x, y von },, f, unabhingige Zahlen 
des Ideals q (n = 3). 

Beweis: Es bedeute u = (u,,...,%,)’ die erste Spalte von U. Im Falle 
Ug=*++ =u, = 0 folgt die Behauptung mit z = y = 0, W,, = A,_(u,, 0, 0, uz"), 
W, = W;'U. Jetzt seien uy, ..., u, nicht simtlich Null. Man setze 

V= Byn(—f, 2) U 
Math. Ann. 144 29 
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und wihle z = 0, wenn eine der GréBen wg, . . ., u,—-, von Null verschieden ist, 
x=q bei u,=+--=—u,_, = 0, u,+ 0. Bezeichnet nun v = (v,,..., v,)’ die 


erste Spalte der Matrix V, so verschwindet das Ideal w = (v,, . . ., v,~,) nicht. 
Aus (v,, ©, v,,) = 1 sowie v, = 1 mod q ergibt sich (v,, w, q*v,,) = 1, wegen Hilfs- 
satz 4 also (v, — f,yv,, W) = 1 fiir y = — y,q* und ein passendes ganzes y, € a. 
Die nach Konstruktion teilerfremden n — 1 ersten Elemente der ersten Spalte 
von : 

Byn(—fey)V 


fasse man zu der Spalte w zusammen. Hilfssatz 5 liefert w = U,e, mit einem 
U, € ¥(m — 1). Wir definieren 
Wa=(0° 3) Baron), Wa = Wa? Bra(—fay) V 

und bekommen das gewiinschte Resultat. 

Hilfssatz 7: Die Matrizen A,,(u, v, w, x) € ¥ erzeugen die Gruppe ¥ (n = 2). 

Beweis: Man siehe [9] oder benutze (2), Hilfssatz 6 und Induktion nach n. 

Hilfssatz 8: Hs sei K eine reellen x v Matrix und 6 eine positive reelle Zahl. 
Dann gibt es ein rationales U €¥ sowie eine rationale n x v Matrix L = (I,,) 
mit l,,, = 0 (« > x), so daB 

Abs(K — UL) <6 

ist. 

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir n > 1 und K 
als rational voraussetzen. Zuerst betrachten wir den Fall »y = 1. Dann gilt 


K=ak 


mit einer rationalen Zahl a und einer ganzen Spalte k = (k,, . . ., k,)’ = Omodg. 
Fir k, = --- = k, = 0 ist Hilfssatz 8 trivialerweise richtig. Anderenfalls fiihre 
man den positiv genommenen gréBten gemeinsamen Teiler b = (kg, . . ., ky) 
ein, bilde die Spalte 7 = (k,b¢ + 1, k,b*,..., &,b®)’ und wahle die natiirliche 
Zahl o so groB, daB 

Abs (ak — ab-*j) < 6 


wird. Geht eine Primzahl p im gréBten gemeinsamen Teiler b¢+! der n — 1 
letzten Elemente von j auf, so folgt p/b, d.h. p+k,b°+ 1. Also sind die 
Elemente von j teilerfremd. Auf Grund von j = e, modd und Hilfssatz 5 gibt 
es eine rationale unimodulare Matrix U, welche den Bedingungen 


U=Emodb, DettU=1, j=Ue, 
geniigt und wegen g/d in ¥ liegt. Fiir L = ab~e, erhalt man 
Abs(A - UL) <6. 


Zur Erledigung des Falles y > 1 benutzen wir Induktion nach v. Die Be- 
hauptung gelte fiir y — 1; ferner sei 


K = (K,k), Abs(K, — VL,) < 6, L, = (1): 44. =0(¢ > %),7 = Vk 
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mit n x (vy — 1) Matrizen K,, L, sowie n-reihigen Spalten k,7j und rationalem 


t, 
“ V ¢Y. Bei n < » definieren wir U = V, L = (L,j) und sind fertig. Ist » > », 
t. so werde 
i-() 
: gesetzt, wobeij, aus den vy — 1 ersten und), aus denn — v + 1 letzten Elementen 
von j bestehe. Man wihle eine (n — v + 1)-reihige Spalte /,, deren n — » letzte 
Elemente Null sind und eine rationale Matrix V, €¢ ¥ (n — » + 1), derart, daB 
= Abs(j, — V,1,) < 6(m Abs V)-! 
wird, bilde 
_ fh = ie E 0 
t=(i), L=G), U=V() y,) 
und die Behauptung folgt. 
). § 4. Quadratische Formen 


Im Raume & der reellen symmetrischen n x n Matrizen S betrachte man 
M. die Bereiche 


x) S:S20, G@:S>0, T=R-G. 
Ferner ordnen wir jedem der konjugierten Zahlkérper a“) (u = 1, . . ., m) eine 
Matrix S“) € zu, bezeichnen mit R die Gesamtheit der Matrizen 5S, d.h. R 
K ist das topologische Produkt von m Exemplaren &, und fiihre die Gebiete 
6:5=0, &:5>0, F=R-E 
ein. 
Hilfssatz 9: Es seien S®,...,8® €€;1< a < mund £ eine Permutation 
q. der Zahlen 1, ..., m. Dann gilt 
n Sp(S [U}) <0 (u=1,...,a) 
1e fiir mindestens eine Matrix U €¥. 


Beweis: Zum Beweise verwenden wir eine Methode aus [10]. Wegen 
S €¢ gibt es reelle Spalten k©“) mit 


1 (3) S [ke] <0 (em 1,..., a). 


Indem man die k*) durch die Konjugierten einer Spalte k aus a approximiert 
und k mit einer passenden ganzen rationalen Zahl multipliziert, erhalt man (3) 
fiir die Konjugierten k*”) einer gewissen ganzen Spalte k aus a. Im Falle 
n = 1 gilt Hilfssatz 9 trivialerweise. Fir n > 1 ist die Gleichung l’k = 0 durch 
eine ganze Spalte / + 0 aus a lésbar und 


U=E+vkl eV 
falls q/v. Bei rationalem v folgt 
Sp(S@ [U€]) =SpS + 2v1En’ SH kEM + v2(UD)EM SH [KEY] (u=1,..., a); 


ot 


diese Ausdriicke werden — co fiir |v| + oo. 


29* 
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Hilfssatz 10: Zu jeder Matrix 53 €& wnd jedem reellen 5 gibt es ein U € WY mit 
Sp(8[0}) <6 (n >1 oder m>1). 
Beweis: Bein > 1, m = 1 ergibt sich die Behauptung unmittelbar aus dem 
Beweis von Hilfssatz 9. Ist m > 1, so sei 7’ ein in & gelegenes Kastchen der 
Matrix 7’; 

V EP; Sp(T@[V)) <0; fey; fO>1,1>/M>0 

(u+o;u=1,....m;lsSesm); 
U=/V. 

Die Ungleichung Sp(S[0}) > 6 besteht nunmehr fiir alle geniigend groBen 


natiirlichen Zahlen o. 
Wir kommen nun zur Reduktionstheorie quadratischer Formen [6, 11, 13]. 


Der Bereich 8 C R werde durch die nachstehenden Ungleichungen definiert: 


1) Tr S[k] = Trs, (e=1,...,”) 
fiir alle ganzen rationalen Spalten k = (k,,..., ky)’ aus a mit (k,, k,44,..., by) + 0. 
2) sD > 0 (gm 3, ...,%). 


Folgende Eigenschaften von R ergeben sich aus [6]. 8 ist eine in & gelegene 
konvexe Pyramide mit der Spitze im Nullpunkt, welche von endlich vielen 
Hyperebenen begrenzt wird. Ubt man auf jede der Matrizen S ¢€6, 
(1 S w S m) die Transformation 


SH — TH [DW] 
mit einer Diagonalmatrix 7 = [t”,...,4] und einer Dreiecksmatnx 


DY = (d\) : d = 1, d# = 0 («> x) aus, so ist D beschrankt und es bestehen 
die Ungleichungen 


(4) is <M) < ch) (C= 1,...,n;u4=1,...,m) 
falls 3 CR, =R A S,. Weiter gilt 

(5) si”) < cyst?) (lsesxsnjp,v=1,...,m; SER), 
(6) || < cys (¢,4=1,...,m;4,9=1,...,m; SER). 
Wir setzen Si) = [s, . . .. s] (u =1,..., m) und beweisen 

(7) 38, < 8< 8, (SER). 


Aus Stetigkeitsgriinden kann man § ¢€ R annehmen, und wegen (4) geniigt es, 
og T(z] < T(Dz) < ¢, T(z] 


fiir alle reellen Spalten zu zeigen. Mit K = (Ve, ..., /&] > 0(1< usm) 
machen wir die Substitution 7 = K # und erhalten die aquivalente Ungleichung 


gygsV/lLlLjse77. 








12, % 2 


ge 
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Hierbei bedeuten 

LY) = KY) DWM) KM) = (W): I) = 0(¢ > x), MY = 1, I = ) kad di) (¢ < x) 
ebenfalls Dreiecksmatrizen, deren Elemente vermdge (4), (5) beschrankt sind. 
Darauis folgt die Behauptung. 


Hilfssatz 11: Es seien 8, T €R,; ferner gelte T= S[R'} mit einer nicht aus- 
gearteten Matrix K aus a. Sind dann die Nenner der Matrizen R, R-' unab- 
héngig von 8, T beschriinkt, so gehért K einer endlichen Menge an. 

Beweis: Siehe [6]. 


Hilfssatz 12: Zs gibt endlich viele konvexe Pyramiden R, (8) C R, und nxn 
Matrizen M(B) aus a(B =1,..., 6), derart, dag 
My = Y KoA) (M8) 
einen Fundamentalbereich der Gruppe Q im Raume SG, bildet; d.h. zu jedem 
Se S, existiert ein UCQ mit S(O) «¢ M, ; ferner ist der Durchschnitt 
M, (0) la\ M, fiir nur endlich viele U €Q nicht leer. 
Bezeichnet RB) die AbschlieBung von R,(B) in R und wird 
mM = Y R (A) (21(8)] 
gesetzt, so gilt 
Ro(B) = R(B) 0 Sp (B=1,.. ., b), Mo = MNS. 
Beweis: Siehe [6]. 
D bedeute die abgeschlossene konvexe Pyramide, bestehend aus allen 
Matrizen § ¢R, welche den Ungleichungen 
(8) Sp 5 = Sp(S[0}) (U EW) 
geniigen. Fiir n > 1 oder m > 1 gehért D wegen Hilfssatz 10 zu 6. Gilt 5 ¢ S, 
oder § €G und S aus a, so liegen die Zahlwerte Sp(S{V7}), wenn V iiber ¥ 
lauft, diskret, und unter ihnen gibt es einen kleinsten. Also ist §[V) ED fiir 
wenigstens ein V ¢€ . Es sei D, = D nr" &, und x die Gesamtheit der Matrizen 


U € Q, fiir welche der Durchschnitt H, \ M, [0] nicht leer ist. 

Hilfssatz 13: Die Menge x besitzt nur endlich viele Elemente. 

Beweis: Fiir m = 1, q = (1) wurde Hilfssatz 13 schon in [1] bewiesen. Die 
dabei verwendete Methode fiihrt auch jetzt zum Ziel. Wir zeigen den folgenden 
Sachverhalt: 

(I) Es sei A der Représentant einer festen Restklasse von Q mod’, ferner M 
eine bestimmte der Matrizen M(1),..., M(b) und O= MAY. Nun bezeichne 


xX, 
x=(3) 
eine Matrix der Klasse ®, deren n— 0 (1 S @ S n) letzte Zeilen, zusammen- 
gefapt in der Matrix By, fest gegeben sind. Gilt dann 
(9) S$ ER, S[X] EB, 


8o gehért die letzte Zeile von X, einer endlichen, nur von B, abhiingigen Menge an. 
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Induktiv liefert (I), daB nur endlich viele Matrizen X € ® den Bedingungen 
(9) geniigen. Da auch fiir A und M héchstens endlich viele Méglichkeiten in 
Frage kommen, so folgt Hilfssatz 13 aus (I). 

Zum Beweise von (I) zerspalte man die Matrizen 


sv —( (js = 1,..., m) 


sw sy 
sy sy 


in 0 x 0, 0 x (n— 0), (n — @) x @ und (n — 9) x (nm — @) Kastchen. Es folgt 
» ~ “ae Cor ae aT 
Sp(5[X}) = Sp(S, [X,]) + 2Sp(X; 8, B,) + Sp(S,[Bp)) - 
Ersetzt man hierin X durch eine feste, nur von B, abhangige Matrix 
B= (5) €o, 
so wird entsprechend 
p: SS ——~ Pe 
Sp(S[B}) = Sp(S,[B,}) + 28p(B; 8, By) + Sp(S,[ By) . 


Die ersten zwei Ausdriicke auf der rechten Seite dieser Gleichung sind wegen 
S €R, und (5), (6) nicht gréBer als cs (By)s?. Aus S[X] €D, bekommt man 
Sp(S[X]) < Sp(S[B)); mithin 





(10) ¢5(By)s,” = Sp(8,[X,]) + 28p(XjS, By) . | 
Es seien 2,, . . ., £ die Zeilen der Matrix X,. Unter Benutzung von (5), (6), (7) 


schatzen wir die rechte Seite der Ungleichungen (10) weiter nach unten ab. 


Es folgt 


(11) ¢5(By) 80 = (cyeg)-? {80 /Tr (apa) (YTr(xp2,) — cg(Bo)) + Z} 
mit 


z= o 8 /Tr(x; z,) (VTr (x, z,) — c4(By)) . 
t=1 


In 2 lasse man die positiven Glieder fort. Fiir die nicht positiven Summanden 
gilt 
\Tr (x; x,) = (Bg) ’ 
vermége (5) somit 2 > —¢,(By)s{?, auf Grund von (11) also 
e,(By) = VTr(a,2,) (VTr(2,2,) — ¢g(By)) . 


Dieses liefert schlieBlich Tr(2,x,) < cy(By) und damit die Beschranktheit aller 
Konjugierten der Zeile x,. Weil andererseits die Nenner der Matrizen aus @ 
beschrankt sind, so kommen fiir z,, d. h. die letzte Zeile der Matrix X,, nur 
endlich viele Méglichkeiten in Frage. 

(I) und Hilfssatz 13 sind damit bewiesen. 

Bedeutet » die Gesamtheit der Matrizen M()U (8 =1,...,6; U €x), 
so folgt 


(12) BoC U Ml] c V KR} 
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und durch Bildung der AbschlieBung 
(13) Bc UM} VU RR). 


Wegen der Hilfssaétze 12, 13 besitzt die Pyramide DP, bei Substitutionen von 22 
mit nur endlich vielen ihrer Bilder einen nicht leeren Durchschnitt. u bezeichne 
die Gesamtheit der endlich vielen Matrizen U € ¥, fiir welche $B, (0 ] AD, 
nicht leer ist. 

Hilfssatz 14: Eine Matrix § ER liegt dann und nur dann in G, wenn die 
Ungleichungen 

Sp = Sp(S[0)) (U €u) 
gelten. 

Beweis: Man benutze dieselben geometrischen Uberlegungen, wie beim 
Beweise des entsprechenden Satzes fiir den Fundamentalbereich ®M in der 
Reduktionstheorie quadratischer Formen [6, 11, 13]. 

Hilfssatz 15: Es gibt eine endliche Menge v € Y mit folgender Eigenschaft. 
Sind zwei Matrizen 8, T¢ B durch eine Matrix aus V ineinander transformierbar, 
so besteht eine Beziehung 

T = §[0) (U €v). 

Beweis: Es sei 


f—S[V), Ve; 
§=S8*(R), T=T[L), K. Len, 8, TR; 


T+ — §*(X). 
Als Folge der Ungleichungen (5), (7) besitzen simtliche Matrizen S“), 7), 
S*, 7T* (u=1,..., m) denselben Rang 0, und es gilt 
0 0 0 0 
St — (o sw) T* oH) — . re) (a=1,...,m) 
mit 9 x @ Matrizen S, 7. Hieraus bekommt man 
X, Xx 
(15) as ts z) 


wobei X, eine (m — 9) x (n — 0), X, eine (n — o) x o, NX, eine o = o Matrix 
ist. X, X-1, also auch X,, Xz" haben beschrankte Nenner: S,, 7, liegen in dem 
Bereich R, o-ten Grades; 7, = 5,[(X,}. Auf Grund von Hilfssatz 11 gibt es 
daher fiir X, nur endlich viele Méglichkeiten. In (14) durchlaufe jetzt V alle 
Elemente der Gruppe ¥Y, bei welchen (15) mit einer festen Matrix X, gilt ; 
X,. X, kénnen von V abhangen. Aus der Gesamtheit dieser V wiihlen wir einen 
Repriisentanten U. Offenbar ist 7 = S[U]. Die Matrix U hangt nur von den 
endlich vielen Matrizen K, L, X, ab und gehdrt somit einer endlichen Menge an. 
Damit ist Hilfssatz 15 bewiesen. 
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Hilfssatz 16: Jede Matrix 5 ¢€ ©, gestattet eine Darstellung 
S=p,0,0,+---+7p,0,0; (Pi, -- +> Pa > 0; U,,...,0,€ PM; « = 1).. 
Liegt 8 in a, so kinnen p,, . . ., p,, rational gewahlt werden. 

Beweis: Es sei Ul, die Gesamtheit der » x n Matrizen 

T = p,U,U,+ rx -+ p,U,U,. 
Hierbei durchlaufen p,,..., p, alle positiven reellen Zahlen und U,,..., U, 
simtliche rationalen Matrizen aus V’. Fiir « ist jede natiirliche Zahl zugelassen. 
Ferner bezeichne U die AbschlieBung von U, in R und Rd S den Rand von S 
in RX. Wir wollen 
(16) RdScu 
nachweisen. Durchlauft L = (i,,.) alle ganzen rationalen n x (n — 1) Matrizen, 
bei denen /,,, = 0 (« > x) gilt, V simtliche rationalen Elemente von ¥ und p die 
positiven reellen Zahlen, so liegen die Matrizen 

T=pVLL'V' 

wegen Hilfssatz 8 auf Rd © dicht; es geniigt daher, 7' € U fiir diese 7’ zu zeigen. 
Mit ganzem rationalen v = 0 modgq bilde man die rationalen » x n Matrizen 

U(v) = V(E+ v0 LD) cP, 
setze 

T (v) = pu-* U(v) U'(v) € Uy 
und aus lim 7'(v) = T folgt T € U. 


|2| > 00 
Nun ist U, eine in G, gelegene konvexe Pyramide; (16) zieht daher U, = S, 
nach sich. 
Gegeben seien m Einheiten /,, . . ., f_, € y mit 
fP>1, I>fY>0 (+n; 4,7=—1,...,m). 
Fir geniigend groBes natiirliches o sind die Gleichungen 
SH = fw2oT, + +++ + f¥)?°T,, (= 1,...,m) 
eindeutig nach den 7’, auflésbar und 7, ..., 7, € Go. Die Beziehung U, = SG, 
besagt, daB jedes 7’, in der Gestalt 
ay = Py Uy Uy +°°*+ Draw) Ura) U, ai) (»=1,...,m) 
mit rationalen U,, ¢ ¥ darstellbar ist. Wir numerieren die Zahlen p, = p,, 
sowie die Matrizen U,=/f2?U,, von n=1 bis n= a= a(1) +--+ + a(m) 
durch und erhalten 


S=p,0,0,+---+7,0,0%. 


Es bedeute f die Maximalzahl linear unabhangiger unter den Matrizen 0, 0, 
(n = 1,..., «). Die Indizierung werde so gewahit, daB 0, 0}, ..., 0, 0% linear 
unabhingig sind. Indem man p,,..., p, ein biBchen abandert, kann man 
Pe+i>- ++» P, tational machen. Liegt nun S in a, so gehéren die GréBen p,, ..., Bp 
dem galoisschen Erweiterungskérper von a an. Jeder Permutation der zu a 
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konjugierten Korper a®, . . ., a( entspricht eine Permutation der die p,,..., pg 
definierenden linearen Gleichungen. p,, . . ., pg sind bei diesen Permutationen, 
d.h. unter allen Automorphismen des Galoiskérpers invariant und folglich 
rational. Hilfssatz 16 ist bewiesen. 

Es sei G die Gesamtheit der symmetrischen n x n Matrizen T = (t,,.) mit 
t,, 2t,,,€g. Ferner heiBe eine symmetrische n x n Matrix S = (s,,) halbganz, 
wenn 8,, 28,, ganze rationale Zahlen sind. Aus Hilfssatz 1 folgt, daB G durch 
die Zuordnung 


(17) Tr(Th,) = S, (u =1,..., m) 
eineindeutig auf die simtlichen Systeme halbganzer Matrizen S,, ..., S,, ab- 
gebildet wird. 


Wir fiihren die nachstehenden Teilbereiche von G ein: 
G+: TcE,T+0; G: TEE; 

§,: T €G*+, RgT=e(o=1,--.,m)5 D=DPe-rVUDn-2V"**UD2UH- 
SchlieBlich werde die G+ umfassende Menge G* durch die Ungleichungen 
(18) t>0 (u=1,...,m;em1,...,2), 
(19) r(f) +) > || (u=l,...,mje+x;4,x=—1,...,n) 
definiert. Hilfssatz 3 liefert 

Hilfssatz 17: Fiir ein positives reelles y existieren hichstens c,o(y + 1)° 
(c= me) Matrizen T €G* mit Sp? < y. 

Fiir jede symmetrische n x n Matrix T aus a bezeichne A(7') die Gruppe 
aller U und A’(T7’) die Gruppe aller U’ mit T[U] = 7, U € ¥. Durch die Zu- 


ordnung U «+ U’~! wird ein Isomorphismus zwischen A(7') und A’(7’) erklart. 
Ferner gilt 


A(T[V])=V-A(T)V,A'(T[V])=V'A'(T)V’-“!—-_ (V EQ). 
Also sind die simtlichen Gruppen A(7'[V]), A’(7[W]) (V, W € 22) isomorph. 


§ 5. Ganze Modulsubstitutionen 


Es sei 8 die verallgemeinerte obere Halbebene, bestehend aus allen kom- 
plexen symmetrischen n x n Matrizen Z = X + i Y mit positivem Imaginar- 
teil Y. Man ordne jedem der konjugierten Kérper a” (4 = 1,..., m) eine 
Matrix Z™ €§ zu und bezeichne mit 3 die Gesamtheit der Matrizen Z, d. h. 3 
ist das topologische Produkt von m Exemplaren 8. 

Die ganzen Modulsubstitutionen [12,14] 


_ (20) 6@Z=2(0)+8 (U EW) 


bilden 3 eineindeutig auf sich ab; S bedeutet dabei eine symmetrische n x n 
Matrix, deren Elemente dem Ideal ) angehéren. Die Gesamtheit der Trans- 


formationen (20) stellt eine in 3 diskontinuierliche Gruppe 4 dar. Jede ganze 
Modulsubstitution setzt sich eindeutig aus einer Translation Z > Z + § und 
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einer Rotation Z + Z (0 ] zusammen. Tragt man — U statt U ein, so bbkommt 
man dieselbe Rotation. Umgekehrt zieht die Giiltigkeit der Gleichung Z2(0] 
= ZV) fiir alle Z ¢ 8 stets U = + V nach sich. Die Rotationen entsprechen 
also umkehrbar eindeutig den Elementen der Gruppe ¥. 


§ 6. Fourierreihen 


Es bedeute P(Z) eine in 3 definierte und dort holomorphe Funktion, 
welche unter den im vorigen Paragraphen genannten Translationen Z + Z + § 
invariant ist. P(Z) besitzt die Periode 1 in simtlichen durch 


ZO) =hOW, +--+ hOW,,, W, =(W,05) (“v= l,...,m;t,e=1,...,m) 
erklarten Variablen w,.,,, und gestattet daher eine Fourierentwicklung 
P(Z) = ¥ b(S,, .. ., Sm) E{S, Wy + +++ + Sn Wm}. 


Die Summation ist iiber alle Systeme halbganzer Matrizen S,,..., S,, zu 
erstrecken. Wegen (17) ergibt sich schlieBlich 


(21) P(Z) = ¥ b(T) E{T2}, 
T 


wobei jetzt, ebenso wie in den spater auftretenden Fourierreihen, 7' die Elemente 
von © durchlauft. Jede Funktion der Gestalt (21) hat die Perioden 8. 

Als nachstes untersuchen wir die Konvergenz von Fourierreihen der eben 
genannten Art. 


Hilfssatz 18: Die Fourierreihe (21) konvergiert dann und nur dann fiir Z ¢ 8, 
falls es zu jeder Matrix U €¥ und zu jeder positiven rationalen Zahl p eine 
Konstante c,,(U, p) gibt, so dap die Ungleichungen 
(22) Sy -|0(T)| Sey (U, p) (po) (ga=0, +1, +2,...) 


h Sp(7T (0) = 
gelten. 


Beweis: Die Fourierreihe (21) ist genau dann konvergent, wenn sie absolut 
konvergiert. Durchlauft S den Bereich A, bestehend aus allen in a enthaltenen 


~ 


‘ , ‘ - . , : l 
symmetrischen n x n Matrizen S mit § € Go, so liegen die Matrizen Y = =— 8 


22 

in G, dicht. Es geniigt daher, die Konvergenz der Reihe 
(23) PME -PH= F(A cr) H(- A) 

T B \Sp(TS)=86 
fir S €Q zu untersuchen. Hierbei sind # und die spater auftretenden Sum- 
mationsindizes rationale Zahlen, deren Nenner nur von S abhangt. Die Kon- 
vergenz der Summe (23) zieht offenbar 
(24) x  |b(T)| S e2(S) E(B) 


‘ Sp(? §)= 6 
nach sich. 


Nun sei (24) fiir alle S €2 mit gewissen Konstanten c,,(S) richtig. Dann 
wird (23) durch 


a2(> 8) LE (- 4) + 412(28) 2 E(B) 


B20 
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majorisiert und ist demnach konvergent. Die Ungleichungen (24) erweisen sich 
als notwendig und hinreichend fiir die Konvergenz der Fourierreihe (21). 

Weiter zeigen wir: Eine Abschatzung der Gestalt (24) besteht fiir S= 8S, + S,, 
wenn sie fir 2S, und 28, richtig ist. Aus Sp(7S) = B folgt namlich 
Sp(7 28,) < B oder Sp(7 28,) < 8, also 

> wns ( y wWrMi+ DF \5(7)) S (8) E(B) 
Sp(7 8) = B ¥ S86 \Sp(P28,)= y Sp(T28,) = y 
mit 
€2(S) = (¢(28,) + 12(2,)) 2 Bid) . 


Jetzt gelte (24) fiir simtliche Matrizen 
S=pUU'; 
hierbei durchlauft U die Gruppe ¥ und p die positiven rationalen Zahlen. Die 


vorigen Uberlegungen und Hilfssatz 16 liefern dann die Konvergenz der Reihe 
(21). Durch die Substitution 


B = pa, %,(U, p) = ¢,(pUU’') 
geht (24) schlieBlich in (22) tiber und umgekehrt. Damit ist Hilfssatz 18 be- 


wiesen. 


Hilfssatz 19: Dann und nur dann konvergiert die Fourierreihe 
(25) x (7) E{T2} 
TES 
fiir Z € 8, wenn es zu jeder positiven rationalen Zahl p eine Konstante c,,(p) gibt, 
derart, daB die Abschatzungen 
(26) \o(7)| < 4 3(p) Z(pT) 
bestehen. 


Beweis: Konvergiert die Reihe (25), so gilt (26). Umgekehrt bekommt man 
aus (26) und Hilfssatz 17 die Konvergenz der Summe 


x \b(7)| £(-p 7). 
TEG* 
Fiir jedes Y € S, existiert ferner ein positives rationales p mit 2x ¥ — p£ > 0. 
Also konvergiert (25) absolut. 
Kapitel II. Multiplikatorensysteme 
§ 1. Multiplikatoren- und Exponentensysteme 


*Unter einer Form zur Gruppe A verstehen wir eine nicht identisch ver- 
schwindende holomorphe Funktion F(Z) in 3, welche den Bedingungen 


(27) F(@Z) = 1(0;Z) F(Z) (O € A) 


geniigt. Hierbei sind J(@; Z) Einheiten, d. h. in 8 holomorphe Funktionen ohne 
Nullstellen. Die Gesamtheit dieser Einheiten 1(9;Z) heiBt das zu F(Z) 
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gehérende Multiplikatorensystem. Aus (27) schlieBt man die Relationen 
(28) 1(0,0,; 2) = 1(0,; 0,2) 1(0,; 2) (0,,@, € A). 
Wir abstrahieren von den Formen F(Z) und bezeichnen als Multiplikatoren- 
system jede Klasse von Einheiten 1(@;Z)(@ € A), zwischen denen die Be- 
ziehungen (28) bestehen. Wir nennen zwei Multiplikatorensysteme J, (0; Z) 
und J,(9; Z) aquivalent, wenn die Gleichungen 
(29) I,(0; Z) = K(@2Z) K-(2) 1,0; Z) (0 €A) 
mit einer passenden Einheit K(Z) erfiillbar sind. 

Man ordne jedem Element @ € A eine holomorphe Funktion J(9; Z) zu. 
Die Menge dieser Funktionen heiBe ein Exponentensystem, wenn die Kon- 
gruenzen 


(30) J(0,0,;Z) = J (O,; 0,2) + J(0,;Z) (O,, O, € A) 


gelten. Zwei Exponentensysteme J, (9; Z) und J,(9; Z) werden als aquivalent 
bezeichnet, falls es eine holomorphe Funktion L(Z) mit 


(31) J,(9;Z) = L(@Z) — L(Z) + J,(@; 2) (@ € A) 
gibt. 

Durch 
(32) 1(0; Z) = E{J (0; Z)} (0 € A) 


wird jedem Exponentensystem ein Multiplikatorensystem zugeordnet. Da 3 
einfachzusammenhangend ist, lassen sich andererseits saimtliche Maulti- 
plikatorensysteme in der Form (32) schreiben. Die 1(@;Z) bestimmen die 
Exponenten J(9;Z) bis auf Kongruenz eindeutig. Zwei Multiplikatoren- 
systeme sind genau dann Aquivalent, wenn die zugehérigen Exponenten- 
systeme diese Eigenschaft besitzen. 

Ziel dieser Arbeit ist es, zu jeder Klasse aquivalenter Multiplikatoren- 
bzw. Exponentensysteme einen méglichst einfachen Reprasentanten anzugeben. 


§ 2. Translationen 
Man ordne dem Exponentensystem J(@; Z) = J(U, 8S; Z) die GréBen 
(33) k(S, T) = J(E, 8;2+ 7) + J(B, 7;Z) — J(E, 7;2 + 8) — J(E, S;Z) 


zu, welche auf Grund von (30) ganze rationale Zahlen sind. S und 7' bedeuten 
in diesem Paragraphen symmetrische n x n Matrizen, deren Elemente dem 
Ideal § angehéren. Es gilt [2, Kapitel IIT] 


(34) k(S, T) = —k(T, 8); 
(35) &(S, + Sp, T) = k(S,, T) + k(Se, 7); k(S, 7, + Te) = k(S, T,) + k(S, 7); 
(36) k(S[U], T[U]) = k(S, T) (UEP). 


Wir wollen 


(37) k(S, T)=0 (m+ 2 oder n> 1) 
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nachweisen. Dazu setze man 
Bie = (Sin; 02) 2 Sinzex = Sinrns= 1,8 x;02 =O sonst (t,x4=1,...,0); 
S,= 8,, (cm l,..., 2) 
und beachte, daB sich jede symmetrische Matrix S aus h als Linearkombination 
der Matrizen 
(38) h, Six (u=1,...,m;t,% = 1,...,m) 
mit ganzen rationalen Koeffizienten darstellen laBt. Es geniigt daher wegen (35), 


die Aussage (37) fiir alle Matrizen S, T der Gestalt (38) zu zeigen. 
Zuerst beweisen wir 


(39) k(h, 8,, h, 8,) = 0 (t+ %;m,n = 2). 
Bei festen Indizes 1, x betrachtegnan die m x m Matrix 
K = (k(h,8,, h,8,)) . 

Vermége (36) andert sich K bei der Substitution 

b,8,, h, 8, ead h,(S, [C.,(f)]) = h, S,, h, 8, [C,(f)] = PRS, (f € y) 
nicht. Es gilt also 

K(N — £E)=0, 

wobei f#h =hN und N eine ganze rationale m x m Matrix ist. Mit 
F = [f@?,..., f=?) folgt FH = HN, d.h. (WN — £) = H-(F — EB)H. Hilfs- 
satz 2 liefert die Existenz eines f € y, so daB Det(F — 2) + 0. Hieraus ergibt 
sich K = 0 und damit (39). 


Im Falle n = 2, m = 1 erhalten wir jetzt (37) aus (39) und dem Bestehen 
der Gleichungen 


k(h, 8,[A,,(1, v, w, vw + 1)), hk, S,[A,,(1, v, w, vw + 1))) — kh, S,, h,8,) = 0 
(t+ x), 
k(h, S,[B,,.(v)], h, S,-[B,,(v)]) — k(h, 8, hb, Soe) = 0 (t+ x, G, 7) 
fiir alle ganzen rationalen Zahlen v, w = 0 modg. 
Bei m = n = 1 ist (37) eine Folge von (34). SchlieBlich sei n = 1, m 2 3. 
Wir setzen 


K = (k(h,,h,)), L=K[H-) = (,,) 


und wahlen im iibrigen dieselbe Bezeichnung wie beim Beweise der Bezie- 
hungen (39). Die Relationen (36) liefern K [N] = K, also L[F] — L = 0, mithin 


(77 —1)1,,=0. 


Wegen m = 3 und Hilfssatz 2 gibt es eine Einheit / € y mit /“ /® + 1. Hieraus 
schlieBen wir L = K = 0. Formel (37) ist bewiesen. 

Auf Grund der Gleichungen (37) lassen sich die Exponenten J (EZ, S; Z) 
derart durch kongruente ersetzen, daB die Relationen 


J(E,8+7;2)=J(£,8,2+ 17) + J(k,7;2) 





438 Uxricu CHRISTIAN: 


erfiillt sind. Der Bereich 3 besteht aus allen Matrizen Z = X + iY, deren 


Imaginarteil 7 der offenen konvexen Pyramide S, angehért. Vermége [2, 
Satz 2] bekommt man nun die Lésbarkeit der Differenzengleichungen 


G(Z + 8) — @(Z) = J (E, 8;2) 


durch eine holomorphe Funktion G(Z). Hieraus folgt 
Satz 1: Zu jedem Exponentensystem J(U,S;Z) gibt es ein dquivalentes 
Exponentensystem J,(U, 8; 2) mit 


J,(E, 8;Z2)=0 (m+ 2 oder n>1). 


§ 3. Rotationen 
Bestehen fiir ein Exponentensystem J,4U, S; Z) die Kongruenzen 
(40) J,(E, 8;Z)=0, 


so folgt aus (30) 
J,(U, S;Z) ™ J,(U, 0; 2) ? 


(41) J,(U,0;2 + 8) =J,(U,0;2). 


Man betrachte ein zu J,(U, S;Z) aquivalentes Exponentensystem. Dieses 
geniigt genau dann den Bedingungen (40), wenn die in (31) erklarte Funktion 
L(Z) die Relationen 


(42) L(Z + 8) = L(2) 
befriedigt. Wir fassen die durch 
Tr(d,h,) = L(Z + h,S,) — L(Z) (w= 1,...,m;¢=1,...,9), 


Tr(2d,,h,) = L(Z + h,8,,) — L(2) (u=1,...,mse+xj;4,x%=1,...,n) 


definierten Zahlen d,, zu der n x » Matrix D = (d,,) €G zusammen und be- 
kommen die Darstellung 


(43) L(Z) = Sp(DZ) + P(2), 
wobei P(Z) die Perioden § besitzt. Es sei umgekehrt D €G, ferner P(Z) eine 


Funktion mit den Perioden § und L(Z) mittels (43) erklart. Dann gilt (42). 
Man entwickle P(Z) in eine Fourierreihe und zerspalte diese wie folgt: 


P(Z) = P+(Z) + P-(Z) +1, 


(44) Pt(Z)= ¥ b(T) E{T2}, 
TES 
(45) P-(Z)= SY b(T) E{TZ}. 
Insgesamt wird ert) 
(46) L(Z) = Sp(DZ) + P+(Z) + P-(Z) +1. 


Hierbei bedeutet / eine komplexe Konstante. 
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Die Kongruenzen (41) beriicksichtigend, schreibe man jeden der Exponenten 
J,(U, 0; Z) in der Form 


(47) J,(U,0;2Z) = Sp(M(U)Z) + Qt(U;Z) + Q-(U;Z)+5U) (VER), 


(48) Q+(U; 2) = & 007) E{T2} (UEP), 
(49) @(U;2)— 2X av, T) E{TZ} (UEP). 
Die Relationen (30) sind jetzt mit 

(50) = Q*(U, Uy; Z) = Qt(U,; Z[0,)) + Q+(U,; 2) (U,, U, EP), 
(51) Q-(U,U,; Z) = Q-(U,; Z[0,)) + Q-(U,; Z) (U,, U, EP), 
(52) M(U,U,) = M(U,) [Uj] + M(U,) (U,, U, EP), 
(53) j(U, U4) = 79(U,) + 9(U2) (U,, U,€P) 
gleichwertig. 


Unsere Aufgabe besteht darin, die in (46) genannte Funktion L(Z) so zu 
bestimmen, daB die GréBen 


L(Z(0}) — L(Z) + J,(U, 0; 2) (U EWP) 
mdglichst einfach werden. Hierzu miissen wir die Differenzengleichungen 
(54) P+ (Z(0}) — P+(2) = Q*(U; 2) (UEP), 
(55) P-(Z(0}) — P-(2Z)= Q(U;2) (UEP), 
(56) D[U’])- D= M(U) (UEP) 


naher untersuchen. Die Bedingungen (50), (51) und die Differenzengleichungen 
(54), (55) driicken sich in der Gestalt 

(57) a(U,U,, T)=a(U,, T[U;—*)) + a(U,, T) (U,,U,€¥; T €G), 
(58) b(T[U'-*)}) — (7) = a(U, T) (UE; T €G) 
durch die Koeffizienten der Fourierreihen aus. 

Wir nennen P+(Z), Q+(U;Z) den positiven, P-(Z), Q-(U; Z) den nicht 
positiven, Sp(DZ), Sp(M(U )2) den linearen und /, j(U) den konstanten Teil 
der Funktionen L(Z), J,(U, 0; Z). Bei Bildung der Differenz L(Z(0}) — L(Z) 
hebt sich / heraus, und wir kénnen daher / = 0 annehmen. 


§ 4. Der nicht positive Teil 

Es gilt 

Satz 2: Die Relationen (51) sind notwendig und hinreichend fiir die Lésbarkeit 
der Differenzengleichungen (55) (m => 3 oder n = 3). 

Beweis: Gegeben seien eine Matrix 7 € G~ und ein U € V.. Mit p(U, 7’) be- 
zeichne man die Gesamtheit der Folgen (V,, 7), welche den nachstehenden 
Bedingungen geniigen: 

1) T,=T, 
2) T,41 = T,[V;] (V,€¥;7=0,1,2,...), 
3) Sp(7,4,[0]) < Sp(7,[0}) fiir fast alle +=0,1,2,.... 
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Fiir fast alle kirzen wir im folgenden gelegentlich durch f. a. ab. 
Nehmen wir an, Satz 2 sei richtig. Dann befriedigen die Koeffizienten 6(7') 
die Abschatzungen (22), woraus sich 


(59) \b(7)| < 44(U, p) E(p T[O)) (U EP) 


ergibt. Die Formeln (58), (59) ziehen fiir jede Folge (V,, 7,) €p(U, T) den 
Zusammenhang 
(60) b(T)=— J a(V,-", T,) 
t=0 
nach sich, d.h. unsere Differenzengleichungen (55) besitzen héchstens eine 
Lésung P-(Z). 
Zum Beweise des Satzes 2 zeigen wir, daB die Summen 


<V,, T,) = FE a(vi-, T.) 
t=0 


bei allen Folgen (V,, T,) €p(U, 7) konvergieren und ihr Wert nur von T 
abhangt. Dann definieren wir die Zahlen b(7') durch (60), verifizieren (58) und 
weisen die Konvergenz der Reihe (45) nach. 

Die Konvergenz der Fourierreihen (49) und Hilfssatz 18 liefern die Un- 
gleichungen 
(61) |a(W, T)| < q5(W; U, p) E(p T[0}) (W; UEP). 


Ist daher (V,, 7',) eine Folge aus p(U, 7), in der nur endlich viele verschiedene 
V, vorkommen, so konvergiert (V,, 7',) absolut. Wenn die Summen ¢V,, 7',) 
fir alle (V,, 7.) €p(£, T) tibereinstimmen, dann tun sie es auch, wie wir 
spaiter zeigen werden, bei sémtlichen Folgen (V,, 7) €p(U, 7). Die Klasse 
p(Z, T) = p(T) spielt mithin eine ausgezeichnete Rolle. 

Es gelte 


S8,T¢€G-;U EW; S=T[U); (V,, T,) € p(T); (W., 8.) €p(S) - 
Wir wollen ein Kriterium dafiir aufstellen, daB die Differenz 
(62) 6 = <V,, T,) — a(U'—"', T) — (W,, 8) 


verschwindet. Fiir simtliche natiirlichen Zahlen 0 werde 


co 


(Vy, To = 3 a(Vi-3, T,); Up = Vey Vole... Vz2VatU WoW, ...We-2Wo-1 


tT=¢e 


gesetzt; aus (57) folgt dann 


(63) 6 = ¢V,, T,), — a(U,—, T,) — (Wao, Soy - 
Jetzt nehmen wir an, fiir jedes 9 existiere eine Zerlegung 
(64) UO, = Ugo-- - Vex 


mit nachstehenden Eigenschaften : 
a) Die Matrizen U,,€'¥ (B =0, ..., %(@)) liegen in einer endlichen, von @ 
unabhingigen Menge. 
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b) x(@) S ye(7'; U; Vo, Vi, Va,---; Wo, W,We,---)o (f.a.0=0,1,2,...). 
c) Die durch 
T 0 pa T,; Top+1 oy 28 LU og) (B =0,.. -»%(e@)) 
erklarten Matrizen T,, geniigen den Ungleichungen 
Spf, < —c7(T; U; Vo, Vy, Va,---; Wo Wi, We -- Jo 


(B=0,...,z(0); f.a. @=0,1,2,...). 
Aus (57) ergibt sich 
x(@) 


a(U,-", T,) = 2 1(Uea Ts) - 


Die von (61) folgenden Ungleichungen 
(65) |a(W, T)| S e4(W; p) E(pT) (WEP) 
sowie die Forderungen a) bis c) ziehen nun 

lim a(U,-; T,) =0 

eo 
nach sich. Da auch die Restsummen ¢V,, T,),, (W,, S,), fiir 9 > o gegen Null 
streben, so ist 6 = 0. 

Im allgemeinen ist es schwierig, Zerlegungen (64) mit den Eigenschaften a) 
bis c) zu finden. Wir werden daher spezielle Folgen (V,, 7.) € p(7’) betrachten. 

m= 3: 

Es sei m eine nicht leere Teilmenge der Zahlen 1, . . ., m und 

G(m) die Gesamtheit der Matrizen T € G- mit SpT™ < 0 (u Em); 

e(m) die Gesamtheit der Einheiten f € e mit &(f)1, .. ., &(f) x(f) Em; 

|m| die Anzahl der Elemente von m. 

Wir beweisen 
(66) (h#, f7* T> = (f2B, f3" T> (fy fe €e(m); T €G(m)). 

Man wihle zwei Einheiten /,, /, € ¢(m), so daB 

(fs) = *(f4) = Min(|m|, m — 1); 
E(f,)b6 = E(fs)d (6=1,..-, H(A); EIO= EKO (6=1,..., *(f)) 
gilt. Aus m = 3, den Relationen 
U, = (f,£)-°(fs#)* 7 (fs#)¢(f,£)-e ((y, 6) _ (1, 3), (3, 4), (4, 2)) 
und unserem friiheren Kriterium folgt 
hE, ATT) = GsE. f° T) = GE KT) = HB. RT) - 

Weiter zeigen wir 

(67) (i, 2, f° T) — a(U'—, T) — <f,£, R* T[U}) =0 
(T €G(m), f, €e(m,); T[U] € G(m,), f, €e(m,); U € P) 

Es bezeichne m, die Gesamtheit der Indizes uv (1 < u < m), fir die T €F 
ist. Hilfssatz 9 liefert die Existenz eines V ¢€ ¥ mit Sp(7' [V™]) < 0 (uw €m,). 
Unser Kriterium, m,, m, €m, und die Beziehungen 

U, = fr° VR = V(f, €e(m,)), U, = fg¢V— Uf = V-'U (f, € e(m,)) 


Math. Ann. 144 30 
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ergeben 
hE, fi*T) —a(V’—, T) — ¢f, 2, fit T[V}> ==0, 
(hE, RET (VI) — a(V'U', T(V)) — GE, RET[U!) =0. 
Wegen (57), (66) folgt nunmehr (67). 
Die Menge s(7') bestehe aus allen Folgen (V,, 7) € p(7’) mit 
V,={2£, T,€G(m) (f. a. t=:0,1,2,...). 
m und f € ¢(m) hangen dabei von der Folge (V,, 7',) aber nicht vom Index t ab. 
Vermége (62), (63), (67) besitzen die Summen (V,, T,) fir samtliche 
(V,, T,) €$(T) denselben Wert. Wir definieren jetzt die Zahlen b(7) durch (60), 
indem wir nur die Folgen aus $(7') zulassen. 
Es sei U € ¥, ferner die Folge 
(Vo, To); (V,, Ty); (Ve, Ts); -- - 
in s(7'[U'’—*)) gelegen. Dann gehért die Folge 
(7"-*, T); (Vo, T.); (Vi, T;); eee 
zur Klasse s(7'); wegen (60) gilt 
b(T) = —a(U, T) + b(T[U'’-)) , 
d. h. die GréBen 6(7') lésen die Differenzengleichungen (58). 
Jedem 7’ €@G~ wollen wir eine spezielle Folge (V,, T,) €s(7') zuordnen. 
Fiir die ersten Indizes t wahle man V, € u, derart, daB die Ungleichungen 


(68) SpT,.,< Sp, (c= 0,1,2,...) 
bestehen. Dann gibt es einen Index 7» mit Sp7, < 0. Bei einer bestimmten 
Permutation & der Zahlen 1, . . ., m gilt 


SpTE < --- < SpTém; 
und aus Sp7, < 0 folgt Sp 7‘ < 0. Ferner werde x durch die Bedingungen 
SpT¢” <0< Sp TE + (Sp T¢™ >0);x=—m—-1 (Sp T¢™ < 0) 
festgelegt. Mit der zu £, x gehérigen Einheit f € e definieren wir 
V,=/8, T,=p-9T, (r= 1). 


Die Matrizen V, liegen in der endlichen Menge ¢ U u und die Ungleichungen (68) 
gelten fiir alle tr. 
Aus (60), (65), (68) bekommt man 


(69) \b(T)| < ey9(p) E(p T) 
mit 


“10(P) = ( Zz cul’) Z E(-pr*y)). 
Vecuu vy=0 


Die Formeln (58), (69) ziehen nunmehr die Giiltigkeit von (60) fiir simtliche 
Folgen der Klasse p(7') nach sich. 
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223: ° 

Es sei n eine nicht leere Teilmenge der Zahlen 1, .. ., m und G(n) die Ge- 
samtheit der Matrizen T € G~ mit Tré, < 0 (« €n). 

Wir zeigen 


(70) (B,,(&,9); T [B,,.(e,97)]> = «B,, (€29), T [B,,(€29T)})> 
(T €G(n); 4, ACn tx, A+ v3 x, v= 1,..., 0; 8,,e = +1). 
Die Differenz der in (70) vorkommenden Summen heiBe 6(c, x, e,; A, ¥, &,). 
Man unterscheide drei Fille. 
1) «= A,x+¥: Die Behauptung folgt aus 
U, _ B,,.(—€90) B.,(€29@) = B., (€29@) B.,.(—&9@) . 
2) «=A,x =v: Wir wahlen einen Index y + 1, x und erhalten 
O(t, %, &5 t, #, &g) = A(t, x, &5 4, y, 1) + Ole, y, 15 4, %, &) = 0. 
3) «+A: Auf Grund des eben Bewiesenen, hangt 6(c,x,e,; A, v,e,) nur von ¢, A ab. 
Fir x = v, ¢; = &, = 1 bekommt man nun (70) aus 
U, _ B.,.(—e) B,,.(q@) - B,,.(7@) B.,.(— qe) 
Die Differenzen 
6(U; T) = ¢B,,.(e.9), T(B,.(e,9t))> — a(U'—, T) - 
cin a (B,, (€29); T [U B,,(€29t))> 
(U EY; T EG); TLV] €G(A); t+ x, A+ v3 x, 9=1;..., 03 ee = +1) 
hangen wegen (70) von U und T allein ab. Ferner gilt 
(72) 6(U, U,; T) = 6(U,; T[U,)}) + 6(U,; T) 
(U,, UL€ Y; T €G(v), T[U,) €G(y), T [U,U,) € G(A)) . 


Wir wollen das Verschwinden der 6(U; 7’) nachweisen. Dazu gehen wir schritt- 
weise vor. 


(73) 6(B,,(v); T) = 0 (T €G(a); y+ a, B; B, y=1,...,; qG/v). 


Beweis: In (71) setze mant=A=a,x=v= y, & = €,=1. Jetzt liefert 
der Zusammenhang 


U, — B.,(- 0q) B;,(v) B,,,(@q) = Bz, (v) 


(71) 


die Behauptung. 
(74) 6(C,(f); T) = 0 (T €G(a); B+ a;P=1,...,n;f Ey). 
Beweis: Man benutze (71) mit c= A= a; x= 9+ a, B; eo, =e, =1 und 
wende die Relation 
U, = B,,(— 09) Cz (f) B,,(0q) = C,(f) 
an. 


(75) 6(A,, (u,v, w, x); T) = 0 (T €G(a); a+ B+ y+ a; B, y= 1,...,n). 
30* 
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Beweis: Wegen (72), (73), (74) und 
A;,(u, v, w, 2) B,g(q) = Ag,(u + gv, v, w + ge, 2); 
Ag, (u, v, w, x) Cy(k) = Ag, (ku, v, kw, x), k = (ux — vw)-!; 
Ag, (u, v, Ww, x) _ Cs (f) C,(f-*) Ag, (u, f-*2, fw, x) C;(f-) C,(f) (f € y) 
genigt es, 
(76) 6(Ag,(u, f-*2, frw, 2); T [Cz (f) C,(f-)) =0 
fir w+ 0, ux — vw = 1 sowie irgendein f € y zu zeigen. Aus Trt, < 0 ergibt 
sich die Existenz eines f € y mit 
Tr(f*w*t,) + Tr(x*t,) + |Tr(xt,)|, Tr(f*w*t,) + Tr(u*t,) + |Tr(ut,)| < —g™. 
Wir setzen zur Abkiirzung A = A,,,(u, f-*v, fw, x), B= B,,(q) und bekom- 
men (76) vermége der Beziehung 
U,= B’°’A B= ABeA'B eA. 
Hiermit ist auch (75) bewiesen. 
Die in Formel-(2) auftretende Matrix W,, ist wegen Hilfssatz 7 das Produkt 


= Az, (u, v, w, x) (B, y + t).. Die Gleichungen (2), (72), (73), (75) liefern 
also 


(77) 6(W,; T)=0 (T €G()) . 
Nun kénnen wir 
(78) 6(U;T)=0 (T €G(s); T[U] €G(A); U EP) 
nachweisen. 
Fir eine ganze Zahl 7 werde 


F as B(nq) B,2(nq) B.n (nq) (t + 1, 2, n) ) 
B.s(nq) B,,(nq) (t, B, y Permutation von 1, 2, n){ ; 


G.= Bul(ng) (A+) 
ae (A=1) 


V=F,'UG,, S=T[F,] 
definiert. Wir wahlen y geniigend groB und wenden (72), (73) an. Dann folgt 
6(U; T)=46(V;8); SEG(1,2,n); S[V)€G(l). 
Man benutze Hilfssatz 6, setze 
V = Ban (fh) Bin(fey) Wa Wy 
und bestimme die Einheiten /,, /, € w derart, daB 
S, = S[Byn(f,2)], Sp = Si [Bin (fey))] € G(1, 2, m) 


gilt. Jetzt ergibt sich 6(V, S) = 0 und damit (78) aus (72), (73), (77). 
Die Menge $(7') bestehe aus allen Folgen (V,, T,) € p(7') mit 


V,.=B(eq), T.=G(e) -“(f.a. r=0,1,2,...). 


t, x («+ x) und ¢= +1 hangen dabei von der Folge (V,, 7), aber nicht vom 
Index t ab. Auf Grund von (62), (63), (78) besitzen die Summen ¢V,, 7',) fiir 
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simtliche (V,, 7,) €s(7') denselben Wert. Wir definieren die Zahlen 5(7') 
durch (60), indem wir nur die Fc'gen aus $(7') zulassen. Wie friiher weisen wir 
die Giltigkeit der Formeln (58) nach. 

Weiterhin soll jedem 7 € G~ wieder eine spezielle Folge (V,, 7',) €$(7') zu- 
geordnet werden. Fiir die ersten Indizes t wihle man V, ¢ u, derart, daB die 
Ungleichungen (68) befriedigt sind. Dann gibt es ein 7 mit Sp 7, < 0, d. h. bei 
passendem ¢ gilt 7’, € G(c). Es sei x ein von « verschiedener Index ; wir definieren 

V, = B,,.(€q); T, = Re [B,,.(eq(t ae ))) (t= n) ; 
é= +1 werde so festgelegt, daB die Ungleichungen (68) fiir alle r erfiillt sind. 
Die Matrizen V, liegen in der endlichen Menge ¢ U u. Daraus ergibt sich (69) 
und vermége (58), (69) die Giiltigkeit von (60) fiir simtliche Folgen der 
Klasse p(7'). 

In dem nun folgenden Teil lassen wir die Voraussetzung m = 3 oder n = 3 
fallen. Statt dessen nehmen wir an, die Zahlen b(7') seien durch (60) wohl- 
definiert und saémtliche Folgen aus p(7') zulassig. Wir beweisen die Un- 
gleichungen (59) und die Konvergenz der Reihe (45). Der Fall (m, n) = (1, 1) 
wird ausgeschlossen. 

Gegeben seien zwei Indizes «(1 < « < n), A(1 S A S m) und eine Permu- 


tation € der Zahlen 1, ..., m. Unter G(u, A, &) verstehe man die Gesamtheit 
der Matrizen S € G~ mit 
s(FD S---s (4) <0< g(FA+), xe gff™) J 


Ferner werde 
C,(f) (m = 2) 


R(S)}= 
B,, (eq) (m=1,n 2 234+ y) 
definiert. Hierbei bezeichnet f die zu &, x = Min(A, m — 1) gehérige Einheit 
aus ¢; das Vorzeichen ¢e = +1 legen wir fiir jedes S so fest, dab 


Sp(S[R(S)]) < SpS 


hee (8 €B(, 2, 8) 


ist. y hange nur von ¢ ab. 

Samtlichen Matrizenpaaren U ¢€ ¥, T € G~ wollen wir eine spezielle Folge 
(V,, T,) € p(T) zuordnen. Fir die ersten t wihle man V, € Uu U-', derart, daB 
die Ungleichungen 
(79) Sp(1,41[0)}) < Sp(7,[0)) (r= 0,1,2,...) 
gelten. Bei passendem 7 ist Sp(f, [(0}) < 0,4. h. T’, [U] in einem der Bereiche 
Bi, A, —) gelegen. Man setze 

V,=U R(T,[(U])U (rx =>»). 


Die Ungleichungen (79) bestehen fiir alle +t; auBerdem haben wir 
V,€ U(eUu)U- (rx =0, 1, 2, ...). Nunmehr ergibt sich (59) mit 


G4(U, p) = ( 2X Ms(V'*; U, P?) ( 5 ¥(-prn) 


VevUcuwT- 


Wegen (58), (59) gilt (60) fiir simtliche Folgen (V,, T,) € p(U, 7). 
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Die. Konvergenz der Reihen (49) liefert die Ungleichungen 


ja(W, T)| Ss Coo(W; U, Pp) E(pa) e 
Sp(7 (0) =« 


Angenommen, fiir S, T €G(«, A, €) und zwei passende Indizes a, t sei 
S[R°(S)] = T[R(T)). 


‘d pa (m = * 
mit einer gewissen ganzen rationalen Zahl g. Hieraus wird ersichtlich, dab 


unter der oben genannten Voraussetzung Sp § = Sp7 bei festem 7' fiir héch- 
stens zwei Matrizen S eintreten kann. 


Dann folgt 


Es sei U € ¥ gegeben und 
€,(U, p) = Pa idiei Cg9(V'-?; U, P)) ( 5 a- pg ”) . 


Wir benutzen (60) mit V, = U R(T [U])U— und erhalten 


2 |6(7)| S ex (U, p) E (pa) - 
Zu summieren ist dabei iiber 7’ unter den Nebenbedingungen 
T[U] EB, a, &), Sp(T[0}) =a. 

Als nachstes betrachten wir den Fall S= T[U] €G — G*. Es gibt zwei 
Méglichkeiten. 

1) Eine der Ungleichungen (18) ist falsch, d.h. die Matrix § besitzt ein 
negatives Diagonalelement. Dann liegt S in der Vereinigungsmenge & aller 
Ble, A, &). 

2) Die Ungleichungen (18) sind richtig, aber die Bedingungen (19) nicht 
simtlich erfillt. Es existieren also Indizes u, B, y (8 + y) mit 

r (sf? + 3) < |s)| . 
Fir ein gewisses u € rt gilt jetzt 
c__~—_ 
S[Bz,(u)]€B, Sp(S[B,,(u)]}) < (1+ 1%) Spd. 

Aus diesen Uberlegungen erkennt man die Richtigkeit der Ungleichungen 
; b(T)| S cae(U, p) EB (pa) . 
spitidy 4 (T)| S ¢a2(U, p) E(pa) 

T(U\EG—G* 

Um schlieBlich auch die T[U] € G* zu erfassen, benutzen wir Hilfssatz 17 
und die Ungleichungen (59). Insgesamt erhalt man (22) mit passenden Kon- 
stanten c,,(U, p) und damit die Konvergenz der Reihe (45). 

Satz 2 ist bewiesen. 


§ 5. Der positive Teil 


Zwei Matrizen S, 7 €G+ nenne man Aquivalent, wenn die Gleichung 
S = T[U] durch ein passendes U € ¥ erfiillbar ist. In jeder Aquivalenzklasse 
wahle man einen Reprasentanten S mit § € J. Die Gesamtheit dieser Matrizen S 
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heiBe Q. Den Matrizen T € G+ werde je ein Element R(7) € ¥ zugeordnet, 
so daB die nachstehenden Bedingungen gelten 
R(T) €u, Sp(P{R(T)}) < Spf (Te) 
R(T) €v, T[R(T)] EQ’ (TEP, TEQ)- 
R(T)=£ (T €Q) 

Den Bereich Q und die Matrizen R(7') betrachten wir weiterhin als fest 
gegeben. Die Folge p(T) = {75, 7,,..-, Tiery-1, Tiqy} ist dann durch die 
Forderungen 

T,= ?, i _ T,-,(R(T,-,)] (t =l1,..., U(T)), T (7) -1 ¢ Q, Tin €Q 
eindeutig bestimmt, ebenso die Matrix 

W(T) = R(T) R(T iy -y) - - - B’( 7) B'(7,) . 
Ferner folgt 
(80) T = S(W’-*(T)] (T €G*+, SEQ). 

Es bezeichne 5 die Gesamtheit der Systeme konvergenter Fourierreihen 
Q+(U;Z) (U €P), fiir welche die Relationen (50) erfiillt sind. Zwei Systeme 
Qt (U;Z), Q¢(U; Z) von s nenne man dquivalent, wenn die Gleichungen 


Q3(U; 2) = P+(Z[(0}) — P+(Z) + QF(U; 2) (UEP) 


mit einer passenden Fourierreihe P+ (Z) bestehen. 
Gegeben sei ein System Q+(U; Z) der Menge s. Aus (57), 


7) 
a(W(T), 8) = 2 a(R’ (T,_,), T,); R(T7,-,) €uur, 


der Konvergenz der Reihe (48) und Hilfssatz 19 schlieBt man 
|a(W(T), S)| < cya(p) B(p) . 


Die Fourierreihe P+ (Z) mit den Koeffizienten 6(7') = a(W (7), 8S) konvergiert 
somit wegen Hilfssatz 19. Wir setzen 

a,(U, T) = —b(T[U'}) + (7) + a(U, T) (UEP, T €G*) 
und leiten aus (80) 
(81) a,(W(T), 8) =0 (7 €G*, S €Q) 
her. 

Man nenne ein System Qj (U; Z) aus s reduziert, wenn die Koeffizienten 
a,(U, T’) den Bedingungen (81) geniigen. t sei die Gesamtheit der reduzierten 
Systeme von s. 

Hilfssatz 20: In jeder Klasse dquivalenter Systeme aus 6 gibt es ein und nur 
ein reduziertes System. 

Beweis: Klar. 

Die Matrizen 
(82) W(U, T) = W(T)U W-(T[U’-}) (U CY, T €G*) 
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gehéren wegen (80) der friiher definierten Gruppe A’(S) (S €Q) an. Vermége 
(57), (81) ist 


(83) a,(U, T)=a,(W(U, 7), 8) (UEP, T EG, SEQ). 
Umgekehrt ergibt sich (81) aus (83). Die Relationen (57) liefern 
(84) a,(U V, 8S) = a,(U, 8) + a,(V, 8) (U,V €A’(S8)). 


Ist (84) erfillt, so geniigen die durch (83) erklarten GréBen a,(U, T) den 
Gleichungen (57). Die Formeln (84) besagen, daB die Abbildung U > a,(U, 8) 
(U €A’'(8)) einen Homomorphismus von A’(S) in die additive Gruppe der 
komplexen Zahlen darstellt. 

Bei S €$,,d.h. § CG, besitzt A’ (S) wegen Hilfssatz 12 endliche Ordnung, 
und A’(S)-—0 ist der einzige Homomorphismus von A’(S) in die additive 
Gruppe der komplexen Zahlen. In den Fourierreihen Qj (U; Z) braucht daher 
nur tiber die Matrizen 7’ € $ summiert zu werden. 


Insgesamt ergibt sich 

Hilfssatz 21: Die Menge t besteht aus allen Systemen von Fourierreihen 
(85) Q5 (032) — F a(W (0, T), S) E{T 2} (UEP) 
mit folgenden Eigenschaften: 

1) Fiir jedes feste S€Q r\ stellt die Zwordnung 


U + a9(U, 8) (U €A’(8)) 


einen Homomorphismus von A'(S) in die additive Gruppe der komplexen Zahlen 
dar. 

2) Die Fourierreihen (85) konvergieren in 8. 

Es scheint nicht leicht zu sein, allgemeine Regeln iiber die Homomorphismen 
der Gruppen A’ (S) in die additive Gruppe der komplexen Zahlen und iiber die 
Konvergenz der Reihen (85) aufzustellen. Wir werden jedoch spiter einige 
Beispiele betrachten. Das Hauptresultat dieses Paragraphen fassen wir zu- 
sammen in 

Satz 3: Jedes System von Fourierreihen Q+(U,Z) der Menge 5 ist genau 
einem System Qj (U, Z) der Klasse t dquivalent. 


§ 6. Der lineare Teil 


Hilfssatz 22: Jedem U € ¥ sei eine symmetrische n x n Matrix M(U) aus a 
zugeordnet. Die Relationen (52) sind notwendig und hinreichend fiir die Lés- 
barkeit der Differenzengleichungen 


(86) N[U']}- N=M(0U) (UEP) 


mit einer symmetrischen n x n Matrix N aus a. Durch die Gleichungen (86) ist N 
eindeutig bestimmt (m = 2 oder n = 3). 

Beweis: Die Richtigkeit von (86) zieht (52) nach sich. Nun gelte um- 
gekehrt (52); wir wollen die Differenzengleichungen (86) lésen. 
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m => 2: 
Man setze 
vaZl), peLicy. 
m=1,n2 3: 
Fir jede symmetrische n x n Matrix N geniigen die GréBen 
L(U)=-N[U')+N+M(0) (UEP) 
den Relationen (52). Wir zeigen, daB die Gleichungen 
(87) :  DL(B,,(q)) =9 (t+ #;4,4=1,...,m) 
bei genau einem N erfiillt sind. Aus 
B.x(Q) Bur (Q) = Bur (Q) Bix (9) (, w+ x, ») 


folgt wegen (52) 
L(B,,.(q)) [B,.»(q)) ta L(B,,.(q)) = L(B,,(q)) (Bi. (q)] ne, L(B,,(q)) (t, K + x, v) . 
Hieraus ergibt sich das Verschwinden aller Elemente der Matrix L(B,,(q)) 
auBerhalb der 1-ten Zeile l,,, = (1,1, . . -, t,.,) und der ¢-ten Spalte U/,; ferner ist 
(88) hoe ae — (, rd + %, v) . 
Man wende (52) auf beide Seiten der Relation 
B,,.(q) B,3(q) B.,(q) _ B,3(q) B,,.(q) B,a(-—9@) B,,.(q) B,3(9) (¢ aa x += A + t) 
an. Dann bekommt man 
(89) 2hiea ~ Lean an Qheaa (e +-+x+ A > t) ° 
Die Matrix N ist auf genau eine Weise so bestimmbar, dab 
ba = xg O(2 S*S QS M)j 1, =0 
gilt. Vermége (88), (89) folgt nun (87). 
(90) - L(A,,(u, v, w, z)) = 0 (t+ x). 
Beweis: Fir u + ¢, x ist 
B,,.(9) A,,(u, v, W, x) a A,,.(u, v, W, 2) B,,,(uq) B,,.(vq) , 
Bux A,,.(u, v,W, x) 5 A,,.(u, v, W, x) B,,,(wq) B,,.(£q) ’ 
B,,.(q) A,x(U, v, W, %) = A,,(u, v, w, x) B,(exg) B,,(—ewg) (e=ux—vw). 
Auf Grund von (52), (87) verschwinden die GréBen L(B;,(yq)) (8 + y; 
B, y =1,...,) bei ganzem rationalen y; wegen m = | sind wu, v, w, x, € ganz- 
rational. Wir wenden (52) auf die obigen Relationen an und erhalten 
L(B,.(q)) = L(B,.(9)) = L[ Big) = £; L = L(A,,(u, v, w, 2) . 
Hieraus folgt (90). 
Hilfssatz 7 und (90) ziehen L(U) = 0 (U € ¥) und damit (86) nach sich. 
Es. bezeichne m die Gesamtheit der Systeme von Matrizen M(U) ¢€G 
(U € ¥), welche (52) befriedigen und N die Menge aller symmetrischen n x n 
Matrizen N aus amit N[U'] — N €G(U € ¥). Man nenne zwei Systeme M,(U), 
M,(U) von m aquivalent, falls 


M,(U) = D[{U')— D+ M,(U) (U ¢¥) 
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fiir ein passendes D € G gilt. Die Klassen G und MN bilden Gruppen beziiglich 
der Addition ihrer Elemente. Durch (86) werden die Systeme von m den 
Matrizen aus N umkehrbar eindeutig zugeordnet. Zwei Matrizensysteme von m 
sind genau dann dquivalent, wenn die zugehérigen Matrizen aus N derselben 
Restklasse modulo G angehéren. Es bedeute n ein vollstaéndiges System von 
Reprasentanten der verschiedenen Restklassen von N modulo G. Die Menge n 
ist endlich ; denn es gilt 

Hilfssatz 23: Die Faktorgruppe N/G besitzt endliche Ordnung (m = 2 oder 


n= 2). 
Beweis: Aus 
N[B.,(q)] — N, N(C(f)] — N €G (e+ x;4x=1,...,n;f Ey) 
schlieBt man die Existenz einer ganzen rationalen Zahl k mit kN c G und 
hieraus die Behauptung. 


Insgesamt bekommen wir 
Satz 4: Jedes System von Matrizen M(U) der Menge m ist genau einem der 
endlich vielen Systeme 


M,(U) = N[U']-N (N En) 
dquivalent (m = 2 oder n = 3). 


§ 7. Der konstante Teil ' 

Ein Charakter der Gruppe Y, ist ein Homomorphistus von Y, in die 
multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen. Wegen (53) und j(U) = j(— U) 
falls U, —U €¥, stellen die GréBen £{j(U)} einen Charakter der Gruppe ¥, 
dar; simtliche Charaktere sind auf diese Weise mit passenden j(U) erhaltlich. 

Satz 5: Jeder Charakter E{j(U)} von VP, definiert ein Multiplikatorensystem 

I(U, 8; 2) = E{j(U)} 
zur Gruppe A. Verschiedenen Charakteren entsprechen nicht dquivalente Multi- 
plikatorensysteme. 
§ 8. Klassifikation 

Die bisherigen Ergebnisse fassen wir nun zusammen. 

Hauptsatz: Zu jedem Multiplikatorensystem I(U,S;Z) der Gruppe A gibt 
es genau ein dquivalentes Multiplikatorensystem 
(91) = 1,(U, 8; 2) = E{Q3(U, Z)} - E{(N(O") — N)Z}- BG(U)} . 

Hierbei ist Q5(U,2Z)(U €P) ein System von Fourierreihen aus t, ferner N En 
und E{j(U)} ein beliebiger Charakter der Gruppe VY, (m = 3 oder n = 3). 


Kapitel III. Spezialfalle und Bemerkungen 
$1. Uber den Fall m = 1 


Wir wollen die Homomorphismen der Gruppe A’ (S) (S € 9) in die additive 
Gruppe der komplexen Zahlen Z naher untersuchen. Wegen m = 1 gibt es zu 
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jeder Matrix S €9, (1 < 9 < n) ein U €2Q mit T = S8[U}, 


(92) T=() 7)» T>9 


dabei ist 7, eine @ x @ Matrix. Wie am SchluB von Kap. I, § 4 bemerkt, sind 

A’ (8) und A(T’) isomorph, also auch ihre Homomorphismen in Z. Das Symbol £ 

stehe im folgenden fir einen beliebigen Homomorphismus A(7') + Z. 
Vermége (92) besitzt jedes U € A(T’) die Gestalt 


(98) U=UUy U=( 7)» Ue=(o" 2)» M=(0 2) 


(94) T,(V,;) = 7, 


mit einer @ x @ Matrix V,, einer (n — 0) x (n —- 0) Matrix V, und einer 
(n — @) x @ Matrix V,. Offenbar gilt U,U,, U,;€'; d.h. U,U,, U, € A(T). 
Dagegen brauchen U, und JU, selbst nicht in Y zu liegen; denn es kénnte 
Y = Q+(n,q) und DetU,= DetU,=-—1 sein. U,,U,€¥ zieht jedoch 
U,, U, € A(T) nach sich. 

Es sei Y(n) = Q(n, gq) (q= 1,2). Dann gilt U,, U,, Us, C,(—1) € A(T) 
(c= 1,...,m— @). Vermége (94) ist U, von endlicher Ordnung, ferner C?(— 1) 
= E, folglich ¢U, = (C,(—1) = 0. Die Beziehung (C,(—1)...C,,_,(— 1) U;)*=2 
liefert ¢U, = 0. Die Gruppe (2) wird durch die Elemente 


C,(—1) Bya(g), Ce(—1) Bulg), O(-—1), ©.(-—1) 


zweiter Ordnung erzeugt [4,7], und (1) besteht nur aus 1, — 1. Wegen Hilfs- 
satz 7 ist U, das Produkt von Elementen endlicher Ordnung, d. h. ¢U, = 0. 
Insgesamt haben wir (4(7') = 0. 

Fir n = 1 mod2 sind die Gruppen 2(n, q)/E(n) und Q+(n,q) (¢ = 1, 2) 
isomorph. Dieses liefert 

Satz 6: Ze sei 


Y(n) = Q(n,q)(q=1,2) oder Pn) =Q+(n, q) (q=1,2;n = 1 mod2). 


Dann sind die Bedingungen (50) notwendig und hinreichend fiir die Lésbarkeit 
der Differenzengleichungen (54). 
Jetzt betrachten wir die Gruppen 


W(n) = Q+(n, q) (g=1,2;2 =Omod2) oder Y(n) = Q(n, gq) = Q*(n, g) 
(q=3,4,...). 


Man unterscheide zwei Fille: 9 =  — l und 1 < 9 S< n — 2. 

o=n-l: 

Es ist V, = +1, also U,U, von endlicher Ordnung, folglich ¢(U, U,) = 0. 
Die Gruppe A(7,) bestehe aus allen (n— 1) x (m—1) Matrizen V € 
€ Qt+(n — 1,q) mit T,[V]= 7,. Indem man eventuell U,U, durch — U,U, 
ersetzt, kann man U, = E, d.h. V, € A(7;) erreichen. Wir fiihren die (n — 1)- 
reihige Spalte 
(95) t:t, =¢B,,(q) (y= 2,...,m) 
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ein und leiten aus ((Uy!U,U,) = ¢ U; die Relationen 
(96) Vit=t (V, €A(T;)) 


ab. Ist umgekehrt ¢ irgendeine komplexe Spalte, welche den Relationen (96) 
geniigt, so wird durch (95) genau ein Homomorphismus ¢ von A(T’) in Z 
definiert. 

Liegt 7’, im Inneren eines Bildes der Minkowskischen Pyramide [11, 13], 
dann enthalt A(7,) nur die Einheitsmatrix Z, und ¢ ist eine beliebige komplexe 
Spalte. Letzteres gilt auch bei allen geniigend groBen gq, also fiir g => go(n); 
denn die Matrizen V, € A(7,) gehéren einer endlichen, nur von n abhangigen 
Menge an, falls 7, in der Minkowskischen Pyramide liegt. 

lsosn-2: 

Aus €(B,,.(q) Us B,.(—@)) = 6 U3 («+ *34,%=1,...,n — 0) folgt CU,=—0. 
Es kommt also nur darauf an, die Homomorphismen ((U, U,) zu untersuchen. 
Man hat zwei Méglichkeiten. 


Hilfssatz 24: Es existiere ein U €A(T) mit folgender Eigenschaft: Zerlegt 
man U gemaf (93), so gilt Det U, = —1. Dann ist ¢ A(T) = 0. 

Beweis: Der hier betrachtete Fall kann nur bei g = 1, 2 eintreten. Fiir ein 
beliebiges U € A(T’) setze man 

VF 0 

U,U, = Uf US; Ut = U,C,(Det U;) A(T); UE=(5% 5), VEEPIn— oe). 
Nun ist Uf von endlicher Ordnung, mithin ¢ U¥ = 0. Es bleibt £ U$ = 0 nach- 
zuweisen. 


W,B.,(q) Wr" B.,.(q) = E; W,= U,C,(-1) € A(T) (+x tx= 0, se 89 n—@) 


zieht ¢B,,(q) = 0 nach sich. Fir g= 1,2 wird die Gruppe Y(2) von den 
2 x 2 Matrizen B,,(q), B,,(q), —Z erzeugt [7]. Vermége Hilfssatz 7 ist daher 
U} das Produkt endlich vieler » x n Matrizen B,,,(q), C,(—1) C,(—1) («+ *; 
t,x%=1,...,— 0). Hieraus folgt die Behauptung. 
Hilfssatz 25: Ist DetU,=1 fir alle U € A(T), so existiert ein Homo- 
morphismus » von A(T’) auf P,(n — 0) mit CU = 0, falls U im Kern von n liegt. 
Beweis: Man definiere 


n:U+V,-5(n— 0), 


und wegen ¢ U, = 0 ergibt sich die Behauptung. 
Satz 7: Es sei 


Y(n) = Q+(n,q)(q=1,2;n=Omod2) oder Wn) = Q(n, gq) = Q*(n, gq) 


(q = 3,4,...). 
Fiir o=n—1 werden die Homomorphismen A(T)— Z durch die (n — 1)- 
reihigen komplexen Spalten t reprasentiert, welche den Bedingungen (96) geniigen. 
Beil = o = n — 2ist entweder (A(T) = 0, oder es gibt einen Homomorphismus y 
von A(T) auf ‘P,(n — o) mit CU = 0, wenn U im Kern von n liegt. 
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Wir betrachten die zwei Fille n = 0 mod2, g = 1, 2 noch etwas genauer. 

q=1: 

Die elliptische Modulgruppe Y,(2) wird von je einem Element zweiter und 
dritter Ordnung erzeugt [4, 7]; wegen Hilfssatz 7 ist ¥,(m — 0) (1 < 9 < n — 2) 
durch Elemente endlicher Ordnung erzeugbar; folglich (A(T)=0 (lS os 
< n — 2). Also 

W(U;Z)—— 2 a,(W(U, T), 8) B{ TZ}. 


qz=2: 

Aus C,(—1) C,(—1) €A(T) und (B,,(2) C,(—1) 0,(—1))* = B (A+ + 
+x+A;1<14,%,A 5 n-— 0) schlieBen wir £B,,(2)=0, mithin (A(T) = 
(1 < @ S n — 3). Ferner ist Y,(2) die freie Gruppe der Erzeugenden + i 
+ B,,(2) [4, 7). Die Homomorphismen von ¥,(2) in Z werden also durch die 
beiden unabhangigen komplexen Parameter ¢ B,,(2), ¢ B,,(2) reprasentiert. 
Folglich 

QW(U;Z)—— 2 ae(W(U, 7), 8) B{T2}. 


EDn-1U Dn-s 


§ 2. Uber den Fall m =1,n =2 

Aus [3] wird ersichtlich, daB die Relationen (51) fiir die Lésbarkeit der 
Differenzengleichungen (55) nicht hinreichen. Mit Hilfe der in [3] benutzten 
Methode und der in [7] entwickelten Theorie der Hauptkongruenzgruppen 
q-ter Stufe zur elliptischen Modulgruppe ist es aber vielleicht méglich, eine 
vollstandige Klassifikation des nicht positiven Teils durchzufiihren. An dieser 
Stelle wollen wir hierauf nicht eingehen, sondern uns dem positiven Teile zu- 
wenden und fiir ¥ = 2+ (2, q) (¢ = 1, 2) die in Kap. II, § 5 definierten Matrizen 
S, R(T), W(T) sowie die Fourierreihen Qj(U; Z) naher untersuchen. Ferner 
betrachten wir die Differenzengleichungen (86). 

Zu jeder Matrix 


T=(* t)en=9 
existiert ein U € Q+(2, 1) mit 
T[U]=S=8; S=(5 4) s>0; 


und 7 bestimmt S, eindeutig. Beziiglich Q+(2, 2) ist 7 genau einer der drei 
Matrizen 

S=8,, S=S8[1], S=8,[B,,(1)) 

01 
—l1 0 


B,2(—q sgnt,) (t, > 4, > 0, g = 1, 2); Byy(—q sgnté,) (4, > ts > 0, g= 1, 2); 
By 2(—sgnt,) (4, = ts, g= 1); 1 (4 = 0,9=1); £(,=0,9=1); 
E(t, = 0,q = 2T aq. S,); E(t, = 0, gq = 2, T iq. S,[7)); 
By (2) (, = ts = — te, g = 2, T dq. So[B,2(1)]); H( = ts = t, g = 2, T aq. 
So[{By2(1))) . 


aquivalent; J = ( ) . Fir R(T) nehme man 
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Wir definieren W(7)=(¥ °) wie in Kap. II, § 5, schlieBen 


|w| = |u|, |z| = lol (g=1 oder g=2, Taq. S,); |w| < |ul, |z| < |v 
(q = 2, T aq. So [Z)) 
und erhalten hieraus wegen (80) die Abschatzung Sp(W’(7') W(7))< 2s“SpT. 


Im Falle g = 2, T aq. S,[B,_(1)] ist diese Ungleichung nicht bei allen 7 richtig; 
eine elementare Rechnung liefert jedoch 


(97) Sp(W'(T) W(T)) < 39sSpT; 


letzteres gilt in simtlichen vier Fallen. 
Die Gruppe A(S) besteht aus den Matrizen 
+I (y=0, +1, +2,...) 
mit 
L = By, (1) (= 1); By, (2) (¢ = 2, S = Sq); B,2(2) (g = 2, 8 = S,[1)); 
By 2(—1) By, (2) B,2(1) (q = 2, S = Sy[B,,(1))) . 


W(U,T) = 4L'70.0 . 


Wir setzen 


Aus (82), (97) folgt 
Sp(W'(U, 7) W(U, T)) < (39-1 Sp(U’ U) Sp 7), 


\y(U, T)| S 398-4 Sp(U'U)SpT , 
vermdge (84) somit 


(98) |a.(W(U, T); S)| S 39|a9(L, S)|s-*Sp(U'U)SpT. 


Hilfssatz 19 und (98) liefern nunmehr 

Satz 8: Fiir endlich viele Matrizen S,,...,8,;€ QA seien die Homo- 
morphismen U - a,(U, S,) (U €A’(S,);1 S AS 1) willkiirlich gegeben. Ferner 
gelte a,(U, 8S) = 0 (S+ 8,,..., 8,; U €.A’(S)). Dann konvergieren die Fourier- 
rethen (85). 

Die Klasse t enthalt also unendlich viele Elemente. 

Wir kommen nun zu den Differenzengleichungen (86). 

Hilfssatz 26: Es sei ¥ = 2(2, q) (q = 1, 2). Dann sind die Relationen (52) 
fiir die Lésbarkeit der Differenzengleichungen (86) mit N aus a notwendig und 
hinreichend. 

Beweis: Man benutze, dab Y, durch die Elemente 


+O,(—1) Bys(q), +O,(—1) Bug), +O,(—1) 


zweiter Ordnung erzeugt wird. 
Hilfssatz 27: Es sei 


P = Q+(2,9)(q=1,2) oder P= Q(2,q) = Q+(2,q) (q=3,4,...). 


Dann reichen die Relationen (52) zur Lésbarkeit der Differenzengleichungen (86) 
nicht hin. 
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Beweis: Die elliptische Modulgruppe 92+ (2, 1)/5 (2) wird von den Elementen 


01 1 —l 
es +(_; 0) a= +(; 0) 
erzeugt [4, 7], und die Formeln J? = K* = + E ziehen 
u v w w+2 
M(t) =( mi: M(K)=(,,", zx ) 

nach sich. Nun sind J? = K* = + E die einzigen unabhangigen Relationen der 
Gruppe 22+ (2, 1)/£(2) [7]. Die Matrizensysteme M(U) (U € Q+(2, 1)), welche 
(52) geniigen, werden somit durch die vier unabhangigen Parameter u, v, w, z 
beschrieben. Da die symmetrische Matrix N nur drei Elemente besitzt, sind die 
Gleichungen (86) im allgemeinen unlésbar. 

Jetzt bedeute M(U) ein zu 2+ (2, 1) gehériges Matrizensystem, fiir welches 
(86) keine Lésung hat, d. h. die GréBen 

L(U) =-—N[U’])+ N+ M(U) (U € Q*(2, 1)) 

verschwinden bei keinem N sémtlich. Angenommen, die Differenzengleichungen 
(86) waren fiir ein gewisses g => 1 lésbar. Dann lieBe sich N so wihlen, daB 
L(U) = 0 (U €.Q*(2, q)) gilt. Es folgt L(B, 4(q)) = L(Bys(q)) = 0, wegen (52) 
also L(B,,(1)) = L(B,,(1))=0, und weil + B,,(1), +B,,(1) die Gruppe 
QQ+ (2, 1)/3 (2) erzeugen, L(U) = 0(U € Q+(2, 1)). Das ist ein Widerspruch und 
Hilfssatz 27 damit bewiesen. 

Satz 9: Bei Y = 2(2,q)(q=1,2) sind die Relationen (52) fiir die Lés- 
barkeit der Differenzengleichungen (86) hinreichend; nicht aber im Falle 


§ 3. Der Falln=1 


Die Menge 9 ist jetzt leer. 
Satz 10: Die Relationen (50) sind fiir die Lésbarkeit der Differenzen- 
gleichungen (54) notwendig und hinreichend. 


§ 4. Uber den Fall m = 2,n=1 
Die Gesamtheit der GréBen k(s, t) (8, ¢ € 6), welche den Bedingungen (34), 
(35), (36) geniigen, ist gegeben durch 
k(s, t) = 1(Det H)-?(s@t@ — s@ 70) . 


Hierbei bezeichnet / einen ganzen rationalen Parameter. Fiir gerades / bilden 
die Funktionen 


J (f, 832) = (Det H)*(9 (72) 2 — 9 (J2) 2) (F Ey; 8 Cd) 


ein Exponentensystem, zu dem die Zahlen k(s, ¢) gehéren. Auf die Konstruktion 

eines Exponentensystems bei ungeradem / gehen wir nicht naher ein. 
Besitzen die Exponentensysteme J, (f/, 8; 2) und J,(f, 8; 2) das gleiche 1, so 

ist die Differenz J, (f, s; 2) — J,(f, 8; 2), wie in Kap. II, § 2 gezeigt wurde, durch 





456 ULricn CHRISTIAN: 


ein aquivalentes Exponentensystem J,(/,s;2Z) mit J,(1, 8; 2) = 0 ersetzbar. 
Wir zerspalten J,(/, 0; 2) gemaB (47). Vermége Satz 10 laBt sich der positive 
Teil zu Null machen. Der nicht positive Teil ist eine Mourierreihe Q-(f; 2), 
in der iiber alle ¢ € g summiert wird, die mindestens eine nezative Konjugierte 
haben. Man sieht leicht, daB sich die Summanden von ¢'-(f; Z) mit Nm#t < 0 
fortschaffen lassen. Ubrig bleibt eine nicht zu beseitigende Restsumme, 
erstreckt iiber die ¢ €g, deren beide Konjugierte negativ sind. Insgesamt be- 
kommen wir 

Satz 11: Zu jedem Multiplikatorensystem gibt es ein dquivalentes der Gestalt 


Iy(f, 8; 2) = E{J,(f, 8; 2)} - B{Qo(f, 2)} - B{Te((vf? — v)z)} - BGi(f)} 


Hierbei bedeutet J,(f, s; 2) (f € p, 8 €b) ein zu der Zahl | gehériges Exponenten- 
system ; in den Fourierreihen Qz (f, 2) hat man iiber die t € g zu summieren, deren 
beide Konjugierte negativ sind ; v ist aus n und E {j(f)} ein Charakter der Gruppe wo. 


§ 5. Uber Formen 


Zunachst unterwerfen wir a und n keinen Einschrankungen. Es sei N €X, 
ferner E {j(¥)} ein Charakter der Gruppe Y, und F(Z) eine holomorphe Funk- 
tion, welche den Beziehungen 


(99) F(Z(0) + 8) = E{j(U)} E{(N (0") — N)2} F(Z) 


bei Substitutionen aus A geniigt. F(Z) ist invariant unter den Translationen 
Z - Z + S, folglich in eine Fourierreihe 


P(2)= 2 i(7) E{T2} 


entwickelbar. 7' lauft tiber G. Die Gleichungen (99) sind mit den Relationen 


(100) f(T) = BGj(U’)} f(T — N) (U] + N) (UEP) 
identisch. 

Eine in [10] benutzte Methode liefert 
(101) f(T) =0 (7 — N) £0;m2 2 oder n= 2). 


Beweis: Aus der Konvergenz der Reihe F(Z), Hilfssatz 18 und (100) 
schlieBen wir die Ungleichungen 


(102) f(7)| < ¢gq2(Sp((7 — N) (0) + N) — 2xImj(U’)) (UEP). 


Wegen Hilfssatz 10 und (100) geniigt es, (101) unter der Voraussetzung 
Sp(7 — N) < 0 zu beweisen. Jetzt benutzen wir (102) fiir zwei Fille. 

m => 2: 

Es gelte 
Sp(T —- NN) <0;U=f°E; fey; /M>1>fM>0 (v+ w;v=—l1,...,m). 
Dann folgt 


If(7)| S B((f™)* Sp(T —N)™—o2xImj(f£)+SpN+ ¥ (f)**Sp(T—N)). 


Fu 
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n= 2: 
Mit 
Tr(t,—n)<0;0U=B,0q) (x+t;x=1,...,n) 

wird 
\f(T)| S E(o*¢ Tr(t, — n,) + o(2q Tr(é,,, N,) = 22 Im j(Bi..(q))) + Sp qT) . 

Wir lassen 'o gegen unendlich streben und erhalten (101). 

Somit hat man 

Satz 12: Die Gesamtheit der Formen F(Z), welche den Bedingungen (99) 
geniigen, besteht aus den konvergenten Fourierreihen 
(103) F(Z)= ZS f(T) {72}, 

T-N 20 

deren Koeffizienten die Gleichungen (100) befriedigen. 


Sind insbesondere sémtliche Multiplikatorensysteme von A einem der in 
(99) auftretenden Multiplikatorensysteme aquivalent, was z. B. fiir 


m=1,n2>3: P= Q(n,q)(¢q=1,2); P= Q+(n, q) (q=1, 2; n = 1 mod 2) 


und m 2 3, n= 1 der Fall ist, so bekommt man alle Formen zur Gruppe 4, 
indem man die Fourierreihen F(Z) mit einer passenden Einheit, d. h. einer 
holomorphen Funktion ohne Nullstellen multipliziert. 

In jeder Klasse beziiglich Y aquivalenter Matrizen 7 — N(T — N = 0; 
T €G) wahle man einen Representanten S — N. Die Gesamtheit dieser S — N 
heiBe G(N). Ferner bestehe (N,j) aus allen S— N€F(N) mit folgender 
Eigenschaft : 

£j(U')}}=1 fir UEA(S-—N). 

Angenommen, es gibt ein U € A(T — N),sodaB E{j(U’)} + 1; vermdge (100) 
bekommt man dann /(7') = 

Wir definieren 


P(N, j, 8;2) = ¥ BG(V')} B((S — N)(V]+ 8) 2} (S- NEGW,)); 
(104) 
die Summation ist dabei iiber ein vollstandiges Reprisentantensystem der 


Linksklassen von Y beziiglich A(S — N) zu erstrecken. Die Reihe (103) la8t 
sich nunmebhr in die Gestalt 


(105) F(Z) = X f(S) F(N,j, 8; 2) 
Ss 


setzen, wobei S — N iiber §(N, 7) lauft. 

Hilfssatz 28: Es sei m= 1; ¥ = Q(n, q) (q = 1, 2); P = Q*(n,q) (q= 1, 2; 
n = 1 mod 2) oder n = 1. Dann konvergieren die Reihen (104). 

Beweis: 


m=1:P = Q(n, q) (q = 1, 2); ¥ = Qt(n, q) (q = 1, 2; n = 1 mod 2): 
Die Gruppe ¥ ist von Elementen zweiter Ordnung erzeugbar, folglich 
E{j(U)} = +1(U €¥). Fir |£{j(U)}| = 1(U € P) ergibt sich die Konvergenz 
aus Hilfssatz 19. 
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n=1: 

Es existieren m — 1 Basiselemente /,,...,/,-,€ y, derart daB sich jedes 
f € py in der Gestalt 

f=+ff... a 
schreiben laBt; a,,..., &%,—, sind ganze rationale Zahlen [5, § 11 und § 34]. 
Mit |a| = |o| +-**+ |@%m—al,% = la] B,(y =1,...,m—1), |B] +°**+ [mal 
= 1, y= B, log |ff?| + +++ + Bz log |A,1, [f| = E(la] y) (u=1,... 
o ey M), 
(106) yO+--++ ymM=0 
folgt aus [5, § 35] die Abschatzung 
2m c35' S |y™| +--+ + |y™| 5 

vermége (106) also 
(107) E (cx! |ae|) S |f| +--+ + |]. 

Jetzt seis = S — N €F(N, 7). Im Falle s = 0 ist die Summe (104) endlich, 
mithin konvergent. Nun gelte 

se, ...,8™ >0, 
und es bedeute s@ die kleinste unter den Konjugierten von s. Wegen (107) 
bekommt man dann 
E (cx 2 \a|) < (8) Tr(sf*). 
Mit 
k = x(|Imj(f,)| + +++ + [Em 7 (fm-1))) 
ergibt sich andererseits 
|E{G(f>)}| S E(k 2 |e), 


\EG(f>)}| S (@)> Tr(sp*)). 

folglich konvergiert (104). 

Die Menge §(N, j) ist nicht leer; denn sie enthilt alle S — N, fiir die § — N 
im Inneren eines Bildes des in Kap. I, § 4 definierten Fundamentalbereichs M, 
der Gruppe 22 liegt. Somit gilt 

Satz 13: Es sei m=1, n2>3: P= Q(n,q) (q=1,2); P= Qt(n, q) 
(q = 1, 2; n = 1 mod 2) oder m = 3, n= 1. Dann existieren stets nicht identisch 
verschwindende Formen, welche den Bedingungen (99) geniigen; die Gesamtheit 
dieser Formen besteht aus den konvergenten Summen (105). Man bekommt sdmt- 
liche Formen zur Gruppe A, indem man die Reihen (105) noch mit Einheiten 
K (2) multipliziert. 


d. h. 


Literatur 


[1] Bamy, W. L.: Satake’s Compactification of V%. Am. J. Math. 80, 348—364 (1958). 

[2] Cuetstian, U.: Uber die Multiplikatorensysteme zur Gruppe der ganzen Modul- 
substitutionen n-ten Grades. Math. Ann. 188, 363—397 (1959). 

[3] Curistian, U.: On the factors of automorphy’ for the group of integral modular 
substitutions of second degree. Ann. Math. 73, 134—153 (1961). 








ar 





Multiplikatorensysteme gewisser Kongruenzgruppen von Modulsubstitutionen 459 


(4) Coxzrer, H. 8. M., and W. O. J. Moszr: Generators and relations for discrete groups. 
Ergeb. Math. 14 (1957). 
(5] Hecxe, E.: Vorlesungen iiber die Theorie der algebraischen Zahlen. Leipzig 1923. 
[6] Humsert, P.: Théorie de la réduction des formes quadratiques définies positives dans 
un corps algébrique K fini. Comment. Math. Helv. 12, 263—306 (1939/40). 
(7] Kuer, F., u. R. Fricke: Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modul- 
funktionen. Erster Rand. Leipzig 1890. 
[8] Krroen, H.: Uber die Erzeugenden gewisser Modulgruppen. Nachr. Akad. Wiss. 
, math.-phys. Kl., ym anecm Abt. 1956, 173—185. 
(9] Kurcen, iL: Bemerkungen i ber Kongruenzuntergruppen der Modulgruppe n-ten 
Grades. Arch. Math. 10, 113—122 (1959). 
(10] Koxcuer, M.: Zur Theorie der Modulformen n-ten Grades. I. Math. Z. 59, 399—416 
(1954). 
[11] Mrvxowsxt, H.: Diskontinuitatsbereich fir arithmetische Aquivalenz. J. reine angew. 
Math. 129, 220—274 (1905). 
(12] Srecet,C.L.: Einfiihrung in die Theorie der Modulfunktionen n-ten Grades 
Math. Ann. 116, 617—657 (1939). 
{13] Srecei, C. L.: Einheiten quadratischer Formen. Abhandl. math. Seminar Hans. 
Univ. 18, 209—239 (1940). 
{14] Srecgt, C. L.: Symplectic Geometry. Am. J. Math. 65, 1—86 (1943). 


( Eingegangen am 25. April 1961) 


31* 








